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本 书 是 俄罗斯 综合 大 学 和 高 等 技术 学 校 使 用 的 复 变 函数 论 А = 
教材 。 它 基于 前 苏联 著名 数学 家 、 科 学院 院士 拉夫 连 季 耶 夫 的 之 俄 罗 斯 数 
讲稿 , 由 沙巴 特 补充 整理 , 并 经 过 多 次 修订 , 使 内 容 更 为 合理 ， i = 
应 用 实例 更 为 丰富 ， 已 成 为 该 领域 一 本 经 典 教材 。 六 
本 书 以 共 形 映射 为 基本 内 容 , 把 它 作为 工具 , 广泛 应 用 于 


物理 学 、 流 体 动力 学 、 气 体 动力 学 、 ee > ЛУ 55 
际 问题 的 计算 以 及 数学 的 其 他 分 支 。 全 书包 括 基本 概念 、 共 开 
映射 、 函 数论 的 边 值 问题 及 其 应 用 、 共 形 映 射 的 变 分 原理 、 函 52 14 
数论 在 分 析 上 的 应 用 、 算 子 法 及 其 应 用 、 特 殊 函 数 等 。 58 

本 书 可 供 高 等 学 校 数 学 、 物 理 、 力 学 及 相关 专业 的 本 科 6 第 6 АХ) 
生 、 研 究 生 、 教 师 ， 以 及 相关 领域 的 研究 人 员 参 考 使 用 。 版 
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从 上 世纪 50 年 代 初 起 ,在 当时 全 面 学 习 苏 联 的 大 背景 下 ,国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 。 这 些 教材 体系 严密 ,论证 严谨 ,有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 ,培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 。 到 了 60 年 代 , 国 内 开始 
编 繁 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 ,但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 ,同时 ,一些 苏 联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 。 客 观 地 说 ,从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 ,苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 ,起 了 不 可 忽略 的 影响 ,是 功 不 可 没 的 。 

改革 开放 以 来 ,通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ,大 家 
眼界 为 之 一 新 ,并 得 到 了 很 大 的 局 发 和 教 益 。 但 在 很 长 一 段 时 间 中 ,尽管 苏联 的 数学 
教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 ,引进 却 基本 中 断 ,更 没有 及 时 地 进行 跟踪 ,能 看 懂 
俄 文 数 学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 ,事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 ,不 能 不 说 是 一 个 很 
Хав 
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学 学 会 及 国家 上 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 ,有 数学 
家 提出 ,莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 ,建议 将 其 中 的 一 些 
数学 教材 组 织 翻 译 出 版 。 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 ,并 得 到 高 等 教育 出 版 社 的 
高 度 重视 。 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情况 
的 专家 座谈 讨论 ,大 家 一 致 认为 :在 当前 着 力 引 进 俄罗斯 的 数学 教材 ,有 助 于 扩大 视 
野 ,开拓 思路 ,对 提高 数学 教学 质量 .促进 数学 教材 改革 均 十 分 必要 。《 俄 罗斯 数学 教 
材 选 译 ? 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 ,经 数学 天 元 基金 资助 ,由 高 等 教育 出 版 社 组 织 出 


П: 序 


版 的 。 

经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 ,本 系列 中 所 列 入 的 教材 ,以 英 斯 科大 学 的 教材 为 
主 ,也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 。 有 大 学 基础 课程 的 教材 ,也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 。 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 ,但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 已 有 较 大 变化 ,至 今 仍 广泛 采用 \ 深 受 欢迎 ,反映 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教 材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 ,对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 。 这 一 教材 系列 的 出 版 ,将 中 俄 数 学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 ,对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 ,培养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 ,并 起 着 深 远 的 影 
响 ,无 疑 值得 庆 资 , 特 为 之 序 。 


李 大 潜 
2005 年 10 月 
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复 变 函数 论 是 数学 的 重要 组 成 部 分 。 共 形 映 射 方法 是 它 的 基本 工具 , 共 形 映射 
的 概念 是 在 物理 学 的 研究 中 产生 的 ,并 且 是 一 种 可 操作 性 的 方法 。 所 讨论 的 理论 与 
函数 论 有 紧密 的 联系 。 复 变 函 数论 的 方法 可 应 用 于 物理 学 、 流 体 动力 学 和 气体 动力 
学 .电气 技术 中 所 进行 的 计算 ,也 可 用 于 其 他 实际 目的 。 本 教材 不 仅 包含 理论 内 容 ， 
而 且 还 列举 了 大 量 应 用 科学 技术 领域 中 不 同 领域 的 例子 。 

本 教材 第 二 章 和 第 四 章 专 门 阐述 了 共 形 映射 及 其 实际 应 用 。 在 第 二 章 中 介绍 了 
共 形 映射 理论 的 基本 原理 ,并 给 出 了 例子 。 第 四 章 投 述 了 分 析 的 变 分 原理 , 它 能 够 判 
定 在 映射 区 域 的 边界 改变 时 映射 是 如 何 改 变 的 ,并 给 出 了 它们 用 于 具体 应 用 问题 的 
例子 。 第 三 章 讨论 与 复 变 函数 论 有 关系 的 主要 物理 概念 。 第 一 章 建 立 在 调和 函数 分 
析 和 平面 丫 量 场 势 能 研究 的 基础 上 。 作 者 列举 了 边 值 问题 的 提出 和 求解 的 例子 , 它 
们 是 在 流体 动力 学 和 气体 动力 学 、 弹 性 理论 中 利用 柯 西 型 积分 性 质 的 边 值 问题 ,还 进 
一 步 讨 论 了 把 复 变 函 数 应 用 于 偏 微分 方程 。 本 书 对 函数 论 应 用 于 数学 分 析 ( 第 四 章 ) 
和 特殊 函数 (第 七 章 ) 以 及 对 它们 的 重要 应 用 给 予 很 大 的 关注 。 第 六 章 专门 讨论 包括 
拉 普 拉 斯 变换 和 其 他 变换 在 内 的 算 子 方法 的 基本 理论 ,在 这 一 章 中 给 出 了 大 量 利用 
它 解 微分 方程 和 与 这 些 方 程 有 关 的 物理 力学、 电气 技术 问题 的 例子 。 

本 教材 基于 M. A. 拉夫 连 季 耶 夫 的 复 变 函数 论 的 讲稿 ,由 B.B. 沙 巴特 补充 、 整 
理 。 本 书 已 连续 出 版 五 次 ,并 且 被 译 成 多 种 欧洲 文字 和 东方 文字 。 

六 版 实际 上 与 前 几 版 没有 本 质 上 的 差异 。 


编者 
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这 一 版 是 本 书 的 策划 者 我 的 永 不 忘怀 的 导师 米 哈 依 尔 . 阿 列 克 赛 耶 维 奇 .拉夫 
连 季 耶 夫 (1900。11。1 一 1980.10.15) 逝 志 后 出 的 第 一 版 。 这 位 近代 卓越 学 者 ,学科 
的 组 织 者 和 青年 的 教育 者 为 自己 的 祖国 服务 并 献 出 了 一 生 。 他 属于 那些 以 自己 名 字 
和 事业 让 人 民 引 以 为 傲 的 队伍 中 的 一 员 。 

米 蛤 依 尔 : 阿 列 克 赛 耶 维 奇 在 著名 的 “ 鲁 津 派 * 里 开始 自己 的 科研 活动 ,这 是 一 个 
由 H. 了 H. 鲁 津 领导 的 英 斯 科 数 学 学 派 ,但 是 不 久 他 就 走 自己 的 路 。 最 初 他 在 拓扑 学 
领域 进行 研究 ,以 后 从 事 微 分 方程 研究 ,随后 是 复 变 函数 论 的 研究 。 在 这 一 领域 获得 
英 基 性 的 结果 之 后 ,他 成 为 重要 的 .举世 闻名 的 专家 之 一 ,苏联 函数 论 学 派 的 带头 人 。 

米 哈 依 尔 阿 列 克 赛 耶 维 奇 创 造 性 工作 的 突出 特点 是 ,他 有 惊人 的 把 抽象 数学 研 
究 与 实际 问题 结合 起 来 的 能 力 。20 世纪 30 年 代 初 ,他 在 中 央 气 体 流体 动力 学 研究 
所 工作 ,为 发 展 飞机 制造 业 和 创建 水 辟 船 做 了 许多 工作 。 他 与 自己 的 学 生 、 后 来 成 为 
苏联 科学 院 院 长 的 M.B. 刻 尔 迪 什 一 起 完成 了 许多 工作 。 他 在 有 限 深度 液体 表面 上 
的 急流 和 波 的 科学 著作 得 到 了 广泛 的 应 用 。 在 伟大 的 卫 国 战争 年 代 , 米 哈 依 和 尔 ' 阿 列 
克 赛 耶 维 奇 深入 研究 了 独创 的 聚 能 装 药 的 流体 动力 学 理论 ,这 一 理论 开始 时 专家 不 
相信 ,但 是 后 来 得 到 了 广泛 承认 。 在 战 后 年 代 他 创建 了 用 爆破 焊接 金属 和 定 问 爆破 
的 理论 基础 。 米 哈 依 尔 . 阿 列 克 赛 耶 维 奇 是 1973 年 在 麦迪 奥 用 爆破 建立 防 泥石流 坝 
的 倡议 者 和 科学 顾问 ,这 座 坝 挽救 了 阿拉 木 图 。 

米 哈 依 和 尔 . 阿 列 克 赛 耶 维 奇 在 国家 科学 组 织 事业 中 的 功绩 是 巨大 的 。 他 曾 是 苏 
联 科学 院 西 伯 利 亚 分 院 数 学 研究 所 所 长 和 苏联 科学 院 副 院 长 .斯 捷克 洛 夫 数学 研究 
所 副 所 长 精密 机 械 学 和 计算 技术 研究 所 所 长 .苏联 科学 院 数 学 物理 学 部 院士 书记 。 
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他 与 C.A. 列 别 捷 夫 、.M.B. 凯 尔 迪 什 院士 一 起 是 创建 苏联 计算 技术 的 发 起 者 ,在 他 
的 领导 下 开展 了 程序 设计 方面 的 工作 。 

根据 米 哈 依 尔 阿 列 克 赛 耶 维 奇 的 倡议 ,在 С. Л. ЖУ КЖ С. А. 克里斯蒂 安 
诺 维 奇 院士 支持 下 ,1957 年 在 新 西伯 利 亚 建立 了 新 的 巨大 的 科研 中 心 一 一 科学 院 西 
伯 利 亚 分 院 。 米 哈 依 尔 * 阿 列 克 赛 耶 维 奇 成 为 它 的 第 一 任 院 长 。 他 在 这 一 职位 上 工 
作 二 十 年 左右 。 米 哈 依 尔 * 阿 列 克 赛 耶 维 奇 "拉夫 连 季 耶 夫 走 遍 了 从 伊 尔 库 区 克 到 楚 
科 奇 .从 迪克 森 岛 到 千岛 群岛 整个 西伯 利 亚 和 远东 地 区 以 后 ,成 为 纯洁 贝加尔 湖水 、 
保存 西伯 利 亚 森 林 和 大 江 大 河 的 充满 激情 的 捍卫 者 。 米 哈 依 尔 * 阿 列 克 赛 耶 维 奇 的 
活动 对 西伯 利 亚 和 远东 地 区 的 科学 发 展 起 到 了 决定 性 作用 。 

还 在 大 学 生年 代 米 哈 依 和 尔 ' 阿 列 克 赛 耶 维 奇 就 从 事 过 教学 活动 。 他 在 喀 山 大 学 
教 过 书 ,并 且 在 单 命 后 的 最 初 几 年 就 在 那里 学 习 过 。 迁 到 莫斯科 后 ,他 在 鲍 曼 高 等 技 
术 学 校 、 化 工 技术 学 院 、 黄 斯 科大 学 教 过 数学 。 在 20 世纪 40 年 代 末 米 蛤 依 尔 阿 列 
ЕН Л.Л. КАЖА Л. 区. 兰 道 院 士 一 起 是 在 莫斯科 大 学 内 设立 技术 物理 
系 的 倡议 者 ,这 个 系 的 使 命 是 培养 科学 技术 新 领域 的 专门 技术 干部 。 这 个 系 后 来 改 
组 成 莫斯科 技术 物理 学 院 , 它 为 国家 培育 出 了 许多 第 一 流 专 家 。 

米 哈 依 尔 阿 列 克 赛 耶 维 奇 多 年 献身 精神 的 活动 获得 国内 外 高 度 评价 。 他 曾 被 
授予 社会 主义 劳动 英雄 称号 、 列 守 和 国家 奖金 获得 者 和 一 系列 目 己 祖国 和 其 他 国家 
的 最 高 奖励 , 曾 担 任 苏 联 最 高 苏维埃 代表 二 十 多 年 。 他 曾 是 许多 外 国 科 学 院 、 科 学 机 
构 和 社团 的 名 誉 成 员 ,国际 数学 家 联合 会 副 主席 。 

我 是 在 技术 物理 学 院 米 哈 依 尔 阿 列 克 赛 耶 维 奇 领 导 下 工作 的 时 候 , 产 生 了 创作 
本 书 的 想法 。 它 的 基础 是 米 哈 依 尔 * 阿 列 克 赛 耶 维 奇 的 复 变 函数 论 的 讲稿 。 书 连续 
出 了 四 版 ,并 且 已 翻译 成 法 文 、 德 文 .中 文 和 越 文 。 

在 第 五 版 中 实际 上 保留 了 米 哈 依 尔 阿 列 克 赛 耶 维 奇 生前 出 版 的 各 版 的 内 容 。 


B.B. 沙 巴特 
1986 年 于 莫斯科 
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在 我 们 已 出 版 的 书籍 中 , 复 变 函 数论 的 完善 的 教材 ,都 是 供 数学 专业 的 学 生 们 用 
的 ,而 其 他 的 教材 通常 仅 讲 些 这 理论 的 初步 知识 。 可 是 ,近来 在 物理 学 中 和 在 技术 科 
学 中 ,需要 更 深入 细致 地 应 用 复 变 函数 理论 ,其 方法 得 到 愈 来 愈 广 的 普及 。 要 从 数学 
专业 用 的 教材 中 汲取 这 方面 所 必须 的 知识 ,对 于 一 个 不 是 学 数学 的 人 来 说 是 有 困难 
的 ,而 在 一 般 的 初等 教材 中 所 讲 的 那些 知识 ,又 嫌 不 够 。 

补足 所 指出 的 这 个 缺陷 , 便 是 本 书 的 目的 。 有 一 些 人 是 由 于 复 变 函 数论 在 物理 
问题 与 技术 问题 上 的 应 用 ,因而 对 它 感到 兴趣 的 ,我 们 的 任务 就 是 在 这 本 书 里 给 他 们 
叙述 一 些 复 变 函数 论 的 基本 方法 。 这 本 书 可 以 给 大 学 力学 系 、 物 理 系 与 应 用 物理 系 
的 学 生 ,以 及 高 等 技术 学 校 中 具有 足够 数学 训练 的 研究 生 作 教材 用 。 我 们 假定 读者 
已 经 熟悉 了 包含 在 B. .斯 米尔 庄 夫 的 《高 等 数学 教程 》 (国家 技术 理论 书籍 出 版 
社 ,1949) 的 首 二 卷 范围 内 的 数学 分 析 基 本 课程 。 有 些 地 方 ,我 们 也 引用 工 . MX. ЗЕЯ 
金 哥 尔 茨 的 《 微 积分 学 教程 六 ( 卷 1 一 3, 国 家 技术 理论 书籍 出 版 社 ,1947 一 1949)。 

在 第 一 章 中 叙述 了 复 变 函 数论 的 全 部 基本 概念 , 因 之 读 此 书 时 可 以 不 依赖 这 门 
学 科 的 其 他 教材 。 而 就 叙述 方面 说 ,第 一 章 也 与 其 他 各 章 有 些 不 同一 一 它 写 得 更 概 
括 些 ,更 简洁 些 。 这 时 我 们 已 考虑 到 ,对 于 第 一 章 的 材料 方面 ,已 经 有 许多 通俗 易 懂 
的 书 了 。 

其 余 的 各 章 讲 复 变 函数 论 在 应 用 上 具有 重大 意义 的 各 种 方法 。 除 叙述 方法 外 ， 


* 中 译本 ,人 民 教 育 出 版 社 ,1952。 
жж 中 译本 ,高 等 教育 出 版 社 ,2005。 
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还 附 有 大 量 的 例题 。 如 有 果 读 者 在 人 研究 了 关于 某 种 方法 的 一 些 例题 之 后 ,已 经 通晓 了 
这 一 方法 ,那么 关于 这 方法 的 另外 一 些 例题 ,可 以 先 不 读 一 一 等 引用 到 这 些 例 题 时 再 
回 过 来 读 它们 ,这 样 比较 好 一 些 。 

书 中 也 包含 了 把 复 变 函数 论 应 用 到 各 种 物理 问题 上 去 的 大 量 例子 。 不 应 当 那 样 
想 , 以 为 我 们 是 说 ,电机 学 上 的 例子 只 对 于 电机 工作 者 有 意义 ,流体 力学 上 的 例子 只 
对 力学 工作 者 有 意义 。 其 实 , 对 于 某 一 个 问题 而 说 明 的 那些 方法 ,常常 可 以 有 效 地 用 
来 解决 含有 其 他 物理 内 容 的 类 似 问 题 。 通 晓 了 函数 论 在 物理 学 不 同 领 域 中 的 应 用 的 
那些 原理 ,可 以 帮助 读者 在 以 后 的 工作 中 ,把 书 中 就 别 的 领域 所 陈述 的 那些 方法 ,使 
用 于 他 上 自己 的 领域 中 。 

我 们 处 处 设法 避免 过 于 繁复 的 校 节 证 明 , 有 时 为 了 要 叙述 直观 起 见 , 还 有 意 地 容 
许 奋 干 不 严格 的 地 方 。 为 了 简便 起 见 , 有 一 些 命 题 ,在 证 明 它 们 时 ,所 用 到 的 条 件 , 比 
它 所 需要 的 更 强 一 些 ;有 些 命题 则 只 是 叙述 一 下 而 不 加 证 明 。 

最 后 ,我 们 认为 我 们 应 该 愉快 地 对 M.B. 凯 尔 迪 什 院士 表示 衷心 的 感谢 ,他 曾 慎 
重地 审阅 了 全 部 原稿 ,并且 给 予 了 许多 十 分 宝贵 的 忠告 和 指示 。 


M.A. 拉 夫 连 季 耶 夫 
Б.В. 沙巴 特 
1951 年 于 莫斯科 
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= ”基本 概念 


在 这 一 章 里 ,要 介绍 复 变 函数 论 的 所 有 基本 概念 : 函数、 函数 的 导数 、 积 分 等 等 . 
读者 就 会 看 到 ,在 实 变 函 数 分 析 中 已 熟悉 的 这 些 概念 的 普通 定义 ,几乎 全 无 变更 地 保 
留 着 ,但 是 它们 的 内 容 却 有 了 很 重要 的 改变 .例如 ,通常 用 平面 上 曲线 来 表示 函数 的 
几何 图 示 法 ,已 经 不 再 存在 了 ,代替 它 的 是 那 把 函数 看 做 平面 点 集 的 映射 的 概念 (第 
4 目 ). 复 变 函 数 的 可 微 条 件 显得 比 实 变 函 数 的 可 微 条 件 要 严格 得 多 (第 5 目 ). 例 如 ， 
从 函数 在 复 变 数 范围 内 的 可 微 条 件 , 就 必然 地 会 得 出 所 有 各 阶 导 数 的 存在 (第 17 Н) 
以 及 函数 的 许多 性 质 , 这 些 性 质 在 实 变 函数 分 析 中 是 极 不 常 有 的 (第 14、15 以 及 其 他 
ЖН). 

在 18 世纪 ,数学 家 们 已 经 把 复数 和 复 变 函数 用 在 他 们 的 研究 工作 中 了 .特别 伟 
大 的 是 18 世纪 大 数学 家 欧 拉 (Leonhard Euler,1707 一 1783) 的 贡献 ,他 应 当 算 做 是 复 
变 函 数论 的 一 个 缔造 人 .在 欧 拉 的 那些 卓越 的 著作 中 ,详细 地 研究 了 初等 复 变 函 数 ， 
其 中 包含 了 对 数 函 数 、 指 数 函 数 、 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 (1740 一 1749); 在 这 些 著 作 
中 还 给 出 了 函数 的 可 微 条 件 ”(1755) 和 复 变 函数 积分 法 的 基础 (1777). 欧 拉 也 曾 把 
复 变 函 数论 应 用 于 各 种 的 数学 问题 ,并 且 开 始 把 它们 应 用 到 流体 力学 (1755 一 1757) 
与 地 图 制图 学 (1777) 上 . 

在 欧 拉 之 后 ,他 所 发 现 的 那些 结果 和 方法 ,被 继续 发 展 改 进 和 系统 化 .在 19 世 
纪 的 前 半 叶 , 复 变 函数 论 已 经 成 为 数学 分 析 中 一 个 最 重要 的 部 分 了 .其 中 主要 的 功绩 


ж 达 朗 贝尔 (J. d'Alembert) 在 1752 年 从 流体 力学 上 的 设想 出 发 ,也 已 得 到 了 这 些 条 件 .但 是 只 有 在 欧 拉 的 
著作 中 , 才 第 一 次 弄 清 楚 了 它们 的 一 般 特 性 . 


2. 第 一 章 基本 概念 [1] 


属于 柯 西 (Augustin Cauchy, 1789—1857) 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Karl Weierstrass, 1815— 
1897) ,他 们 发 展 了 积分 的 计算 和 用 级 数 表示 函数 的 理论 ;还 有 黎 曼 (Bernhard Rie- 
mann,1826 一 1866) ,他 论证 了 函数 论 的 几何 问题 和 它们 的 应 用 . 


$1 复数 


为 了 使 读者 方便 ,我 们 在 这 里 先 叙 述 一 些 有 关于 复数 的 概念 、 复 数 的 运算 和 复数 
的 几何 表示 的 主要 定义 和 基本 事实 ”. 

1. 复数 = +iy 形状 的 式 子 叫做 复数 ,其 中 zz 与 y 都 是 实数 ,而 i 则 是 一 个 
符号 ,叫做 虚数 单位 .z 与 y 两 数 分 别 叫做 复数 z+ гу 的 实数 部 分 与 虚数 部 分 ,用 记 
号 

T=Re(X+iy),y=Im(z+ іу) (1) 
来 表示 .特别 是 ,在 y=0 时 ,z+i0 可 以 看 做 同 实 数 z 相同 ;而 在 x=0 时 ,0+iy 就 
简 记 作 iy ,叫做 纯 虚 数 . 
我 们 来 规定 在 复数 集合 里 的 相等 概念 与 基本 运算 .两 个 复数 zi + гу У 2, + iy， 
当 且 仅 当 
Хр 22,У = У2 
时 ,我 们 方 说 这 两 个 复数 相等 , 记 作 
Z1 十 1y1 二 Za2 十 2y2. (2) 

还 有 ,如 果 zi = х, у, = 一 yy, 那 么 复数 zi + zy 就 称 做 是 与 х, + #9884, 

并 用 符号 z， 十 iy, 来 表示 . 因此 ， 


х +1у = ж iy. (3) 
现在 我 们 给 出 复数 的 运算 的 定义 . 
(1) 加 法 ”复数 
Z=zZit+z=(Xit+ x2)+i(y + у) (4) 


叫做 zi = zi + iy1 与 2 = 2. + zy 这 两 个 复数 的 和 zi + z,. 从 定义 可 直接 得 出 下 面 
的 加 法 定律 : 

1) 交换 律 : z1 十 ;= z+ 2, 

2) 结合 律 : 21+ (=. +23) =(21 + 22) + =з. 

Ж 21-5 zz 两 数 都 是 实数 ( 即 ,y = у =0), 则 定义 (4) 就 与 实数 的 加 法 定义 相 
符合 . 


ж 第 一 次 提 到 “虚数 ”, 把 它 作 为 负数 的 平方 根 ,还 是 在 16 世纪 的 事 [ 卡 丹 (G. Cardano),1545]. 到 18 世纪 中 
叶 为 止 ,复数 仅 是 偶然 地 出 现在 个 别 数学 家 的 著作 里 [牛顿 , 伯 努 利 (N. Bernoulli) , 克 莱 罗 (A. Clairaut)]. 第 一 篇 
复数 理论 的 论文 是 欧 拉 用 俄 文 发 表 的 (“Anre6pa”, Петербург, 1763, 以 后 这 书 被 译 成 外 国文 字 并 且 出 了 许多 
版 ); 符 号 "i" 也 是 欧 拉 所 创 用 的 .复数 的 几何 表示 则 是 在 18 世纪 末 的 事 [ 丹 麦 人 韦 塞 尔 (C. Wessel)]. 
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加 法 可 以 有 逆 运 算 :对 任何 两 个 复数 Z1 三 .1 十 11 与 25 = жә + 1у, ,总 可 以 找 出 
一 个 复数 z ,使 z, + z= zi .这 个 复数 z 叫做 z|,z, 两 复数 的 差 ,用 符号 z| - z, 来 表 


х= 2р 25 = (20-25) +і(у у). (5) 
(2) 乘法 复数 
х= 2125 = (112 VY) + (хи y+ ух) (6) 
叫做 zx, = х, + у -5 2 = х, + iy, 这 两 个 复数 的 积 , 记 作 =, 2). 
从 定义 可 得 出 下 面 的 乘法 定律 : 
1) 交换 律 ， 之 1 之 2 = 之 2 之 1， 
2) 结合 律 : 2102523) 一 (zlZ2 ) 23, 


3) 分 配 律 (对 于 加 法 的 ): 
(=1 + 25) 23 = 之 1 Z3 + => 23. 
如 果 zi 与 zz 两 数 都 是 实数 ( 即 ,y: = y =0), 即 定义 (6) 就 同 普通 的 乘法 定义 相 
符合 .在 xi = zz = 1 时 ,从 乘积 的 定义 就 有 
= -1. (7) 
容易 看 到 ,公式 (6) 也 可 用 下 面 的 方法 得 出 : 先 照 普通 的 代数 法 则 将 zi + 
хо + iy 相 乘 ,再 用 -1 工 来 代替 乘积 i i. 还 可 看 出 ,复数 z= x + гу ЗЕН Т 
得 的 积 , 永 远 不 会 是 负 的 .实际 上 从 (6) 式 便 有 
25 = х? + уг). (8) 
乘法 也 可 以 有 逆 运 算 ,不 过 要 所 给 的 乘 数 不 等 于 零 . 设 :天 0, 便 可 求 得 这 样 的 
一 个 复数 z ,使 > zx = zi ;按照 公式 (6) ,为 了 求 出 = ,需要 解 方程 组 
И. (9) 
yz 并 十 TZ23 二 y1， 
当 2,550 时 ,这 方程 组 总 有 一 个 唯一 的 解 ,因为 它 的 系数 行列 式 是 zz + y; >0. 这 个 


数 z 叫做 zi 与 = 两 数 的 商 , 用 符号 坟 来 表示 . 解 出 方程 组 (9) ,我 们 便 得 到 


212122 5152 | . 122 0152 (10) 


2 5 2 
之 2 Z2 + y2 Z2 十 y2 


显然 ,公式 (10) 也 可 由 将 分 数 志 的 分 子 与 分 母 各 乘 以 =) 而 得 到 . 


(3) ЖЖЖ ”个 相等 的 数 z 的 乘积 叫做 数 z 的 n АЕ, НИЕ z" 来 表示 : 
2" = Zz (11) 


n 个 


其 逆 运 算 一 一 求 方 根 一 一 规定 如 下 :如果 со" = хх, М] то 就 叫做 数 z 的 nn 次 方 根 ( 用 符 
号 Yz 来 表示 ,在 n=2 时 ,就 简写 成 /z). 在 下 面 我 们 将 看 到 ,对 于 任何 一 个 复数 = 天 
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0, 它 的 п АРУ и 个 不 同 的 值 . 
现在 我 们 可 以 把 等 式 (7) 写 成 12 = -1 的 形式 ,而 对 于 虚数 单位 i, 便 有 
і=/ 一 1 (12) 
(这 里 V 一 1 表示 它 所 可 能 取 的 两 个 值 中 的 一 个 ). 
2. 几何 表示 ”我 们 考虑 笛 卡 儿 坐 标 平 面 xzOy ,并 用 坐标 为 (z,y) 的 点 来 表示 复 
数 z= х + iy. 这 时 实数 就 用 х 轴 ( 这 条 轴 今 后 将 称 做 实 轴 ) 上 的 点 来 表示 , 而 纯 虚 数 
ДН у 轴 ( 今 后 称 做 虚 轴 ) 上 的 点 来 表示 .特别 如 , 虚 轴 上 的 点 (0,1) 就 用 来 表示 虚数 
容易 看 出 ,用 这 个 方法 ,在 хОу 平面 上 每 一 个 具有 坐标 (xz,y) 的 点 ,就 都 与 一 个 
完全 确定 的 复数 z= x + гу 相对 应 , 反 过 来 也 是 这 样 .所 以 ,在 全 部 复数 与 平面 上 一 
切 点 之 间 的 这 个 对 应 关系 是 一 一 对 应 的 关系 . 因此 今后 我 们 对 复数 与 平面 上 的 点 这 
两 个 概念 ,将 不 再 加 以 区 别 , 例 如 说 “点 1+ i”, “顶点 为 zl ,zz ,zs 的 三 角形 "等 等 . 
再 者 ,平面 上 的 每 一 个 点 (xz ,y) 都 对 应 于 一 个 完 
全 确定 的 回 量 一 一 这 个 点 的 向 径 ,而 在 平面 上 的 每 一 
回 径 ,也 都 对 应 于 一 个 完全 确定 的 点 一 一 这 向 径 的 终 
点 (图 1). 所 以 今后 我 们 也 将 用 平面 上 的 癌 径 形式 来 
表示 复数 . 
复数 的 加 法 与 减法 运算 的 几何 意义 ,从 图 1 中 可 
以 看 得 很 清楚 :两 个 复数 z| 与 z, 的 和 与 差 ,都 可 用 同 
量 来 表示 , 即 分 别 等 于 由 zj 与 z, 这 两 个 问 量 所 构成 
的 平行 四 边 形 的 两 条 有 向 对 角 线 . 
除了 复数 在 笛 卡 儿 坐 标 内 的 表示 法 外 ,复数 在 极 
坐标 内 的 表示 法 ,在 以 后 也 很 有 用 .为 了 要 用 极 坐 标 
来 表示 复数 ,我 们 同 通 常 一 样 , 取 z 轴 的 正 向 半 轴 作为 极 轴 , 取 坐 标 原 点 作为 极点 ， 
于 是 ,如 果 把 点 z 的 极 径 记 作 > , 极 角 记 作 ф (图 1) ,那么 就 有 
z=X+iy=r(cos ф+ іѕіп Фф). (1) 
极 径 > 叫做 复数 z 的 模 , 用 记号 | | 来 表示 ; 极 角 p 叫做 复数 z 的 辐 角 ,用 记号 
Arg = 来 表示 .复数 的 模 是 被 唯一 地 确定 了 的 : 


[|z| =V х2 + у'’20, (2) 
270 时 它 的 辐 角 却 可 以 相差 2x 的 任何 一 个 整 倍 数 : 
arctan 2 + 2kr ( 工 ,W 象 限 )， 
ф= Атр == (3) 


arctan 2 + (22+1)х (П, Ша), 
在 这 里 arctan 表示 Arctan 的 主 值 , 即 ,大 于 - 子 而 小 于 等 于 下 的 那个 值 ,& 为 任何 整 
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数 .除了 用 来 表示 辐 角 的 全 体 值 的 那个 记号 Arg 外 ,以 后 我 们 将 用 记号 arg 来 表示 Атр 
的 值 中 的 一 个 值 , 在 必要 时 ,并 将 特别 预先 说 明 所 取 的 是 哪 一 个 值 (参看 第 6 节 ). 
下 面 的 这 两 个 不 等 式 很 是 明显 ( 见 图 1): 
21 = | «|а + 12|, 1 о 12101211 211. (4) 
在 (4) 中 的 等 号 Ч ВНИХ Ч Arg =, = Ате zs 或 其 中 之 一 为 0 时 , 方 能 成 立 . 
从 上 一 目 中 的 定义 (6) 得 出 : 当 两 个 复数 相 乘 时 ,它们 的 模 相 乘 ,而 辐 角 则 相 加 . 
实际 上 ,我 们 有 
2132 = муро | (с0$ фусоѕ ф› 一 Sin pisin фо) 
+i(sin plcos ф› + эт Ф›соѕ Ф)! 
= и, Го {608( фи + Фф) + іѕіп(фу + Ф) і. (5) 
由 此 可 见 :在 复数 =, 乘 以 =, ЈАН, =, 的 模 正 伸 “到 | =, И, ЖА, НЕ z| 还 旋转 
了 (按照 逆 时 针 方 向 ) 角 arg z; .特别 ,复数 z 乘 以 i 化 为 回 量 zx 逆 时 针 方 向 旋转 一 直 
角 ( 没 有 延伸 ). 
在 图 2 中 表示 了 乘积 = = zz, 的 作法 ;为 了 得 出 z, 只 要 在 线段 Oz,( 作 底 ) 上 作 
一 个 三 角形 Ог z ,使 它 同 三 角形 O1z, 相 似 就 行 了 . 


图 2 图 3 


又 ,复数 = 被 z。 除 的 运算 ,可 以 看 做 是 = 乘 以 二 ,因此 只 要 说 明 运算 w= 二 的 


几何 意义 就 够 了 .首先 假定 |z|<1 (图 3). 从 = 点 作 射 线 Oz 的 垂 线 , 再 经 过 这 垂 线 
与 圆周 | = | =1 的 交点 , 作 这 圆周 的 切线 .对 于 这 切线 与 射线 Oz 的 交点 w, 显 然 有 


Arg о = Ато <, 
而 且 由 于 直角 三 角形 Ozt Б Обь 是 相似 的 ,有 -名 | = 上 | ,又 因为 | | =1, 故 有 
о 1 = 


|=|° 


ж 如 果 |zz|<1, 那 么 实际 上 就 是 把 | :| 缩短 到 原 长 的 | zz И. 
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因此 , 数 w Би = 2. НОУТЕ ф-т, АВЕ w 对 于 实 轴 的 对 
称 点 就 可 以 了 . 
从 点 = 到 点 w= 三 的 变换 ,叫做 反 演 ,或 对 于 单位 圆 |z| = 1 的 对 称 变换 .因此 ,运算 


w= 二 在 几何 上 讲 ,就 是 实施 两 个 相继 的 对 称 变换 一 一 反 演 与 对 于 实 轴 的 对 称 变换 . 
如 果 |z| >1, 那 么 就 用 相反 的 次 序 来 进行 上 面 所 说 的 作 图 法 ;如 果 |z| =1, 那 么 
点 由 = 去 就 同 = 重合 ,而 求 w= 二 的 作 图 ,也 就 变 成 一 个 对 于 实 轴 的 对 称 变换 了 ， 
乘 寡 的 几何 意义 ,由 上 面 所 说 已 经 很 清楚 . 关于 求 z 的 n 次 方 根 ,我 们 看 到 , 根 
据 方 根 的 定义 及 公式 (5) ,对 于 w=Yz 来 说 有 |w|" = 
|z|,narg з = ага z, 所 以 就 得 出 
[Iwl=Y 11,авш= 28. (6) 


关系 式 (6) 中 的 第 一 个 式 子 表明 ,所 有 那些 方 根 
的 模 都 是 相同 的 ;第 二 个 式 子 表明 ,它们 的 辐 角 都 彼 


此 相差 < 的 一 个 整 倍数 . 因此 我 们 就 知道 ,任何 复数 
2720 的 次 方 根 ,都 有 个 不 同 的 值 ,而 且 这 些 值 可 


以 被 排 成 内 接 于 圆 | w| =У [|z| 的 一 个 正 ”角形 上 的 
n 个 顶点 ( 见 图 4, 在 图 中 置 п =6). 


$2 复 变 函数 


在 这 一 节 中 ,我们 将 要 介绍 复 变 函 数论 的 一 些 最 基本 的 概念 : 复 变 函 数 , 它 的 极限 、 
导数 等 ,最 后 还 要 介绍 解析 函数 的 概念 .在 这 里 占 中 心地 位 的 是 第 5 目 中 确立 复 变 函数 
的 可 微 条 件 的 那个 定理 .这 些 条 件 通 常 称 做 柯 西 - 黎 曙 条件 ,但 是 在 柯 西 和 黎 曼 以 前 ， 
这 些 条 件 已 经 基本 地 被 采用 在 达 朗 贝尔 和 欧 拉 的 著作 里 了 (参看 本 章 的 引言 ). 

3. 几何 概念 ”复数 平面 上 的 一 个 点 集 DD ,叫做 在 复数 平面 上 的 一 个 区 域 ,假若 
它 上 具有 下 述 这 两 个 性 质 : 

1) + р 中 的 每 一 个 点 , 必 有 以 这 个 点 为 圆心 的 一 个 充分 小 的 圆 , 同 它 一 起 都 属 
于 这 集合 ( 开 集 性 ); 

2) 在 DD 中 的 任何 两 个 点 ,都 可 以 用 一 条 由 D 内 的 点 所 构成 的 折线 来 连接 (连通 性 ). 

复数 平面 上 的 点 的 邻 域 ,可 以 作为 区 域 的 简单 例子 .所 谓 一 个 点 a 的 s 邻 域 , 是 
指 以 这 一 点 a 为 圆心 ,以 е 为 半径 的 一 个 开 圆 БР ,满足 不 等 式 

|=-а|<е 
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的 那些 点 的 集合 . 

凡是 其 本 身 不 属于 区 域 D ,而 在 它 的 任何 邻 域内 都 包含 有 属于 DD 的 点 的 那 种 
后 ,叫做 区 域 厂 的 边界 点 .区 域 D 的 所 有 界 点 的 集合 ,叫做 这 区 域 的 边界 .区 域 卫 同 
它 的 边界 合 在 一 起 ,叫做 闭 区 域 ,用 记号 D 来 表示 . 

我 们 将 假定 ,一 个 区 域 的 边界 是 由 有 限 多 的 闭 曲 线 、 截 狗 与 点 所 组 成 的 (我 们 不 
给 这 些 概念 下 定义 ;参看 图 5, 图 中 的 那个 区 域 的 边界 是 由 三 条 财 曲 线 To , Г, ,> ,两 
ЖН У, , 7; 与 一 个 点 a 所 组 成 的 ) .组 成 边界 的 那些 曲线 与 截 痕 ,我 们 将 总 假定 是 
逐 段 光滑 的 , 驶 是 说 ,是 由 有 限 条 光滑 的 弧 ( 具 有 连续 变动 的 切线 的 弧 ) 所 构成 的 .在 
有 界 区 域 D 的 情形 中 , 它 的 边界 被 分 成 符 干 连接 部 分 ,这 些 部 分 的 数目 ,叫做 这 个 区 
域 的 连通 阶 数 (在 图 5 中 ,表示 一 个 五 阶 连通 区 域 ; Po 与 7 形成 边界 的 一 个 连接 部 
分 ) .特别 是 ,如 打 区 域 D 的 边界 是 连接 的 (由 一 个 连接 部 分 所 构成 的 ) ,那么 D 就 称 
做 是 一 个 单 连通 区 域 . 


图 5 图 6 


设 DD 是 一 个 单 连 通 区 域 ,T 是 它 的 边界 .我 们 在 厂 上 任意 选取 一 个 点 ,从 这 个 
太 出 发 ,按照 正方 向 沿 着 栈 走 .所 谓 沿 着 一 个 区 域 的 边界 的 正方 向 ,是 指使 这 区 域 始 
终 保持 在 左面 的 那个 方向 .在 这 时 ,三 的 某 一 些 点 将 只 被 经 过 一 次 (例如 在 图 6 中 的 
м 人 A), 而 男 外 的 一 些 点 则 将 被 经 过 寿 干 次 (例如 ,点 B 是 二 次 ,C 是 三 次 ). 第 一 种 类 
型 的 点 ,我 们 称 做 路 线 T 的 单 点 ,第 二 种 类 型 的 点 称 做 丁 的 多 重点 ,这 一 个 点 所 被 经 
过 的 次 数 , 叫 做 它 的 重 数 (B 是 一 个 二 重点 ,C 是 三 重点 ). 边 界 上 点 的 重 数 这 个 概 
念 ,也 可 以 推广 到 多 阶 连通 区 域 上 去 . 

4. 复 变 函数 对 于 在 > 平面 上 氮 的 一 个 集合 M ,如 果 已 经 指明 一 个 规则 ,按照 
这 个 规则 , М 的 每 一 个 点 z 都 有 一 个 确定 的 点 ,或 一 些 确定 的 点 w 的 总 和 与 它 对 
应 ,那么 我 们 就 说 ,在 点 集 М 上 已 经 给 定 了 一 个 函数 


* 在 这 个 定义 中 ,我 们 假定 区 域 忆 是 有 界 的 ,就 是 说 ,是 包含 在 某 一 个 圆 |=|< R 内 的 ;连通 阶 数 的 定义 推 
广 到 无 界 区 域 的 情形 , 见 第 24 Н. 
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w= (=). (1) 
在 第 一 种 情形 中 (每 一 个 点 z 都 只 有 一 个 确定 的 点 w 与 它 相 对 应 时 ) ,函数 w= 
f(z) 叫 做 单 值 函 数 .在 第 二 种 情形 中 叫做 多 值 函数 . М 叫做 函数 f(z) 的 定义 集合 ， 
而 f(z) 在 М 上 所 取 的 一 切 值 w 的 集合 NN, 则 叫做 函数 的 量变 集合 .在 以 后 占 着 最 
重要 的 地 位 的 ,是 М 与 NN 这 两 个 集合 都 是 区 域 的 那 种 情形 (参看 第 10 页 的 定理 ). 
如 果 令 х= х + іу, w= 二 w+ iv, 那 么 给 定 一 个 复 变 函数 w= f(z), 就 等 价 于 给 
定 两 个 含有 二 个 实 变量 的 函数 
и=и(х,у),о=о(жх,у). (2) 
让 我 们 分 别 把 z 的 值 安置 在 一 个 复数 平面 上 ,而 把 w 的 值 安 置 在 另 一 个 复数 平 
面 上 .那么 ,一 个 复 变 函 数 , 在 几何 上 就 可 以 看 做 是 z 平面 上 的 集合 M 到 ww 平面 上 
的 集合 NN 的 某 一 个 映射 .如 果 函 数 w= F(z) 在 集合 М 上 是 单 值 的 ,并 且 这 时 对 于 
М 的 两 个 不 同 的 点 ,也 对 应 着 М 的 两 个 不 同 的 点 ,那么 这 种 映射 就 称 为 在 М 内 是 
一 一 的 ,或 单 叶 的 . 
设 已 经 给 定 了 一 个 把 集合 М 映射 到 集合 NN 
上 的 函数 这 = f(z). 如 果 有 一 个 函数 z= p(w)， 
它 使 得 М 中 的 每 一 个 点 ww, 都 与 所 有 那些 由 肾 数 
шо = (2) В] и 上 的 点 z 成 对 应 ,那么 这 个 画 
数 z=?p(zw) 就 叫做 图 数 w= FFCz) 的 反 函 数 (图 
7). 显 然 , 当 且 仅 当 了 同 ф 这 两 个 函数 都 是 单 值 函 
数 时 ,映射 w = f(z) 是 相互 一 一 的 . 
РЕРИХ w= f(z) 把 集合 М 映 到 N 上 ,而 多 
= g(w) 又 把 集合 N 映 到 P 上 .把 集合 М 映 到 P 
上 的 那个 图 数 


w=h(z)=g[ f(z)] (3) 
叫做 由 f 与 g 所 合成 的 复合 函数 ,而 对 应 的 映射 hh, 则 叫做 映射 Г Бр 的 乘积 (又 加 ) 
(图 7). 特 别 , 当 映射 w = f(z) 是 一 一 时 ,函数 z= p(w) 是 了 的 反 函 数 ,那么 就 有 


ФІ #02) 1= ғ. (4) 
Я 线性 函数 是 在 整个 = 平面 内 用 关系 式 
w= а + Б (5) 


来 规定 的 ,其 中 a Уур 是 任意 两 个 复数 . 令 &= |al,a=Arga, 亦 即 a=k(cos а + іѕіп a), 便 可 以 
把 函数 (5) 表 示 成 由 下 列 三 个 函数 所 合成 的 复合 函数 : 


( 甲 ) 21 = (соѕ a + isin a)z, 
( 乙 ) 25 = Р=1, 
(97) ш) = 2, + р. 


回忆 一 下 积 的 几何 意义 (第 2 目 ) ,我 们 就 看 出 ,映射 ( 甲 ) 与 ( 乙 ) 可 以 分 别 归 为 = 平面 旋转 一 
个 角度 a, 与 zi 平面 的 具有 相似 系数 的 相似 变换 .映射 ( 丙 ) 在 几何 上 表示 整个 ”平面 平移 一 个 
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常数 向 量 6. 
线性 映射 (5) 是 这 所 说 的 三 种 映射 的 乘积 (图 8). 因 此 得 出 映射 (5) 在 全 平面 内 是 一 一 的 ,并 且 
它 把 直线 仍 变 换 成 直线 (而 且 两 直线 间 的 交角 也 保持 不 变 )， 
把 圆周 仍 变换 成 圆周 . 
5. 可 微 性 和 解析 性 > о = f(z) 在 点 zo 


= хо + iyo 的 某 一 个 邻 域内 (但 点 zo 本 映 可 能 除外 ) 
有 定义 并 且 是 单 值 的 . 
如 有 果 两 个 极限 


lim и(х,у) = ио, lim о(х, у) = vo 
120 т” 


ИЕЛЕ АТО, 8 оо В Ое) 
ЗЕ lim С) 4 ВИТУ 
lim f(z)= uo + ivo = шо. (1) 
由 于 我 们 的 定义 归结 到 通常 的 实 变 函 数 的 极限 定义 上 ,所 以 在 实 变 函 数 中 的 那些 关 
于 取 极 限 的 基本 性 质 ,对 于 复 变 函数 来 说 也 仍旧 保持 有 效 . 特 别 , 我 们 有 
lim(f+g)=lim f+lim ©, 
lim( fg) = шт п ©, (2) 


lim 2 = т / (lim 2520). 


极限 的 定义 ,也 可 以 利用 邻 域 的 概念 来 表述 :如 果 对 任何 一 个 s>0, 必 可 找到 一 
个 6>0, 使 得 所 有 在 zo 的 6 邻 域内 的 点 (zo 本 身 可 以 除外 ), 其 所 对 应 的 点 w 都 在 
о) е 邻 域内 ; 换 句 话说 ,如 果 由 不 等 式 
0<|z 一 zxo|< (3) 
必 可 得 出 |f(z)— wol<e, (4) 
这 时 ,而 且 只 有 在 这 时 ,我 们 说 lim f(z) = 100. 
强调 指出 ,根据 定义 函数 F(z) 趋 问 目 己 的 极限 是 不 依赖 于 点 z 趋 近 zo 的 方式 
的 . 换 句 话说 ,如 果 极 限 存在 ,那么 在 z 以 任何 规则 (例如 沿 任何 一 条 线 或 任何 一 个 
Ў) Р zo 时 ,f(z) 总 是 趋 近 于 这 极限 . 
如 果 函 数 f(z) 定 义 在 zo 的 某 一 个 邻 域内 (包括 点 zo 自己 ), 并 且 
lim f(z)= (хо), (5) 
РА f(z) 就 称 为 在 点 zo 处 连续 . 
显然 ,要 f(z) 在 点 zo 处 连续 ,其 充分 必要 条 件 是 ,u(xz,y) 与 v(x,y) 这 两 个 函 
数 都 在 点 (zo,yo) 处 连续 . 如果 函数 f(z) 在 一 个 区 域 D 的 每 一 个 点 都 连续 ,那么 
f(z) 就 称 为 在 区 域 D 内 连续 . 
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引入 在 任意 集合 上 函数 连续 的 概念 也 是 有 益 的 . 设 函 数 f(z) 定 义 在 集合 A Е 

和 z 是 这 集合 的 极限 点 .在 沿 着 集合 A ,zzo 时 f(z) 的 极限 像 上 面 一 样 定义 ,只 是 

在 (3) 中 应 当 加 z ЖТА 〈zEA) 的 条 件 .如 果 在 每 一 个 极限 点 zxoEA, 沿 集合 的 极 
限 

limf(z)= (ао), (6) 


:ЕА 
那么 函数 f(z) 称 为 在 集合 А 上 连续 . 

我 们 只 举 出 下 述 事实 而 不 加 以 证 明 :对 于 在 财 区 域内 连续 的 函数 ,以 及 在 闭 曲 线 
上 或 在 一 条 包括 其 两 个 端点 在 内 的 曲线 段 上 连续 的 函数 来 说 ,通常 在 闭 区 间 上 连续 
的 实 函 数 的 一 般 性 质 , 仍 旧 是 正确 的 .就 是 说 ,每 一 个 在 闭 集 A 上 连续 的 函数 f(z): 

(1) 在 A 上 是 有 界 的 , 即 , 存 在 一 个 常数 M, 对 于 A 中 所 有 的 z 都 有 

|f(z)|<M; 

(2) 按 模 达到 它 的 最 大 值 与 最 小 值 , 即 ,在 A 中 一 定 有 这 样 的 点 z 与 z 存在 ,使 

其 对 于 A 中 的 一 切 z 来 说 ,都 有 
РС) 1221 (е) 1, f(z )|<| f(z)|; 

(3) 是 一 致 连续 的 , 即 ,对 于 任意 取 和 定 的 一 个 es>0, 必 定 可 以 找到 一 个 只 依赖 于 

є 的 数 $>0, 使 得 对 于 A 中 满足 不 等 式 | zx; | Со 的 任何 两 个 点 :与 z; ,不等式 
|f(z1)- f(zs)|<e 

也 必 成 立 . 

我 们 还 要 举 出 一 个 命题 ,也 不 加 以 证 明 ” ,这 命题 我 们 在 以 后 将 要 屡次 用 到 

(4) 定理 ”如果 函 数 w= f(z) 在 区 域 р 内 连续 ,而 且 作出 一 个 把 这 区 域 映 到 
平面 内 某 一 集合 A 上 去 的 单 叶 映 射 (或 一 一 对 应 的 映射 ) ,那么 A 也 必定 是 一 个 
Кж, ААЖ х= p(w) 在 A 内 连续 . 

ВЕРА f(x) 定义 在 点 z 的 某 一 个 邻 域内 .如 果 极 限 

вое) (7) 

存在 ,那么 我 们 就 说 f(z) 在 点 z 处 是 可 微 的 .把 这 个 极限 叫做 函数 f(z) 在 点 = 处 
的 导数 . 

РЕЖ f(z) 的 可 微 条 件 , 可 以 利用 实 变 肾 数 x(z,y) 与 w(z,y) 来 表述 : 

定理 Жж (=) = и(х, у) +іо(х, у) © ХЖ = 的 某 一 个 邻 域 内 ,而 且 
и(х,у) 5 v(x,y) 这 两 个 函数 在 点 z 处 都 是 可 微 的 :于 是 , 复 变 函数 f(z) 在 点 z 处 
是 可 微 的 充分 必要 条 件 是 ,在 这 个 点 处 


5и 220 2и 59 (8) 


ж 证 明 这 命题 要 用 拓扑 学 的 方法 . 
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这 两 个 等 式 成 立 ( 柯 西 一 歼 曼 条 件 )”. 
1) 必要 性 м 
Г) =) — (=) 


存在 . 
利用 有 关 极 限 与 趋 近 点 z 的 方式 无 关 的 注 .假定 点 z + А 沿 平行 于 实 轴 的 直线 
趋 于 z ,就 是 说 ,假定 数 h = s 一 0 始终 保持 是 实数 .于 是 便 得 到 
f (2) р 5550 и») +; Ба (+855) 062.5) 
25: * 1 Эт. (9) 
现在 再 假定 点 z + р 沿 着 平行 于 虚 轴 的 直线 而 趋 于 z, 就 是 说 ,假定 数 h=iz, 而 且 х 
0, 并 始终 保持 是 实数 ,这 样 来 取 极 限 .我 们 得 到 
PE TE EE 


= 一 i 一 十 二 . (10) 


ди, .dv дә „ди 
Әх ‘дж ду ‘ду’ 
由 此 便 得 出 (8) 中 的 两 个 等 式 (参看 第 .1 目 中 复数 相等 的 定义 ). 
2) 充分 性 ”根据 含有 两 个 实 变量 的 函数 的 微分 的 定义 ,我 们 有 下 列 两 个 等 式 : 


9 д 
uzts уч и(х,у) уз + yt +а 11|, 


(11) 
ozts ytt) -vr,y) = 99:+99:+ 1А], 
其 中 的 а 与 8 ВА =;+п ват. РЕЖ A(z) 的 增 量 等 于 
ди до ду 
f(z+h)-— 702) =952 + 259 D+F ) + |А, 
其 中 у=а + iB. 利 用 等 式 (8), 可 以 把 这 个 增 量 写成 


+) 70) = (56292 (5+) +в = АВА, (12) 
其 中 Аи: 32 是 一 个 完全 确定 的 数 ,与 无 关 , 而 7 则 随 着 一 同 趋 于 0. 用 及 
林内 关系 藉 (2) 的 于 我 们 上 看 IC 所 (存在 并 是 等 于 A 定理 但 


ж 条 件 (8) 是 由 于 流体 动力 学 上 的 问题 而 为 达 朗 贝尔 (1752) 和 欧 拉 (1755) 所 得 到 的 ;在 1777 年 , 欧 拉 由 于 
研究 复 变 函数 的 积分 , 重 又 得 到 了 这 两 个 方程 .但 是 通常 称 为 柯 西 - 黎 曼 条 件 . 
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利用 柯 西 - 黎 曼 条 件 ,可 以 把 函数 f(z) 的 导数 表示 成 下 列 四 种 等 价 的 形式 : 
до дә . ди ди ; Зи до. до 
ОВ 7295959295952: (13) 
因为 关于 代数 运算 与 取 极 限 的 一 些 普通 性 质 过 渡 到 复 变 函数 时 仍然 保持 着 ,所 
以 在 微分 法 中 ,其 推演 只 以 这 几 个 性 质 为 基础 的 那些 普通 规则 ,也 仍然 保持 着 
人 
5 (14) 


(flg(z)]}’ =f [lg(z)jg (z),f (=) = (5) 


(在 最 后 的 那个 公式 中 ,f 与 9 是 代表 两 个 互 为 反 函 数 的 函数 ,并且 假定 ,它们 分 别 实 
施 对 点 z 的 邻 域 与 点 w 的 邻 域 的 单 叶 映射 ). 

在 一 个 区 域 D 的 每 一 个 点 处 都 可 微 的 函数 F(z) ,叫做 在 这 个 区 域内 的 解析 函 
数 (也 叫做 正规 函数 或 全 纯 函 数 ) .强调 指出 ,解析 函数 的 定义 ,是 假定 函数 在 区 域 р 
内 是 单 值 的 ,因为 ,极限 与 导数 的 概念 ,在 前 面 都 只 对 单 值 函数 有 定义 .在 第 25 目 中 ， 
我 们 将 把 解析 性 的 概念 拓 广 到 多 值 函数 ,但 在 此 之 前 ,对 解析 函数 我 们 将 总 理解 为 单 
值 函数 . 

最 后 ,我 们 提出 柯 西 - 黎 曼 条 件 的 一 个 推广 . 设 给 定 一 个 在 点 z 处 可 微 的 函数 
РО) ,任意 选 两 个 方向 ,用 两 个 单位 向 量 *" 与 n"( 即 , 模 等 于 1 的 两 个 复数 ) 来 表示 ， 
ЗНУ з 按 首 时针 方 向 转 一 个 直角 能 到 达 п (Вр, п = is"). 由 于 对 导数 的 计算 与 
所 用 的 方向 无 关 ,我 们 可 以 一 次 循 5 的 方向 来 取 导 数 ， 而 另 一 次 则 循 ”的 方向 来 
取 ,于 是 我 们 得 到 


Ранее |= [5+1 } (15) 
(5..3 Зе Бл а исан, НИЯ) 305 


(15) 的 推导 同 (9) 及 (10) 的 推导 相 类 似 .以 п = is 代入 ,并 比较 在 关系 式 (15) 中 的 
实数 部 分 与 虚数 部 分 , 便 得 出 


de dan’on о 95° (16) 


这 两 个 方程 就 是 我 们 所 要 指出 的 广义 柯 西 - 黎 曼 条 件 .特别 ,如 果 在 其 中 令 59 = 1, 
n" 二 i, 便 得 到 条 件 (8). 

我 们 还 要 指出 在 极 坐 标 (r , 9) 中 的 柯 西 - 黎 曼 条 件 . 设 s 是 圆周 | | =y МИН 
针 方 向 的 切线 的 单位 向 量 ,n 是 圆周 的 向 心 法 线 的 单位 向 量 ,于 是 


所 以 条 件 (16) 就 采用 形状 
ди _ „9% ,00 (17) 
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$3 初等 函数 


这 一 节 是 专 讲 复 变 量 的 初等 函数 以 及 它们 的 几何 表示 一 一 由 这 些 函数 所 实施 的 
上 映射. 这些 函 数 是 数学 分 析 中 普通 的 初等 函数 在 复数 区 域 中 的 自然 推广 .但 是 当 这 样 
推广 时 ,函数 往往 会 获得 一 些 新 的 性 质 ,例如 , 复 变量 的 指数 函数 e 是 有 周期 性 的 ， 
函数 sin z 与 соз z 已 不 再 是 有 界 的 ,负数 (总 之 不 同 于 0 的 任何 复数 ) 的 对 数 有 意义 
等 等 . 

在 复数 区 域 里 对 于 多 值 函 数 的 研究 是 特别 有 益 的 ,因为 只 有 在 这 样 的 研究 中 , 才 
可 以 说 清 函 数 的 多 值 性 的 本 质 .在 这 里 我 们 只 限于 讨论 多 值 函 数 的 一 些 个 别 例子 ,并 
且 在 这 些 例子 中 ,也 只 表明 可 能 将 其 分 成 若干 个 单 值 的 分 支 , 而 这 些 分 支 都 是 解析 函 
数 .只 有 在 第 25 目 中 ,我 们 才 引 入 多 值 解析 函数 的 一 般 概 念 ,到 那 时 才 可 以 不 仅 把 它 
们 的 分 支 , 而 且 把 这 些 函 数 的 本 身 看 做 是 解析 函数 . 

初等 复 变 函数 的 理论 ,基本 上 是 欧 拉 在 18 世纪 40 年 代 创立 的 .应 当 指 出 , 欧 拉 
的 这 些 工作 ,已 经 远 远 地 走 在 时 代 的 前 面 了 ;譬如 说 ,他 的 对 数理 论 ,很 困难 地 才 被 人 
们 所 公认 ,而 且 也 决 不 是 立刻 就 被 公认 了 的 . 


在 第 7 目 中 ,我 们 将 特别 提出 简单 的 有 理 分 式 函 数 zw =5 (= +1 ,因为 它 在 实 


用 问题 中 有 极其 重要 的 作用 ( 见 随后 ). 这 函数 的 极 有 成 效 的 应 用 ,是 与 尼 古 拉 * 伊 区 
罗维奇 .站 科 夫 斯 基 (Hkora Егорович Жуковский, 1847—1921) А ТЕК АЈ, 
因此 我 们 叫 它 做 茹 科 夫 斯 基 函 数 . 
6. 函数 w= 2" 与 w=Yz 函数 w= x 与 w=Yz 一 一 其 中 是 任何 一 个 正 整 
数 一 一 已 经 在 第 1 目 中 对 于 一 切 复 数 > 定义 过 了 .这 两 个 图 数 中 的 第 一 个 函数 
= >” (1) 
是 单 值 的 .如 果 在 z 平 面 与 w 平面 中 引用 极 坐 标 , 令 
z=r(cos p+isin ф), ш = р(соѕ 0+isin 0), 
那么 关系 式 (1) 可 以 写成 两 个 只 与 实 变量 有 关 的 等 式 : 
p=r",0= пф. (2) 
从 (2) 可 以 看 出 ,由 函数 w= x” 所 实施 的 映射 ,可 以 归结 到 将 每 一 向 量 > (z 关 0) 
旋转 (n 一 1)arg z 角度 和 将 向 量 伸 长 |z|” 倍 .还 可 以 看 出 ,两 个 具有 相同 的 模 并 且 


其 辐 角 仅 相差 < 的 一 个 整 倍数 的 点 z1 与 = ,而 且 也 只 有 像 这 样 的 两 个 点 ,在 映射 


(1) 下 变换 成 同一 个 点 .因此 ,要 映射 w= z 在 一 个 区 域 D 内 是 单 叶 映 射 ,其 充分 必 
要 条 件 是 ,在 D 中 不 含有 任何 两 个 具有 关系 


|z1 | = [> | ,arg з, ата zs + 227 (4 天 0, 是 整数 ) (3) 
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的 点 z1 与 22. 
例如 ,那些 而 形 


<p<(E+1T) (有 0,1,2，) (4) 


就 都 满足 这 个 条 件 ,每 一 个 这 样 的 而 形 „ЛЕВАЯ w = x”" 下 都 被 变换 成 去 掉 了 正 半 轴 
的 ww 平面 .这 时 ,一 切 始点 在 点 = =0 处 的 射线 ,都 变换 成 始点 在 w = 0 处 的 射线 ( 仅 
作 了 某 一 个 角度 的 旋转 ) ,而 一 切 以 z=0 为 圆心 的 圆 弧 ,也 都 变换 成 以 w=0 为 圆心 
的 圆 弧 (一 般 说 来 ,只 是 半径 不 同 ). 在 图 9(a) 中 表示 了 平面 w 的 极 坐 标的 网 格 在 > 
平面 的 一 个 这 样 的 扇形 内 的 原 像 . 
从 同 (1) 等 价 的 公式 
w=ut+iv=r"(cos пр + і$ѕіп пд) (5) 


中 可 以 得 出 ,在 = 平面 内 对 应 于 直线 x = uo ,v= vo 的 是 极 坐 标 方程 为 


ти. _ 
ПМ eos пр’ ASsin пф 

的 曲线 . 这 些 曲 线 表 示 在 图 9(b) 中 (第 一 个 方程 的 曲线 用 虚线 表示 ,第 二 个 方程 的 曲 

线 用 实 线 表 示 ); 在 п =2 时 ,这 便 是 普通 的 双 曲 线 . 


图 9 


最 后 我 们 要 指出 ,函数 w = ”是 在 整个 平面 内 解析 的 ,因为 ,对 于 任何 一 个 z 来 
说 都 有 
lm A) ine аас (ря (6) 


存在 . 
АЖ = = и" РИ 
= (7) 
ДЕ z 关 0 时 是 一 个 ” 值 函数 .从 第 2 目 中 知道 , 方 根 yz 的 值 , 决 定 于 对 点 z 所 选取 的 
辐 角 的 值 .在 一 个 点 2170 的 辐 角 的 值 中 ,选取 一 个 值 记 作 arg zo ,并 设 点 z 从 zo 起 ， 
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在 平面 内 画 出 一 条 不 经 过 坐标 原点 的 连续 曲线 C. 我 们 把 点 z 的 辐 角 从 агр zo 这 值 
起 连续 地 变化 着 的 那个 值 ” 记 作 агр =. НР arg z 与 1z| 都 是 连续 的 ,所 以 , 当 w= 
yz 的 值 用 这 样 选取 的 辐 角 完全 决定 时 ,此 值 也 将 是 连续 变化 的 . 

设 C 是 一 条 闭 曲 线 ,并 且 在 它 的 内 部 不 包含 点 z=0, 那 么 当 点 z 完全 绕 C 一 周 
时 ,点 w=Yz 一 一 其 中 Yz 是 我 们 所 选 定 的 那个 方 根 的 值 一 一 也 画 出 某 一 条 闭 曲 线 Г 
而 回 到 它 的 初始 位 置 ,因为 这 时 arg = 回 到 其 初始 值 arg хо. 由 另外 选取 的 初始 值 
arg zo( 与 以 前 选取 的 初始 值 相差 一 个 2x 的 整数 倍 ) 所 决定 的 方 根 的 值 ,在 绕 С 一 


周 时 显然 也 画 出 了 另外 一 条 闭 曲线 ,其 不 同 于 曲线 Г 的 只 是 转 了 一 个 角度 所 ， 
k==1,2,…,n 一 1 (图 10 中 的 实 线 )， 


图 10 


现在 设 С 是 一 条 没有 自己 相交 的 点 的 闭 曲线 ,包含 点 z=0 在 其 内 部 ,zo 是 曲线 
С 上 的 某 一 个 点 .于 是 当 点 z 从 zo 出 发 , 循 正方 向 完全 绕 С 一 周 时 ,其 所 对 应 的 点 
о =] (其 中 方 根 的 值 同 前 面 一 样 决定 ) 不 回 到 它 的 初始 位 置 , 而 占据 一 个 新 的 位 置 
wo ,在 这 里 
wd = (соз 27 + isin SE jwo 
是 V zu 的 一 个 异 于 wo 的 值 .这 是 由 于 当 点 z 完全 绕 C 一 周 时 ,arg х 获得 了 一 个 增 量 


2r. 只 有 当 х 恰好 完全 绕 曲线 C п 周 时 ,w=Yz 才 回 到 它 的 原来 位 置 ( 见 图 10 中 的 
虚线 ;这 里 п =3). 

由 此 可 知 , 在 每 一 个 不 包含 任何 一 条 围绕 着 点 z =0 的 闭 曲 线 的 区 域 D 内 ,可 以 
ПН п ТЕЖЕ, ТЖ. Мл 个 值 中 的 一 个 值 . 这 个 函数 叫做 


* 显然 , 当 zo,C 与 arg zo 都 已 确定 时 ,这 个 值 是 唯一 地 决定 了 的 . 
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多 值 函 数 w= 总 的 分 支 ;在 每 一 个 国定 的 点 上 它们 的 值 彼此 仅 相 差 一 个 乘 数 cos 207 


+ isin A 每 一 个 这 样 的 分 支 显 然 实 施 区 域 D 的 一 个 单 叶 映 射 ,所 以 关于 反 函 数 的 


导数 的 定理 (第 5 目 ) ,在 这 区 域内 的 每 一 个 点 处 都 适用 ,根据 这 一 定理 完全 确定 的 导 
数值 
иу 1yz” 
(=) (vw) п 2 
存在 ,或 者 ,如 果 我 们 约定 写 迷 = z* ,那么 
(=. (8) 


因此 ,所 构成 的 那些 分 文中 的 每 一 个 在 区 域 内 都 是 解析 冰 数 . 

在 一 个 我 们 刚才 所 考虑 的 那 种 类 型 的 区 域 D 内 ,就 是 无 限 多 值 的 函数 Ате < ,也 
可 以 分 开 成 无 限 多 个 连续 单 值 分 支 . 每 一 个 这 样 的 分 支 我 们 将 用 记号 arg z 来 表示 ， 
而 且 每 一 次 都 将 指明 ,这 个 分 支 是 怎样 分 出 来 的 . 

但 是 如 果 区 域 р 即使 只 包含 有 一 条 围绕 着 点 z=0 的 闭 曲线 ,那么 在 这 样 的 区 
域内 ,函数 yz 的 那些 分 支 就 不 可 能 互相 分 开 . 这 就 是 说 ,如 果 我 们 在 D 内 某 一 个 点 z 
7-0 的 邻 域 内 也 分 出 任何 一 个 分 支 来 (对 于 点 720 的 充分 小 的 邻 域 来 说 ,这 是 可 能 
的 ) ,那么 , 当 沿 着 围绕 z=0 的 曲线 移动 时 ,我 们 便 到 达 了 另外 的 一 个 分 文 上 .因此 ， 
在 一 个 这 样 的 区 域 D 中 ,我 们 不 可 能 像 上 面 的 情形 那样 把 函数 yz 看 作 是 若干 个 独立 
的 ( 单 值 ) 解 析 函 数 的 总 和 .在 点 z=0 的 任何 一 个 邻 域内 ,都 不 可 能 把 函数 yz 分 成 7 
个 独立 的 分 文 ( 这 些 分 支 好 像 在 这 个 点 上 连接 起 来 了 ) ,这 样 的 点 z=0, 叫 做 这 函数 
ЗЕ А. | 

作为 第 一 种 类 型 的 区 域 D 的 例子 ,可 以 考虑 去 掉 了 一 条 由 点 z=0 到 无 穷 远 的 
直线 工 后 的 z 平 面 .如 果 工 与 正 向 半 轴 重合 ,那么 函数 w=Yz 的 那些 分 支 就 把 区 域 
р 映 到 扇形 
27 <arg w< (+127 
上 .这 些 映 射 是 前 面 所 研究 过 的 函数 w = xz” 的 映射 的 北上 映射 . 

ШЖ DD вм =0 在 其 内 部 ,那么 它 就 显然 是 一 个 第 二 种 类 型 的 区 域 . 


7. 茹 科 夫 斯 基 函 数 w= 地 z+ 二 】 这 函数 对 于 一 切 的 960 来 说 都 有 定义 而 
且 是 单 值 的 .显然 ,对 于 这 样 的 z 它 也 是 解析 的 . 现在 我 们 来 求 使 映射 


ш= (2+2) (1) 


k 


ж 对 函数 和 导数 取 yz 同 样 的 分 支 . 
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是 一 个 单 叶 映射 的 区 域 .为 此 我 们 假定 1) z, 在 映射 (1) 下 变换 成 同一 个 点 w, 于 
是 便 有 
2: + 二 (1) =0, 
由 此 有 
= ==. = 1. (2) 

因此 ,在 任何 区 域 D 内 ,要 映射 (1) 是 单 叶 映 射 的 充分 必要 条 件 是 ,D 内 没有 任 
何 两 个 点 z 与 z; 能 具有 关系 式 zz =1 

例如 ,单位 圆 的 内 部 |z|<1, 或 它 的 外 部 | z| >1 ,就 都 满足 这 条 件 .为 了 要 研究 
映射 (1) 的 情景 ,我 们 令 = r(cos p+ isin 9).w=wt+iv, 并 且 把 实数 部 分 与 虚数 部 
分 分 开 . 于 是 映射 (1) 可 写成 


и )соз 9 =5["-+ зв 9 (3) 
的 形式 .我 们 看 到 ,每 一 个 圆周 | = | = ro<1 在 这 映射 下 变换 成 曲线 
и (+ | Ф, о=-5 (1-ю) Ф, (4) 


ПА а = 9-0 +5), 0-0 ло), ЕИЗ" 的 一 


个 椭圆 .这 椭圆 在 ео 21 时 ,压缩 成 и 轴 上 的 一 段 线段 L 1,1], 4 ro 一 0 时 趋向 无 
穷 远 .因此 ,函数 (1) 把 单位 圆 的 内 部 |z|<1 映 到 线段 [ -1,1] 的 外 部 上 (图 11). 这 
线段 的 所 有 内 点 都 是 二 重点 (第 3 目 ) ,而 且 可 以 把 它 看 作 是 由 两 条 边 岸 所 组 成 的 : 函 
数 (1) 把 |z| =1 的 上 半 个 圆周 变换 成 下 面 那 条 边 岸 ,而 把 下 半 个 圆周 变换 成 上 面 的 
那 条 边 岸 . 


dd dd - ГРЕЕТ 


SEX 


ж 在 方程 组 (4) 的 第 二 个 方程 中 的 “- "号 ,就 指明 这 事实 . 
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我 们 还 可 以 看 到 ,半径 arg z= wo,0<7r<1, 在 映射 (1) 下 变换 成 双 曲 线 
и (5) 
cos po ШГ po 
(图 11). 这些 双 曲 线 的 焦点 ,与 椭圆 (4) 的 焦点 一 样 ,都 位 于 线段 [ 一 1,1] 的 两 个 端点 
上 . 
从 关系 式 (3) 中 也 可 以 看 出 :圆周 |z| = ro >1 在 映射 (1) 下 变换 成 具有 半 轴 a = 


Е ТЕС АЕ: тг 


椭圆 相同 ,不 过 它们 是 按 正 方向 来 行进 的 .因此 ,函数 (1) 把 单位 圆 的 外 部 |z| >14 
映 到 и 轴 的 线段 [ -1 工 ,1] 的 外 部 ,并 且 上 半 个 圆周 变换 到 这 线段 的 上 边 岸上 ,而 下 半 
个 圆周 则 变换 到 下 边 岸上 . 

РЖ (1) ВУ БРА 


х= + и? 1 (6) 
是 一 个 双 值 函数 ,对 于 每 一 个 点 zw 它 有 两 个 点 zi 与 z2 与 之 对 应 ,这 两 个 点 之 间 有 关 
系 ziz2=1 ( 见 公式 (2)). 这 个 双 值 性 的 发 生 是 由 于 在 公式 (6) 中 有 平方 根 式 存在 . 
如 果 令 zi = w+v и? 一 1, 那 么 z 的 另 一 个 对 应 于 w 的 值 就 是 z, = и М w’ 一 1， 
可 以 直接 从 zi zs =1 看 出 ， 
我 们 分 别 用 o ,01 与 o ,0, 来 记 复数 ww 一 1 与 w+1 的 模 及 辐 角 (图 12). 于 是 公 
式 (6) 中 的 那个 根 式 的 模 与 辐 角 ,就 分 别 等 于 V P17 与 < 上 (参看 第 2 目 中 开 方 根 
的 规则 ). 由 此 得 出 , 当 将 点 w 循 一 条 工 型 或 了 型 的 闭 曲线 (图 12) 一 这 两 种 闭 曲 
线 都 只 围 有 + 1 与 -1 这 两 点 中 的 一 个 点 一 绕 行 一 周 时 , 根 式 的 值 便 变 成 与 原来 什 
符号 相反 .实际 上 ,在 这 样 绕 行 一 周 时 ,9,( 或 9,) 变 动 2x ,而 0,( 或 0,) 则 没有 改变 ; 
因此 , 根 式 的 辐 角 也 变动 +. 至 于 根 式 的 模 , 则 当 w 循 任何 封闭 曲线 绕 行 一 周 时 ,总 
是 回 到 它 原来 的 值 
现在 如 果 点 о 循 一 条 同时 转 有 +1 两 点 的 
下 型 的 闭 曲 线 (图 12) 绕 行 一 周 ,那么 根 式 的 值 不 
变 ,因为 这 时 0,57 0, 都 改变 2x, 从 而 根 式 的 辐 角 


中 时 也 改变 21. 当 点 о 循 一 条 不 包含 点 + 1 


中 任何 一 个 点 在 其 内 的 全 型 的 闭 曲 线 (图 12) 28 
行 一 周 时 , 根 式 的 值 也 不 改变 ,因为 这 时 不 论 0, 
或 9, 都 不 改变 . 图 12 

因此 ,在 任何 区 域 A 里 ,只 要 在 这 区 域 中 不 能 引 一 条 仅 围 有 点 +1 或 点 一 1 中 一 
个 的 财 曲 线 ,函数 (6) 就 可 以 分 开 成 两 个 单 值 的 分 支 .这 两 个 分 支 在 每 一 个 固定 的 点 
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w 处 ,彼此 相差 公式 (6) 中 根 式 的 一 个 符号 ,并 由 之 得 出 z 的 两 个 值 ,这 两 值 间 有 关 
Ж zi => =1 工 .每 一 个 这 样 的 分 文 都 作出 一 个 单 叶 上 映射, 并且 ,根据 反 函 数 的 导数 的 定 
理 , 它 是 解析 的 . 
但 是 , 倘 奉 在 区 域 A 内 可 以 有 一 条 闭 曲线 ,在 它 的 内 部 仅 含 有 点 +1 (而 不 含有 
点 一 1) ,或 仅 含 有 上 点- 工 (而 不 含有 点 +1) ,例如 , 倘 奋 A 只 包含 这 两 个 点 中 的 一 点 
在 其 内 部 ,那么 在 这 样 的 区 域内 ,函数 (6) 的 两 个 分 文 就 不 可 能 彼此 分 开 . 出 数 (6) 的 
两 个 分 文 好 像 在 w= 土 1 这 两 个 点 处 互相 连接 着 ,这样 的 两 个 点 w= +1, ИНО И 
数 的 支点 . 
作为 第 一 种 类 型 的 区 域 A 的 例子 ,可 以 考虑 去 掉 了 一 条 连接 一 1 与 +1 那 两 个 点 的 
曲线 A 的 то У. АЛЯ A 是 实 轴 上 的 线段 [ -1,1j, 那 么 函数 (6) 的 两 个 分 支 就 分 别 把 A 
映 到 单位 圆 的 内 部 与 外 部 上 .这 两 个 映射 是 前 面 所 考虑 的 那个 映射 的 逆 映 射 (图 11). 
8. 指数 函数 与 对 数 ” 对 于 任何 复数 z= x + iy, 我 们 用 关系 式 
ш = е = е = е (соѕ y+isin у) (1) 
来 定义 指数 函数 e*”. 
我 们 证 明 : 
1) 对 于 实数 zx= 过 来 说 ,我 们 的 定义 同 通常 的 指数 因数 定义 是 一 致 的 ; 
2) 我 们 所 定义 的 函数 是 处 处 解析 的 ; 
З) 通常 的 指数 函数 的 微分 公式 
(e*)=e’ (2) 
仍旧 保留 ; 


* 对 读者 来 说 ,上 面 所 引出 的 指数 函数 的 定义 是 否 太 形 式 化 了 ,我 们 介绍 与 实 变 函数 中 类 似 的 方法 ,用 关系 式 

ce=lim(1+ 三 ) (ж) 
定义 指数 函数 .这 里 必须 证 明 对 任何 = 复数 序列 z, = ( 1+ 三 ) 的 极限 存在 和 计算 这 个 极限 .后 者 最 简单 的 做 
法 是 这 样 :按照 乘 守 规 则 我 们 有 


n 2 2 
= 1+ | = | (1+) + 
" п п п п 


п 
2 


У 


和 arg =, = narctan 一 全 ;在 第 一 个 表达 式 中 根据 宕 次 抛弃 高 阶 小 量 (二 2077, зе еа з НАМО 


1+” 


У 


用 它 的 正切 一 一 取代 ,我 们 看 到 
1+ 工 
п 


2х \3 


2 . . 
==) =е*, lim arg =, = lim = у 
п по п» оо 


lim | >, | = lim (1+ 
п» oo по 


存在 .不 过 ,从 这 两 个 极限 的 存在 可 以 得 出 极限 (* ) 的 存在 ,并 且 我 们 得 到 | er = е агр ez =y. 这 与 公式 (1) 
相符 合 . 
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4) ЗНАНИЕ ЖЕ ЛИ ( Ле Ж 98.) 
еѓі е2 — еѓі +2, (3) 
仍旧 保留 . 
第 一 个 性 质 可 以 直接 从 (1) 式 得 出 ,只 需 在 其 中 令 y=0; 第 二 个 性 质 可 以 从 第 5 
目 中 的 定理 得 出 ,因为 在 平面 内 的 任何 一 点 处 , 柯 西 — 黎 曼 条 件 都 是 适合 的 : 


9 /> 9 1. 
天 (e COS У) =a te sin у); 


9 9 . 
ye соз у) = – у= (езіп у). 
要 证 明 性 质 3) ,我 们 可 以 利用 求 导数 与 所 循 方向 无 关 这 个 性 质 , 沿 着 x 轴 的 方向 来 
计算 (e*) ,而 得 出 
(е )' те" (оов у+іѕіп у) = е (соѕ у + іѕіп у) = е“, 
这 样 就 得 到 了 公式 (2). 
最 后 ,为 了 要 证 明 性 质 4) ,可 以 令 21 51 + 11 之 2 — Ж. 十 1у, ,于 是 
е е 二 ert(cos у + іѕіп у) е2 (cos уз + іѕіп 52) 
=e™ (соѕ( у + у) + (у, + У) |=", 
这 就 是 我 们 所 需要 的 结果 (在 这 证 明 中 ,除了 定义 (1) 之 外 ,我 们 还 使 用 了 复数 的 乘法 
规则 以 及 大 家 所 熟知 的 三 角 公 式 ). 
我 们 注意 到 ,指数 图 数 对 任何 复数 z = х + гу 都 不 会 变 成 零 .事实 上 ,|e*|=e>0. 
特别 是 ,在 关系 式 (1) 中 令 x =0,y= 9, 便 得 到 了 经 典 的 欧 拉 公 式 ” 


е = соѕ ф + іѕіп Ф. (4) 
利用 欧 拉 公式 ,可 以 把 任何 一 个 模 为 > 而 辐 角 为 9 的 复数 > ,写成 如 下 的 指数 形式 : 
z=r(cos p+isin ф) = те". (5) 


除了 在 实数 区 域 里 与 复数 区 域 里 都 正确 的 那些 性 质 1) 一 4) 外 , 复 变量 的 指数 函 
数 还 具有 它 的 特殊 性 质 : 它 是 具有 纯 虚 数 基 本 周期 2xi 的 周期 函数 .事实 上 ,对 于 任 
何 一 个 整数 А, 
cz+2 机 一 cr ve2 本 一 er ， (6) 
因为 根据 欧 拉 公式 em =1. 
从 男 一 方面 ,假如 еп =e* 和 zi = х + у, 2 二 Xs+iys, 所 以 由 定义 (1) 我 们 有 
e”1 = е? ,cosyi = cosy ,Sinyi = ѕіпу,, НШ х, = ху, у = yi1+2kr ,或 者 
25 — 2) = 2kri, (7) 
Н Е 为 整数 . 


ж 欧 拉 把 这 公式 引 在 他 的 "无穷小 分 析 引 论 "(1748) 里 ;与 (4) 相 当 的 公式 ,从 1740 年 开始 便 已 出 现在 他 的 
著作 中 了 . 
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由 于 周期 性 的 缘故 ,在 整个 平面 内 对 于 冰 数 振 的 研究 ,可 以 化 为 在 融 形 05 у< 
27 内 的 研究 .从 刚才 所 进行 的 分 析 可 看 出 ,映射 (1) 在 这 带 形 内 是 单 叶 的 :由 等 式 es 
= е2 推 得 关系 式 (7) ,而 市 形 内 不 包含 与 这 关系 式 联系 着 的 任何 一 对 点 . 

如 果 令 w= ре" ,在 也 平 面 内 引入 极 坐标 ,那么 (1) 就 可 以 写成 两 个 等 式 

p=e ,0=y. (8) 

因 之 ,映射 (1) 把 直线 y= % 变 换 成 射线 09= yo ,把 线段 + = zo ,0 三 y<2x 变换 
成 圆周 o = e”% .这 时 带 形 0< у<2л 被 变换 成 切 去 了 沿 正 问 半 轴 那 条 射线 的 w 平面 ， 
这 带 形 的 一 半 0< y< x 被 变换 成 上 半 个 平面 .一 般 地 讲 , 指 数 函 数 把 带 形 0< Im = 
之 hh 变换 成 角 0<arg <А (Е 13). 


у 


а= 


В 13 


ХУ РА СЕ 0 УТНС РА СНУ БС РА: ПЯ е“ = =, то 就 叫做 数 z 的 对 数 ; 
记 作 
ш = |а z. (9) 
从 定义 可 以 得 出 对 数 的 一 个 基本 性 质 ; 如 果 w =ln 1, > = Ш 2, ,那么 ln =, + 
In z, 便 是 数 z = zz 的 对 数 ; 亦 即 
ln =, + => =1n(zz,). (10) 
事实 上 ,我 们 有 2 =е“" ,z, = е ;因此 ,zz,=e™! №2. 
特别 ,在 (10) 中 令 z| = |=|, 25 = е? * ,我 们 便 得 到 
Іа z=1ln|z| + аго =. (11) 
在 (11) 式 中 记号 arg = 可 以 表示 zx 的 辐 角 的 任何 一 个 值 ;所 以 每 一 个 复数 220 都 有 
无 限 多 个 对 数 . 换 句 话说 ,对 数 函 数 是 个 无 限 多 值 的 函数 : 它 的 实数 部 分 是 唯一 确定 
的 ,而 其 虚数 部 分 则 可 以 相差 2х 的 任何 一 个 整 倍数 ” .为 了 明确 起 见 ,我 们 将 用 特殊 


ж 这 样 的 对 数 概念 是 L. 欧 拉 提 出 的 .他 把 它 叙 述 在 1749 年 的 一 篇 著作 《 论 伯 努 利 与 莱 布 尼 茨 (G. М. Leib- 
niz) 之 间 关 于 负数 及 虚数 的 对 数 之 争论 ?中 . 
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记号 Ln = 来 记 这 个 多 值 了 水 数 ,于 是 

Ln == |z|+iArg z=Inr+i(w+2kx) (12) 
(参看 (5) 式 ) .我 们 用 记号 1 < 来 表示 Ln z 的 值 中 的 某 一 个 值 ,在 必要 时 并 将 预先 
特别 说 明 所 选取 的 是 哪 一 个 值 ,于 是 在 所 有 以 前 包含 记号 ln 的 那些 公式 中 ,就 都 不 
需要 变动 记号 了 . 

我 们 来 更 详细 地 讨论 关于 选择 Ln z 的 值 的 问题 .也 同 前 面 所 讨论 过 的 多 值 函 
数 一 样 ,Ln = 的 值 是 由 列 和 人 点 z 的 辐 角 的 值 所 确定 的 . 设 点 z 从 zo 天 0 的 位 置 开始 ， 
画 出 某 一 条 不 经 过 坐标 原点 的 曲线 C. 同 以 前 一 样 ,我 们 用 arg z 来 表示 函数 Arg = 
的 某 一 个 沿 着 C 连续 变化 的 单 值 分 支 ,这 分 支 的 值 由 某 一 个 固定 的 初始 值 arg zo 所 
规定 . 当 агр = 的 值 已 选 定 时 ,我 们 把 由 等 式 (11) 所 确定 的 Ln z 的 值 记 作 ln =; 
然 ,函数 Ш = 沿 着 曲线 C 是 一 个 连续 的 单 值 函 数 . 

我 们 假定 曲线 С 是 封闭 的 ,并且 不 包含 点 z=0 在 其 内 部 . 当 点 z 画 出 C 时 ,点 
w=ln = 也 经 历 了 某 一 条 闭 曲 线 卫 ;而 对 数 的 由 另外 一 些 初始 值 arg zo 所 规定 的 别 的 
一 些 值 ,也 画 出 了 别 的 一 些 曲线 Г, ЕП Г 只 相差 一 个 沿 向 量 2kxi МУЖ, Е = 
+1, 土 2,…( 图 14 中 的 实 线 ) .现在 如 果 C 是 一 条 没有 自己 相交 的 点 、 而 且 包 含 点 z 
=0 在 其 内 部 的 闭 曲线 ,那么 当 点 z 按 正方 向 完全 循 C 绕 行 一 周 时 ,点 w= ln z 就 不 
再 回 到 原来 的 位 置 w。 上 ,而 占据 了 一 个 新 的 位 置 woY = wo + 2xi (图 14 中 的 虚 
线 ). 


图 14 


由 此 得 出 ,在 不 含有 包围 着 点 z=0 的 闭 曲 线 的 任何 一 个 区 域内 ,总 可 以 把 多 值 
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图 数 w = Ln = 分 开 成 无 限 多 个 连续 单 值 分 支 ,在 每 一 个 固定 的 点 处 ,这 些 分 支 的 值 
彼此 只 相差 一 个 数 2kxi .每 一 个 这 样 的 分 支 n z 都 对 区 域 D 实施 了 一 个 相互 单 值 的 
映射 ,于 是 ,根据 关于 反 消 数 的 导数 的 定理 ,将 具有 号 数 
(п х р. (13) 

(我 们 要 注意 ,对 于 一 切 分 支 来 说 ,导数 都 是 同一 个 . ) 因 此 ,Ln = 的 所 有 的 分 支 就 都 
是 解析 函数 . 

但 是 ,如 果 区 域 D 内 含有 一 条 包围 着 点 z=0 的 团 曲线 (例如 ,D 包含 了 点 z=0 
在 其 内 部 ) ,那么 在 这 样 的 区 域内 ,函数 Ln z 的 那些 分 支 就 不 可 能 彼此 分 开 . 像 使 
Ln z 的 所 有 的 分 支 都 在 它 上 面 连接 了 起 来 的 那个 点 z=0, 叫 做 这 函数 的 支 后 . 

о. 三 角 函 数 与 双 曲 线 函数 ”这 些 函 数 在 复数 区 域内 可 以 简单 地 用 指数 函数 来 
表达 的 .对 于 实 变 量 x ,第 8 目 中 的 欧 拉 公式 (4) 给 出 


ir — 。 。 -й .. 
е =соѕ х+1зшх, е =с0о5 х-1зшх, 


从 而 有 sin х= ет, COS roe te 
考虑 到 这 事实 ,我 们 对 于 任何 复数 z 也 采用 
sin z= 5 一 ， COS == 6 ылы (1) 


作为 定义 .这 样 所 定义 的 函数 : 
1) 对 于 实数 z 来 说 ,分 别 同 通常 的 正弦 函数 和 余弦 函数 是 一 致 的 ; 
2) 是 处 处 解析 的 ; 
3) 遵从 通常 的 微分 法 公式 
(sinz) =cosz, (cosz) = — sinz; 
4) 是 具有 实 周期 2x 的 周期 函数 ; 
5) sinz ЖАРЕ, соѕ z ЛИК; 
6) 遵从 通常 的 三 角 关 系 式 
sin” х + соѕ х=1, sin 2z=2sin zcos = 等 等 . 
所 有 这 些 结论 都 是 由 定义 (1) 得 出 的 ,读者 只 要 做 一 下 相应 的 计算 , 便 可 以 证 实 . 
我 们 来 研究 由 (1) 中 的 第 一 个 函数 所 作出 的 映射 . 令 


із = ху, еї ==, ВЕН =“, (2) 

我 们 便 有 
ш=5 (+=) = =. (3) 
我 们 看 到 ,映射 (3) 可 以 看 作 是 几 个 已 经 研究 过 的 映射 的 乘积 .首先 我 们 来 求 使 它 成 


为 单 叶 映射 的 条 件 . 设 区 域 D 在 (2) 的 那些 映射 下 依次 变换 成 Di ,D, 与 Di .在 (2) 
的 那 三 个 映射 之 中 ,第 一 个 与 第 三 个 映射 是 处 处 单 叶 的 ;要 第 二 个 映射 是 单 叶 映射 ， 
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其 充分 必要 条 件 是 ,Di, 内 不 包含 任何 一 对 具有 关系 

z1 一 2 三 2Rri 
的 点 z 与 ,其 中 & 夭 0 是 一 个 整数 (参见 前 一 目的 条 件 (7)). 要 映射 (3) 是 单 叶 映 
射 ,其 充分 必要 条 件 是 ,在 D; 内 不 包含 任何 一 对 具有 关系 

z3z3=1 

的 点 z3 与 z3( 参 见 第 7 目 条 件 (2)). 利 用 (2) 中 的 那些 公式 回转 到 z 平面 ,我 们 得 
出 ,要 映射 w= sin z 在 区 域 D 内 是 单 叶 映射 ,其 充分 必要 条 件 是 ,在 р 内 不 包含 任 
何 一 对 具有 关系 


z 一 z 二 2kx (2-0 是 整数 )， (4) 
或 具有 关系 e****) = 一 1, 即 ， 
z +x=(2&+1)r (А 是 整数 ) (5) 


的 点 z 与 >. 
例如 , 半 个 带 形 - <z<r,y>0 就 满足 这 些 条 件 .其 映射 的 相继 各 阶段 表示 在 
图 15 中 .射线 族 z = zo 与 线段 族 y= 在 映射 下 分 别 变换 成 共 焦 点 的 双 曲 线 族 与 椭 


圆 族 ;其 更 狭 一 倍 的 半 带 形 - << т, у>0 则 被 变换 成 上 半 平面 
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ЛЕ , РА sin = 在 复数 区 域 里 是 无 界 的 ;例如 ,在 射线 x +5, ‚Уу>0 Е, 


sin z 取 实数 值 ,其 模 大 于 1, 而 是 ,一般 说 来 ,可 以 要 多 大 就 多 大 . 
我 们 还 要 指出 ,在 ( 闭 的 ) 半 带 形 - хохол ‚у220 中 ,图 数 sin z 只 有 在 点 z=0 
及 z= 土 x 处 才 取 0 值 ; 再 考虑 到 这 水 数 是 一 个 有 周期 性 的 奇 函 数 , 由 此 可 以 作出 结 
论说 , 它 只 有 在 实 轴 上 的 点 
z=kxr (k=0,+1,+2,.…) 


处 才 变 成 0. 

为 了 完整 起 见 ,我 们 在 图 16 中 举 出 了 函数 sin z 的 模 曲 面 或 “地 形 面 ", 即 ,在 
(ху, и) НН УЕ и = |sin z| 的 曲面 ;这 是 个 具有 实 周 期 x 的 周期 曲面 . 
在 它 上 面 画 出 了 两 组 曲线 ,就 是 |sin = 与 argsin z 的 等 值 线 . 这 曲面 被 经 过 х 轴 的 
垂直 平面 所 截 , 便 给 出 | sn z| 的 图 形 * .这 曲面 随 着 远离 x 轴 而 渐 行 展 平 ,但 它 的 点 
ol 


的 м 坐标 则 迅速 地 增 大 一 一 曲面 在 形状 上 趋 近 于 柱 面 и = 
图 数 cos = 所 作出 的 映射 ,由 于 关系 式 
COS ==5в(=+5 }, 


同 刚才 所 研究 的 不 过 相差 一 个 平移 . 


РАЖ тап > 与 сої z 是 由 公式 


ж 这 曲面 被 平面 zx= kr 与 х= (28+ 1)-5- (=0, 土 1, 土 2,…) 所 截 ,分 别 给 出 双 曲 线 函 数 |sh y| 与 |ch у! 


的 图 形 ,这 两 种 函数 我 们 马上 就 会 了 解 .图 16 指明 一 部 分 由 平面 zx=0 和 x=3x/2 所 截 出 的 截面 ;另外 ,可 以 认 
为 ,在 这 图 上 有 两 个 坐标 原点 sin 和 sh 的 图 与 原点 О 有 关 , 而 cos 和 ch 的 图 与 原点 О, 有 关 . 
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。 1 一 15 1 一 这 
_Sinz_ .ee 一 6 coS = е +е (6) 
— 14 一 12 . — 14 一 14 

COS 2 e +е Ш 之 е -е 


来 定义 的 .函数 tan = 除了 在 使 cos = 成 为 0 的 那些 点 之 外 ,处 处 是 解析 的 ,这 就 是 
说 ,除了 在 и = Тик (&=0, 土 1, 鞋 2,…) 这 些 点 之 外 ,是 处 处 解析 的 ,这 由 前 面 的 
研究 中 可 以 看 出 . 在 趋 近 这 些 点 时 ,| tan z| 无 限制 地 增 大 .对 于 函数 сос = 以 及 点 


= л (&=0, 土 1, 土 2,…) 来 说 ,也 是 同样 .从 (6) 式 可 以 推出 ,这 两 个 函数 都 是 具有 
周期 x 的 周期 函数 .事实 上 ,例如 


i(z+X) _ -i(z+x) iz -iz 
+ _ e е е ^_ 
tan(z+A)= 1 о r= Роя == — {ап 2. 
е +е e 十 e 


Н Ж w= tan = 所 实施 的 映射 ,我 们 将 在 下 面 第 33 目 中 加 以 研究 .在 这 里 我 们 只 
举 出 正切 晒 数 的 地 形 面 , 即 , 曲 面 x=|tan z| (图 17); 这 是 一 个 具有 实 周 期 的 周 


期 曲面 . 它 在 = (2 +1)5- (60, 51, 十 2,…) 这 些 点 处 ,有 很 显著 的 尖峰 . 它 被 经 
过 > 轴 的 垂直 平面 所 截 时 , 便 给 出 了 |tan xz | 的 图 形 * .这 曲面 随 着 离 远 x 轴 而 愈 来 


愈 变 得 更 加 平坦 , 趋 近 于 平面 u =1. 我 们 在 这 曲面 上 男 出 了 |tan z | 与 argtan = 的 等 
值 线 . 


双 曲 线 函数 在 复数 区 域 里 是 用 等 式 


_ е-е * _ е+е * 
sh = = 5 ‚ ch 2 = 5 (7) 


ж 这 曲面 被 平面 z= kx 与 х= (2+1) (Е=0, +1, +2, --- ) ТИ, ЈНА РАЖ В y| 与 |cth y| 
的 图 形 ( 见 下 面 ). 
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与 


СЕРЕСИ ИИ 
来 定义 的 .它们 可 以 很 简单 地 用 三 角子 数 表示 出 来 
sh = = — isin iz,ch == cos 12, (9) 
th z= ~— Пап iz,cth = = 1icot 12, 


因此 与 三 角 取 数 没 有 本 质 的 差别 .在 图 16 与 图 17 中 已 指出 ,sin < 与 tan = 的 模 曲 
面 的 截 痕 ,这 给 出 了 双 曲 线 函 数 的 图 形 . 
我 们 已 经 知道 ,三 角 函 数 与 双 曲 线 也 数 都 可 以 用 指数 孔 数 来 表示 .因此 反 三 角 函 

数 与 反 双 曲线 函数 也 可 以 用 对 数 来 表示 .例如 ,让 我 们 来 求 w = arccos z 的 对 数 表示 
式 . 按 照 定义 有 

_ е" +е ™ 

= = с0$ vw = 5 

因 之 有 ег“ -2xe” +1=0, 解 (关于 ew ) 的 二 次 方程 得 

e*=ztVz -1, 


和 
ш) = агссоѕ 2 == — 1 In(z+V z 1); 

(在 解 二 次 方程 时 所 用 公式 中 的 “ 土 " 号 可 以 省 去 ,只 要 把 根 式 了 解 为 双 值 函数 就 行 ). 
由 关系 式 (z+V zi -1)"(z-Vz -1)=1, 根 式 前 的 符号 改变 ,化 为 对 数 前 的 符号 
改变 ,所 以 在 最 后 一 式 中 “一 ”号 也 可 以 不 写 : 

tw = агссоз z=iln(z+V z’—1). (10) 
对 于 其 他 函数 ,也 可 以 给 出 类 似 的 公式 : 

arcsin 2 = 2 — агссоѕ z= => 一 iln(z+V =? -1), 


2 

д 1, 1+;= 
агсіап 2 = = — агссої = = [п — 

92 27 1-1 (11) 
arsh = = ln( > +Wz2+T)， arch z=In(z+V 22-1), 
arth = 2125, arcth аш. 


Рта 2 ра 208 ВЈ, ЧЕК (10) М) 1а, ЗелАО НЫ] 
一 个 值 .把 它们 分 开 成 单 值 分 支 的 方法 ,与 前 面 所 讨论 过 的 一 样 ,所 有 的 这 些 分 支 都 
将 是 解析 函数 . 

10. ЕЯ 10-2“ 


其 中 a = a + iB 是 任意 复数 一 一 是 由 关系 式 
= 一 с = (1) 
来 定义 的 .在 这 里 如 果 令 z= те? , 便 得 到 Ln zx=lnr+i(p+2Ar), 由 此 
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2 = е" г- В(ф+2#т) . оа 207) + Ва г) (2) 


其 中 是 任何 整数 .由 此 可 以 看 到 , 当 8520 时 ,函数 = НА АМН, м (4 
z 与 a 都 已 固定 时 ) 以 
二 er е 20 (k=0,+1,+2,.…) (3) 
为 半径 的 那些 圆周 | w| = о, 上 ,这 些 半 径 pi 构成 一 个 两 端 都 无 穷 的 等 比 数列 , 公 比 
Же ^®. 函数 x 的 这 些 值 的 辐 角 
0, = аф + Віа г+2Ала (4) 
也 构成 一 个 两 端 都 无 穷 的 等 差 数列 ,公差 为 2xa. 
当 8=0 时 , 即 ,a 是 实数 时 ,x 的 值 都 在 圆周 | w | = е" = Е, ЕП Я 
则 是 
0, =аф+2Ёла. (5) 
如 果 a = 也 是 一 个 有 理 数 [分 数 怀 是 不 可 约 的 | ,那么 和 .的 所 有 的 值 将 都 同 其 中 的 4 
个 值 (例如 ,0 ,0 ,0 ) 只 相差 2x 的 一 个 整 倍 数 .因此 ,在 这 情形 下 函数 w= 2“ 
是 有 限 多 值 的 ,与 函数 VY xz’ 相同 : 
z4 = zt. (6) 
但 是 ,如 果 a 是 一 个 无 理 实数 ,那么 在 (5) 式 中 的 这 些 0. 值 之 间 就 不 会 有 仅 相 差 2x 
的 整 倍数 的 数 , 因 之 ,函数 =" = "НИ. 
一 般 寡 函数 的 多 值 性 ,也 同 我 们 在 前 面 所 研究 过 的 那些 初等 图 数 一 样 ,是 由 辐 角 
的 多 值 性 引起 的 .把 它 分 开 成 单 值 分 支 的 方法 就 是 前 面 所 用 的 方法 ,点 z =0 是 支 
除了 一 般 客 函数 之 外 ,还 可 以 讨论 一 般 指数 函数 
а“ = em = eI, orAee (7) 
同 函 数 (1) 不 一 样 ,函数 (7) 是 许多 单独 的 ,彼此 没有 联系 的 单 值 函数 的 总 和 , 这 
些 单 值 函数 彼此 相差 一 个 因子 e**” ,其 中 为 整数 . 
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在 这 一 他 里 我 们 将 讨论 复 变 函数 的 积分 概念 ,以 及 解析 函数 与 积分 概念 相关 的 
或 与 积分 运算 相关 的 那些 重要 性 质 . 特别 例如 ,将 建立 解析 函数 概念 、 在 定义 域内 每 
一 个 点 处 都 是 可 微 的 函数 的 概念 ,以 及 积分 与 其 积分 路 线 无 关 的 函数 的 概念 的 等 价 
性 ( 见 第 12 目 中 的 定理 1 及 第 17 目 中 的 定理 3). 这 在 解析 函数 论 的 建立 中 给 出 了 
一 个 新 的 观念 . 至 于 积分 概念 以 及 建立 在 其 上 的 那些 定理 的 应 用 ,我 们 将 在 下 面 几 章 
中 来 讨论 . 

11. 复 变 函数 的 积分 设 已 经 给 定 了 一 条 已 定向 的 曲线 C, 以 及 在 这 曲线 上 的 
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一 个 复 变 图 数 /(z) .作为 定义 ,我们 把 极限 
im О) Саа) = | (а) (1) 
叫做 函数 f(z) 沿 С 的 积分 ,其 中 z, = a ,zi,…,z, = 是 一 组 把 C 分 成 n 个 分 段 的 
点 列 ,a 与 5b 表示 CC 的 那 两 个 端点 ,和 是 曲线 С 上 位 于 分 段 [ = ,zx ] 中 的 任意 一 个 
点 ,并 且 在 取 极 限时 要 求 
тах | <， | = 2 | 一 0. 
如 果 C 是 一 条 逐 段 光滑 的 曲线 , F(z) 是 一 个 逐 段 连续 并 且 有 界 的 函数 ,那么 积 
分 (1) 总 是 存在 的 .其 证 明 可 以 归结 到 在 分 析 中 大 家 所 熟知 的 实 变 函数 的 线 积分 的 存 
在 定理 ” .事实 上 , 令 
(=) = и(х,у) +ѓіо(х,у), 
Zh = ть + 1, Ter 26 = Аль ‚+, уь = Ауь, (2) 


Е + 1р, и (ть) = мы, (С, 1) = ть, 
我 们 便 得 到 : 


> —=)= >) | иь Ах, — ve Ду, | +1 >) | иь Ду, + ve Аль}. (3) 


在 公式 (3) 的 右 端 ,这 两 个 和 是 对 应 的 两 个 线 积分 的 积分 和 .在 我 们 的 条 件 之 下 ,这 两 
个 线 积分 都 是 存在 的 ,因此 ,积分 


| f(z)4dz= | udr -wdyti| udyt+ хайл (4) 
也 存在 .利用 公式 (4) ,可 以 把 复 变 函数 的 积分 的 计算 ,化 成 实 函 数 的 积分 的 计算 .应 
用 前 面 已 经 引进 的 定义 ,容易 看 出 , 实 变 量 的 复 函 数 ww(t)=e2()+ 动 (的 导数 与 

积分 可 用 下 述 线 性 组 合 来 表示 : 
w(t)= 9 (1)+iyg (1), (5) 

в в в 
| wa=| ори +: | (2). (6) 
设 == 2(1) = х(1) + :у(:) 2 C 的 参数 表示 式 , 并 且 (а) =а,=(В)=Ь; ВА 
利用 公式 (4) ,我 们 便 可 将 f(z) 沿 着 C 的 积分 的 计算 ,化 成 实 变量 的 复 函 数 的 积分 
计算 . 


[лаг | А) Со). (7) 
由 公式 (4) 也 可 推 知 ,关于 线 积分 的 一 些 普通 性 质 可 以 推广 到 复 变 函数 的 积分 上 来 : 
| Гар) + Бе (=) dz=a | f(z)dz+6 | (2) аг, (8) 


* 参看 Фихтенгольц, # = , № 27 页 ( 俄 文 本 ); 或 Смирнов, 5 — №, 8 206 页 ( 俄 文本 ) 及 以 后 .在 这 里 以 
及 在 后 面 ,我 们 将 常 引用 序言 中 指出 过 的 这 两 部 书 . 
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| Hz)dz= | 7(z)dz+ | f(z) dz, (9) 


|а | еда (10) 


(a 与 6 是 两 个 复数 常数 ,Ci + Cs, 表示 由 Ci 与 C; 两 曲线 所 构成 的 那 条 曲线 ; C 表示 
一 条 同 C 相合 、 但 却 循 着 相反 的 方向 通过 的 曲线 ). 

我 们 还 要 来 证 明 积 分 的 一 个 性 质 : 

设 M=max| f(z)|( 在 曲线 C 上 ) ,又 1/ 是 曲线 C 的 长 度 , 则 


лечь | < [ие Нами (1) 
证 明 可 由 积分 的 定义 直接 得 出 .事实 上 ,我 们 有 
дз, | < 55 17да 1м >, 1да, 


其 中 3 |Az | 是 内 接 于 曲线 С 的 一 条 折线 zoz1…z, 的 长 度 . 当 тах | Да, 1 一 0 时 取 
级 限 ,我 们 便 得 出 (11) 式 ， 
12. 柯 西 定理 “在 一 般 的 情形 中 , | Се) а 既 依赖 被 积 函 数 /(z) ,也 依赖 曲线 


C. 但 是 ,如 果 函 数 F(z) 在 某 一 个 包含 了 曲线 C 的 单 连通 区 域内 是 解析 的 ,那么 这 积 
分 就 由 С 的 两 个 端点 的 位 置 所 完全 确定 ,而 与 这 曲线 的 形状 无 关 . 换 句 话 说 ,下 述 定 
理 成 立 : 

定理 1 (A. 柯 西 ,1825 年 ) ”如果 函数 f(z) 在 一 个 单 连通 区 域 品 内 是 解析 的 ， 
那么 对 于 所 有 在 这 个 区 域内 而 且 具 有 两 个 公共 端点 的 那些 曲线 С 来 说 , 积分 


| еда» 的 值 都 相同 . 


我 们 在 导数 f(z) 是 连续 函数 这 个 补充 假定 下 [在 第 5 目的 解析 性 的 定义 中 ,只 
要 求 f(z) 存 在 ] ,来 证 明 这 个 定理 ”. 
同 通常 一 样 , 设 f(z)=u(z,y)+iv(z,y) ,根据 关 系 式 


| f(z)dz= | шах -wdyti| адуз ойх (1) 
( 见 上 一 目 中 的 (4) 式 ) ,积分 | f(z)dz 是 否 与 积分 的 路 线 无 关 这 个 问题 ,可 以 化 为 


| ик — оу, | ийуз vdz (2) 
这 两 个 线 积分 是 否 与 积分 的 路 线 无 关 的 问题 . 


ж 完整 的 证 明 见 Маркушевнц[ 2 ],154—162 页 . 
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但 是 ,在 数学 分 析 * 中 已 经 知道 , 若 Р 与 Q 是 两 个 具有 连续 偏 导数 的 函数 ,要 曲 
线 积分 | Разг + Qdy 在 单 连通 区 域 DD 内 同 积分 的 路 线 无 关 ,其 充分 必要 条 件 是 , 它 


的 被 积 表达 式 是 一 个 全 微分 , 即 , 要 在 区 域 D 的 每 一 个 点 处 ,都 有 关系 式 了 5 = 成 
立 .对 于 积分 (2) 来 说 ,这 些 关系 式 有 形状 
ди _ Е до дә ди 


ду _ дх’ду дж’ (3) 


而 且 从 了 f(z) 是 连续 函数 这 一 假定 可 以 得 出 ,这 些 偏 导数 都 是 连续 的 .方程 组 (3) 同 
柯 西 - 黎 曼 条 件 相符 合 ,并 且 由 于 f(z) 是 一 个 解析 函数 ,所 以 是 满足 的 .于 是 定理 已 
经 证 明 . 


由 于 这 个 定理 ,对 于 那些 在 单 连 通 区 域内 解析 的 函数 ,我 们 就 可 以 写 | f(t de 


来 代替 | f(z)dz, 其 中 用 з 9 = 来 表示 曲线 C 的 那 两 个 端点 


根据 定理 1, 可 以 证 明 与 通常 的 积分 学 中 的 命题 相 类 似 的 一 系列 命题 . 首先， 
有 
定理 2 如果 函数 f(z) 在 一 个 单 连通 区 域 D 内 是 解析 的 ,那么 积分 


| а= Е), (4) 
看 作 它 的 积分 上 限 的 函数 ,也 是 一 个 在 АМИ, РЕ 
Е (а) =). 704608). (5) 
事实 上 ,根据 导数 的 定义 ,以 及 上 一 目 中 积分 的 性 质 (9) 与 (10), 有 
РР | f(b de - | крае 


= | бас. (6) 


由 于 f(z) 在 点 z 处 连续 ” ,可 以 写成 
(5) = (=) + (05), 
式 中 当 {2 оС но ВАв), 我 们 得 到 


Ее) = | аа + а тар, (7) 
由 于 在 对 《积分 时 f(z) 是 一 个 常量 ,所 以 


* М, Фихтенголъц, 5 ж; 8, CmnpHos, 第 二 卷 . 
жк 因为 f(z) 是 解析 的 ,所 以 必 是 连续 的 . 
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[доче [а Иа, 
因为 由 定义 可 以 直接 得 出 三 dt=h. 并 且 , 从 上 一 目 中 的 不 等 式 (11) 有 : 


кра тах | n(£)|:|h| 


(根据 定理 1, 从 点 z 到 点 z +h 的 积分 路 线 可 以 认为 是 直线 ,所 以 它 的 长 度 等 于 
14|). 因 此 ,(7) 式 中 的 第 一 个 极限 等 于 f(z), 第 二 个 极限 等 于 0, 即 ,F(z)= f(z)， 
这 就 是 所 要 求证 明 的 . 

其 导数 等 于 一 个 已 给 定 的 函数 F(z) 的 函数 ,叫做 这 函数 f(z) 的 原 函 数 , 方 才 所 
证 明 的 那个 定理 确认 ,函数 f(z) 的 积分 ,作为 其 积分 上 限 的 函数 ,是 F(z) 的 原 函 数 
= 

定理 3 同一 函数 的 任何 两 个 原子 数 ,彼此 最 多 只 相差 一 个 常数 项 . 

设 Е, (=) 5 Е. (=) ЈР, Х. 

Ф(=)=Е, (2) - Е. (=) =и(х,у) +іо(ж, у). 
要 证 明和 定理 3, 只 需 证 明 函 数 B(xz) 是 一 个 常数 . 
按照 导数 的 公式 ( 见 第 5 目的 (1$) 式 ) ,我 们 有 


因为 根据 我 们 的 条 件 ， 
D(z)= F(z)—- Е (=) = (=) - f(z)=0. 
由 此 便 有 а= ау оа ар 


因此 ,u(xz,y) 与 v(z,y) 都 是 常数 .定理 得 证 . 
下 面 这 个 定理 使 我 们 可 以 借助 原 函 数 来 计算 积分 . 
定理 4 如 果 下 (z) 是 解析 函数 F(z) 的 任何 一 个 原 函 数 , 那 么 


| а= Е) Е(ао). (8) 
事实 上 ,根据 定理 2, 函 数 
Fi(z)= | КО 


是 f(z) 的 原 函 数 之 一 .根据 所 给 条 件 , 函 数 下 (z) 也 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 ,因此 , 按 
照 定理 3， 


A 1 С, 


其 中 С 是 某 一 个 常数 .在 这 个 等 式 中 令 z= zo ,我 们 便 得 到 
F(zo) + C=0, 
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因此 C= -下 (z), 这 就 给 出 了 所 求 的 公式 (8). 
我 们 还 要 指出 ,在 本 自 开 始 时 所 证 明 的 那个 柯 西 定理 ,可 以 赋予 如 下 的 形式 : 
定理 ”如果 函数 /(z) 在 一 个 单 连 通 区 域 D 内 是 解析 的 ,那么 它 的 沿 着 任何 一 
+ реА С 的 积分 ,都 等 于 0, 即 
|768: =0. (9) 
这 定理 的 证 明 是 以 下 述 事实 为 基础 的 : 闭 周 线 С 可 以 分 成 两 条 具有 共同 的 始点 
与 终点 的 路 线 C| 及 C，( 图 18) .根据 积分 的 性 质 , 有 


|а | Сда | fz)adz=| Родас | f(z) de 


于 是 ,说 沿 着 C 的 积分 等 于 零 ,就 相当 于 沿 着 C 的 积分 与 沿 着 
C; 的 积分 彼此 相等 . 


在 结束 时 ,我们 再 证 明 一 个 对 以 后 很 有 用 的 柯 西 定理 的 推 С 
广 .这 就 是 ,在 柯 西 定理 中 (在 第 二 个 表述 形式 中 ) ,所 谈 到 的 是 
关于 沿 着 一 条 整个 位 于 函数 的 解析 区 域内 部 的 路 线 的 积分 .但 
是 我 们 有 时 也 需要 讨论 沿 着 某 一 些 曲 线 的 积分 ,在 这 些 曲 线 上 
函数 仍然 是 连续 的 ,但 不 再 是 解析 的 . 发现 ,对 于 这 样 的 情形 柯 Е 18 
西 定理 也 仍然 是 有 效 的 . 

定理 5 如果 函数 F(z) 在 一 个 单 连通 区 域 р 内 是 解析 的 ,并 且 在 闭 区 域 上 是 
连续 的 ,那么 Де) ЖБК р 的 边界 С 所 取 的 积分 等 于 零 , 即 


| f(z)dz=0. (9) 


我 们 首先 假定 С 是 一 条 “ 星 形 的 " 周 线 , 即 ,有 这 样 的 一 个 点 zo 存在 ,以 这 个 点 zo 为 始点 的 任 
何 一 条 射线 ,都 同 С 相交 于 一 个 点 ,而 且 也 只 相交 于 一 个 点 .可 以 假定 20 =0, 而 不 致 对 普遍 性 有 
任何 限制 (把 = 平面 作 一 个 平移 , 便 可 得 到 这 结果 ), 于 是 曲线 С 就 可 以 用 方程 z= ~(p)e? 来 给 出 ， 
其 中 r(g) 是 一 个 单 值 函数 .我 们 用 CQ 来 表示 由 方程 
= А: = А (ф)е? ,0<А<1 
所 确定 的 那 条 周 线 (图 19). 由 于 СРК Р 的 内 部 ,所 以 按照 柯 西 
定理 ， 


| ADd5=0 (10) 


但 是 当 点 《 画 出 C 时 ,点 == -就 画 出 C, 所 以 等 式 (10) 可 以 写成 


| оао) = д | Ох): =0 
的 形状 .而 因此 ， 
| APz)az= |. (f(z) – f(Az)) dz. (11) 
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因为 函数 f(z) 是 在 D 内 一 致 连续 的 ( 见 第 5 目 ), 所 以 对 任何 一 个 e>0, 总 可 以 找到 一 个 6> 
0, 使 得 满足 不 等 式 |z -5 引 < 8 的 任何 一 对 点 z,5 来 说 ,不 等 式 
[f(z)- Ве (12) 
都 成 立 . 


设 | 是 周 线 C ЮК, К = тах r(q); 我 们 取 A>1 - 2. ,于 是 对 任何 一 对 点 z,=)z, 我 们 将 
有 |z- 引 = (1-))|z| 入 总 1z| 入 9, 因 此 不 等 式 (12) 总 是 成 立 的 ,所 以 从 (11) 式 我 们 便 得 到 


< (Е. 


садаа 


因为 在 这 里 e 是 可 以 随便 怎样 小 的 ,而 积分 的 值 与 = 无 关 , 所 以 这 积分 等 于 0. 对 于 星 形 的 路 
线 来 说 ,定理 已 经 证 明了 . 

现在 设 C 是 任意 一 条 逐 段 光滑 的 曲线 .如 果 在 С 上 有 一 些 歧 点 ,( 即 在 这 些 点 处 曲线 С 的 左 
切线 与 右 切 线 所 形成 的 角度 是 等 于 0)* ,那么 我 们 就 从 区 域 D 
中 去 掉 那 些 具有 很 小 的 半径 e 而 圆心 在 这 种 点 上 的 圆 ,使 所 得 
到 的 那个 区 域 D. 的 边界 上 已 经 没有 这 样 的 点 了 .显然 ,可 以 在 
D. 的 内 部 作 有 限 多 条 曲线 Y,(k==1,2,…,m), 显 然 ,把 区 域 已 
ЛА РА Р, ,使 每 一 个 D; 都 是 由 星 形 的 曲线 Ci (Е =1, 
2,…,n) 所 围 成 的 (图 20). 根 据 前 面 所 已 经 证 明 的 , 沿 着 每 一 
条 曲线 CG 的 积分 都 等 于 0: 


[ада = 0. (13) 图 20 


我 们 假定 曲线 C 都 是 按照 同一 个 方向 ,例如 ,都 是 按照 正 的 方向 来 通过 的 ,并 且 把 所 有 这 些 
方程 (13) 都 加 在 一 起 .因为 在 每 一 条 曲线 六 上 都 被 通过 两 次 ,而且 是 按照 彼此 相反 的 方向 通过 的 ， 
所 以 所 有 党 着 7 的 积分 互相 抵消 ( 见 第 11 目 中 的 (9) 与 (10) 式 ). 边 界 CG; 的 其 余 的 部 分 合 起 来 构 
成 区 域 D. 的 边界 С. ,因此 , 沿 着 这 边界 的 积分 也 等 于 0: 


| f(z)dz=0. 


余下 还 需要 证 明 , 沿 着 区 域 D 的 边界 C 的 积分 等 于 0. 而 这 可 以 从 下 述 事实 直接 得 出 :C УС, 
仅 相 差 有 很 多 段 很 小 的 弧 , 又 因为 函数 f(z) 是 有 界 的 ,所 以 它 的 沿 着 这 些 弧 的 积分 的 值 也 很 小 . 
因此 , 沿 着 C 的 积分 与 沿 着 C. 的 积分 的 差 , 可 以 是 随便 怎样 地 小 ,而 沿 着 C. 的 积分 是 等 于 0 的 ,所 
以 沿 着 C 的 积分 也 等 于 0. 定理 于 是 完全 证 明了 . 

13. 推广 到 多 阶 连通 区 域 的 情形 一 般 说 来 , 柯 西 定理 对 于 多 阶 连通 区 域 来 说 


是 不 正确 的 .实际 上 ,函数 f(z) = ГЕЯ < | =| <2 内 处 处 解析 ,但 是 ,从 -1 到 1 
沿 着 圆周 |z| = 1 的 上 面 一 半 的 积分 ,与 沿 着 下 面 一 半 的 积分 ,是 彼此 不 同 的 .事实 
* 容易 看 出 ,一 条 逐 段 光滑 的 曲线 ,在 它 的 不 是 歧 点 (即使 左右 切线 形成 异 于 0 的 角度 的 点 ) 的 足够 小 的 邻 


域内 的 曲线 段 ,是 星 形 的 曲线 .而 在 一 个 歧 点 的 邻 域内 ,曲线 就 可 能 不 是 星 形 的 (例如 ,由 二 次 抛物 线 y= х? Ж у 
=2zx” 对 z 之 0 所 构成 的 曲线 ,在 点 z=0 的 邻 域内 ). 


[13] $4 复 变 函数 的 求 积 分 - 35 · 


Е, ЕРИМ C ,那里 z=e*,0< p<x, 我 们 有 : 
dz _ ["ierdp  . 
J rt 


„= А е'? 
而 沿 着 下 半圆 周 С, ,那里 z=e”?, 一 x< p<0, 我 们 有 : 
dz _ | ге“ 一 jx 
С, 之 т е® | 


因此 ,为 了 表示 在 多 阶 连通 区 域内 从 a 到 2 沿路 线 С 的 积分 ,我们 有 时 将 使 用 记号 


р 


| f(z)4ax. (1) 


а 


但 是 ,如 果 是 在 一 个 多 阶 连通 区 域 D 内 ,有 两 条 端点 相同 的 曲线 С, 与 С, ШЕ 
们 的 位 置 是 使 得 它们 能 围 成 一 个 属于 О 的 单 连通 区 域 时 ,那么 沿 着 这 样 两 条 曲线 的 
积分 显然 是 相等 的 .由 此 可 以 推 知 :在 多 阶 连通 区 域 р 内 ,如 果 积 分 的 周 线 连续 地 政 
变 其 形状 ,而 它 的 两 个 端点 保持 不 动 ,并 且 在 全 部 变动 时 间 内 周 线 始终 留 在 的 内 
部 , 则 解析 函数 沿 这 路 线 的 积分 的 值 ,不 为 之 改变 . 

设 在 多 阶 连通 区 域 D 内 给 定 两 个 点 4 与 ,与 一 条 连接 它们 的 简单 曲线 ”Co . 设 
С 是 任何 别 的 一 条 连接 这 两 个 点 的 曲线 (图 21(a)). 根 据 刚才 所 说 的 结果 ,可 以 不 改 
变 积分 的 值 ,而 使 曲线 С 变形 成 为 位 于 区 域 D 内 而 由 下 述 那 些 曲 线 所 组 成 的 为 外 一 
条 曲线 C:(1) 曲线 Co , 它 同 Cu 一 起 围 成 一 个 属于 DD 的 单 连通 区 域 ;(2) п 条 简单 闭 
曲线 %，(k=1,2,…,m) 的 总 和 ,每 一 条 7 都 在 它 本 和 映 的 内 部 包含 了 DD 的 边界 的 一 个 
连接 部 分 (图 21(b)). 这 时 那些 曲线 x 可 以 被 通过 铬 干 次 ,并 且 可 以 按 不 同 的 方向 来 通 
过 (在 图 21(b) 中 ,7y, 按 顺 时 针 的 方向 被 通过 三 次 ,而 7, 则 按 逆 时 针 的 方向 被 通过 一 
次 ). 为 了 方便 起 见 ,我 们 规定 用 XY，(k=1,2,…,m) 来 表示 按 道 时 针 方 向 被 通过 的 那 
些 曲线 .在 此 之 外 ,我 们 还 要 引进 一 些 曲线 У, (а= т +1,…,n), 它 们 也 是 包围 者 区 域 
DD 的 边界 的 连接 部 分 的 ,但 不 是 组 成 С 的 一 部 分 (就 如 在 图 21(b) 中 的 Уз). 


ж 即 ,没有 自己 相交 的 点 的 曲线 . 
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我 们 引进 记号 

m= | f(z)dz (k=1,2,…,n); (2) 
在 连续 形变 у, РГ ,形变 时 这 些 曲 线 仍 留 在 D 内 部 ,积分 (2) 不 变 , 从 而 ,这 些 量 Г, НН 
数 f(z) 与 区 域 DD 来 确定 . 设 六 是 整数 ,用 来 指明 在 构成 曲线 С 时 7 被 通过 几 次 以 及 是 


按照 什么 样 的 方向 来 通过 的 .这 些 N 可 以 是 正 数 ,负数 ,或 等 于 0 (例如 ,在 图 21 中 , М 
= –3, №, =1, №, =0). 8 БТ, Д5 11 目 中 积分 的 性 质 (9) 与 (10) ,我 们 有 


| f(z)4z= | f(z)4dz= | f(z)dzt М, Г, + М.Г, +: + М,Г,. (3) 
НЕ 工 叫 做 函数 /(z) 在 多 阶 连通 区 域 D 内 的 积分 周期 ,或 周期 常量 


Я 设 /(z)= 直 ,又 区 域 是 一 个 “环形 "0<|1z|<R, 其 中 RR 是 一 个 随意 大 的 数 .连接 1 与 


z 这 两 个 点 的 任何 路 线 C, 同 前 面 一 样 ,都 可 以 变形 成 为 由 被 通过 若干 次 的 单位 圆周 | z| = 1, 与 一 
条 连接 点 1 与 z 的 简单 曲线 Co 所 构成 的 一 条 路 线 С (图 22) .在 按照 道 时 针 方 向 通过 单位 圆周 时 ， 
z=e?, 而 p 从 0 增加 到 2r, 所 以 沿 着 这 圆周 的 积分 是 等 于 


r=| а [7 еар әл. (4) 
lIzi=1 之 0 е? 
根据 公式 (3)， 
空 = | ， 空 +2hmi， (5) 
с < 1 Со 之 


其 中 是 一 个 整数 ,表明 在 С 的 构成 中 圆周 | «| = 1 被 通过 几 
次 以 及 是 按照 什么 样 的 方向 来 通过 的 (在 图 22 中 ,k= – 2). 
按照 上 目的 定理 4, 


= ғ, (6) 
1 


其 中 In 是 表示 对 数 的 那些 值 中 ,在 点 == 1 处 等 于 0 并 且 沿 着 
Cu 连续 地 变动 的 那 一 个 值 ， 

设想 C 是 任意 的 路 线 ,并 把 函数 二 沿 着 C 的 积分 值 记 作 
Ln z, 我 们 由 (3) 式 得 出 


Ln == | dz |а z+ 2 ль, (7) 
1C < 


这 样 ,我 们 便 重 新 来 到 了 多 值 函数 Ln z ,并 且 从 一 个 新 的 观点 阑 明 了 它 的 多 值 性 . 

最 后 ,我 们 要 指出 ,可 以 给 上 一 目 中 的 柯 西 定理 添加 上 一 些 别 的 意义 ,使 得 它 对 
于 多 阶 连通 区 域 来 说 也 是 正确 的 . 设 函 数 f(z) 在 一 个 由 一 些 曲 线 Со, С," С, РТ 
围 成 的 多 阶 连通 区 域 ОСН 23) 内 是 解析 的 ,并 且 在 р 上 是 连续 的 .我 们 划一 些 截 并 
yi ,7 7, 使 万 变 成 一 个 单 连通 区 域 也 ” ,并 用 C* 来 表示 这 个 区 域 的 边界 一 一 
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由 那些 曲线 段 С, 与 曲线 办 所 构成 的 那 条 曲线 ,此 时 这 些 六 都 被 按照 彼此 相反 的 方 
问 通过 两 次 (在 图 23 中 用 箭头 表示 出 ) .图 数 /(z) 在 单 连通 区 域 D" 内 是 解析 的 ,在 
D ”上 是 连续 的 ;于 是 ,根据 上 一 目 中 的 定理 $, 及 第 11 目 中 积分 的 性 质 (9) 与 (10 )， 


|. Каме | ГС) ах + >|. ГС) а= = 0 (8) 
(йт у, 的 那些 积分 互相 抵消 ，C- 的 余下 部 分 等 于 
>) C). 这 时 我 们 应 当 认为 ,在 通过 曲线 С, С.С... 


C, 时 ,区 域 D 是 始终 都 被 保持 在 一 边 的 (例如 ,在 图 23 中 ,有 (А 27 

是 在 曲线 左边 的 ). 因此 ,对 于 任何 连通 的 区 域 来 说 ,下 述 形 2% / 

式 的 柯 西 定理 总 是 正确 的 : Сб» 
定理 ”如果 函数 /(z) 在 区 域 D 内 是 解析 的 ,在 万 上 

是 连续 的 ,那么 它 的 沿 着 这 区 域 的 边界 的 积分 必 等 于 0, 但 图 23 


在 通过 这 边界 时 ,区 域 D 要 始终 被 保持 在 同一 边 . 

14. 柯 西 公式 与 中 值 定理 ИЖ f(z) 在 n 阶 连通 区 域 D 内 是 解析 的 ,在 万 
上 是 连续 的 .我 们 来 证 明 , 对 于 这 区 域 的 任何 一 个 内 点 xz, 下 述 的 所 谓 柯 西 公 式 
(1831) 都 成 立 : 


Гб) 
Л) р (1) 


其 中 C 是 区 域 D 的 边界 ,其 被 通过 的 方向 是 使 得 区 域 D 始终 保持 在 其 左边 . 
注意 到 柯 西 公式 的 右 端 部 分 只 包含 区 域 D 的 边界 C 上 的 f(z) 值 . 这 样 ,在 所 设 

的 条 件 之 下 ,函数 F(z) 在 区 域内 部 的 那些 值 , 完 全 由 它 在 边界 上 的 值 来 确定 :只 要 知 

道 这 函数 在 边界 上 的 值 ,利用 柯 西 公式 就 能 够 计算 出 在 区 域内 任何 一 点 处 的 函数 值 
为 了 要 导出 柯 西 公式 ,我 们 从 区 域 D 中 去 掉 一 个 圆心 为 点 z 半径 为 + 的 小 圆 

再 注意 到 ,在 所 得 的 那个 n+ 1 阶 连通 区 域 D* 内 ,(1) 式 中 被 积 函 数 的 分 子 与 分 母 

对 于 变量 了 来 说 都 是 解析 的 ,并 且 分 母 不 会 变 成 0. 因 此 ,被 积 函数 在 D* 内 对 于 《 

是 解析 的 .又 因为 它 在 五 * 上 是 连续 的 ,所 以 根据 上 一 目 中 的 柯 西 定理 (公式 (8)) 有 : 

[4 9 Е 


其 中 圆周 монон оаа 由 此 就 有 

Кож | ла, (2) 
其 中 圆周 y, 是 按照 逆 时 针 方向 被 通过 的 .在 圆周 y, 上 我 人 有 4 一 z= re ,因此 ,把 在 
积分 号 后 对 于 《 来 说 是 常量 的 那个 因子 =) 从 积分 号 取出 ,我 们 便 得 到 


1 f(z)at _ f(z) гі а 
27], Cz 55 |, Е 5) 
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根据 (2) 和 (3) 式 我 们 有 
г Кра _ f(z)= 51. | р-а, е, (4) 

我 们 来 估计 这 个 差 值 . ИЖ, 根据 第 11 目 中 的 不 等 式 (11) ,我 们 有 : 
| КИА < 二 max| f(&)-— f(z)|: “=max| 70) - f(z)|, 
由 此 可 见 , 当 > 继续 减 小 时 ,可 以 使 它 随便 怎样 地 小 . 另 一 方面 ， 从 (4) 的 左 端 看 出 ， 
这 差 值 不 依赖 xr. 因此 ,所 讨论 的 差 等 于 0. 于 是 柯 西 公式 得 证 . 

特别 ,如 果 曲 线 C 乃 是 圆周 | 一 z|=R, 那 么 , 令 和 一 z= Ре? ,由 柯 西 公式 我 们 
得 出 


ИНЫЕ | f(z+Rer)dy (5) 


最 后 这 个 公式 就 表达 了 所 谓 的 解析 图 数 的 中 值 定理 : 

定理 ”如果 函数 f(z) 在 一 个 闭 贺 上 是 连续 的 ,并 在 这 个 圆 的 内 部 是 解析 的 , 那 
么 它 在 圆心 处 的 值 ,等 于 它 在 圆周 上 的 值 的 算术 平均 值 . 

15. 最 大 值 原理 与 施 瓦 茨 引 理 ”首先 我 们 来 证 明 一 个 简单 的 引 理 : 

引 理 ”如 果 在 某 一 个 区 域 D 内 :1) 解析 函数 f(z) 的 实数 部 分 是 常数 ,或 2) 它 
的 模 是 常数 ,那么 这 函数 本 身 也 必 是 个 常数 . 


在 条 件 1) 的 情形 下 ,从 柯 西 - 黎 曼 方程 就 直接 可 以 得 出 结论 :及 5450. 


此 ,根据 这 些 方程 也 有 32 = 290—0, 由 此 得 出 ,函数 v(z,y) ,也 就 是 说 函数 /(z) ,在 


区 域 D 内 也 都 是 常数 . 

现在 我 们 就 条 件 2) 的 情形 下 来 证 明 这 引 理 . 设 |f(z)| 三 M ,在 这 里 M 是 一 个 
常数 . 当 M =0 时, 引 理 显然 成 立 .如 果 M 关 0, 那 么 我 们 便 考 虑 函数 

Іа (2) = 1 f(z)|+iarg f(z), 

这 函数 在 所 设 的 条 件 下 是 解析 的 . 它 的 实数 部 分 是 一 个 常数 (= ln M); 于 是 ,根据 刚 
才 所 证 明 的 ,函数 In f(z) 本 身 ,从 而 函数 f(z) ,都 是 常数 . 引 理 于 是 完全 证 明 . 

现在 我 们 来 证 明 解 析 函 数 的 模 最 大 值 原理 . 

定理 ”如 果 一 个 不 恒 等 于 一 常数 的 函数 f(z), 在 区 域 D 内 是 解析 的 ,在 万 上 
是 连续 的 ,那么 它 的 模 不 可 能 在 万 的 任何 一 个 内 点 处 达到 最 大 值 . 

根据 连续 函数 的 性 质 (参看 第 5 Н), | f(z)| 在 DD 的 内 部 或 边界 上 达到 它 的 最 
大 值 M (图 24) .我 们 先 姑且 作 相反 的 假定 , 设 |F(z)| 在 了 的 内 部 达到 值 M; 并 把 了 
中 所 有 那些 使 | f(z)| = М 的 点 的 集合 记 作 8. 如 果 = О, ВАЗА р 内 处 处 有 
|f(z)|1= M, 即 ,| f(z)| 是 一 个 常数 .根据 引 理 , 由 此 便 将 得 出 f(z) 在 DD 内 也 是 一 
个 常数 ,这 是 与 定理 的 假设 条 件 相 矛盾 的 . 
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如 果 《不 与 D 相同 ,那么 必 有 这 集合 的 一 个 边界 点 ”zu 存在 , 它 同 时 也 是 D 的 
一 个 内 点 .由 于 /(z) 是 连续 的 ,我 们 有 |/(zo )| = M ,因为 
在 zu 的 任何 邻 域内 都 必 有 “5 的 点 .我 们 作 一 个 在 区 域 D 内 
的 圆周 C:|z-=- =. | =>, 使 得 在 这 圆周 上 至 少 有 一 个 不 属于 
集合 4 的 点 zi1 (这 总 是 可 以 做 到 的 ,因为 хо © 的 边界 
点 ). 这 时 | 了 (zi)|<M, 又 由 于 f(z) 是 连续 的 ,对 于 足够 小 
的 s>0, 总 可 以 指定 圆周 С 的 这 样 一 个 包含 点 z 在 内 的 部 
分 С ,使 得 在 C, 上 有 

1Г(=)|<М-ев. (1) 图 24 
把 圆周 С 的 其 余部 分 记 作 C, .显然 ,在 С, ЕН 
|/(z)|<M. (2) 


根据 中 值 定理 ,我 们 有 
f(z0)= 志 | Г) 4 = 


其 中 45 = rdo 是 圆周 С 的 弧 长 单元 . 
在 关系 式 (3) 中 取 绝 对 值 , 并 考虑 到 不 等 式 (1) 及 (2) ,我 们 便 得 出 


МЕ И 15 10м е) + м0 = м, 


2лг 

其 中 4 与 Е C 与 C, 的 长 度 (/ + = 二 2xr). 但 是 最 后 这 个 不 等 式 是 不 可 能 
的 ,因此 模 最 大 值 原理 就 证 明了 . 

Ж ”如 果 函 数 f(z) 不 是 一 个 常数 ,在 DD 内 是 解析 的 ,在 DD 上 是 连续 的 ,此 外 ， 
并 且 是 不 会 变 成 0 的 ,那么 它 也 不 可 能 在 厂 的 内 部 达到 | f(z)| 的 最 小 值 .要 证 明 这 

结论 ,只 需 把 最 大 值 原理 应 用 到 函数 g(x) = Fr J 上 去 就 够 了 

从 模 最 大 值 原理 ,可 以 得 出 一 个 对 以 后 很 有 用 的 结果 : 

引 理 (H. 施 瓦 尝 (Schwarz)”“) 如 果 函 数 f(z) 在 圆 |z|<<<1 内 是 解析 的 ,在 闭 圆 
|21<1 上 是 连续 的 ,并 且 /(0)=0, 又 在 圆 内 处 处 都 有 | f(z)| 壹 1, 那么 在 这 个 圆 内 
有 


|. f(z)ds+ а) ， (3) 


|f(z)||z|. (4) 
这 时 ,如 果 即 使 在 圆 内 的 一 个 点 处 有 |.F(z)|=|z| ,那么 最 后 这 个 等 式 在 整个 圆 内 都 
成 立 , 并 且 

(=) = е“х, (5) 
其 中 a 是 一 个 实 常数 . 


ж 集合 的 边界 点 与 内 点 ,是 同 区 域 的 边界 点 与 内 点 一 样 地 规定 的 (参看 第 3 Н). 
** (G.A. 施 瓦 英 (1843 一 1921) ,德国 数学 家 . 
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为 了 证 明 这 个 引 理 ,我 们 来 考虑 图 数 
f(z) м А 
ТЕ ， 42940, 


Ғ(0), 4 = =0. 
从 引 理 的 假设 条 件 可 以 知道 ,p(z) 在 环形 0< |1 < 内 是 解析 的 ,并 有 旦 在 闭 圆 | = | 
—1 上 是 连续 的 (在 点 =0 处 的 连续 性 ,可 以 从 


四 (= 加 

得 出 ) 
在 第 22 目 中 将 要 证 明 ,9(z) 在 点 = = 0 处 是 解析 的 . 因此 ,我 们 可 以 对 g(z) 应 
用 模 最 大 值 原理 . 由 于 在 加 周 |z| = 1 上 我 们 有 19(z)| = | 人 2 | <1, 所 以 按照 模 最 


大 值 原理 ,在 圆 内 就 处 处 有 | ф(х) 11, Вр, | f(z)| 志 |z|. 引 理 的 第 一 部 分 已 经 证 明 . 

现在 如 果 在 圆 的 某 一 个 内 点 zo 处 有 |f(zo。)|= |zo|, 那 么 在 这 个 点 处 就 有 
1p(zo)|=1, 但 是 按照 模 最 大 值 原理 ,这 时 便 在 贺 的 所 有 点 都 有 | p(>)| 三 1, 根 据 本 
目 开头 的 那个 引 理 , p(z) 是 一 个 常数 .因为 | pg(z)| 志 1, 所 以 可 把 这 个 常数 表示 成 ez 
的 形状 ,这 里 的 а 是 一 个 实数 .因此 , f(z)=e"z. 施 瓦 沈 引 理 得 证 . 

在 几何 上 , 施 瓦 茨 引 理 表 明 ,在 任何 一 个 利用 解析 函数 w= f(z),f(0)=0, 把 
单位 圆 映 射 到 一 个 位 于 单位 圆 内 部 的 区 域 A 上 去 时 ,任意 一 个 点 z 的 像 ,都 比 点 z 
本 身 距 坐标 原点 更 近 ( 图 25). 而 如 果 即 使 有 一 个 点 z 的 像 是 与 这 个 点 本 身 距 坐 标 原 
点 有 同样 距离 的 话 ,那么 A 就 与 单位 圆 重 合 ,映射 本 身 成 为 一 个 旋转 . 


图 25 


16. 一 致 收敛 性 ”这 一 目 有 辅助 的 性 质 .我 们 在 这 目 中 将 讨论 一 些 对 以 后 很 重 
要 的 有 关 解 析 函 数 的 序列 与 级 数 的 一 致 收敛 性 的 问题 . 
已 知 函 数 序 列 f(z),f,(z),… ,如 果 对 于 任何 s>0, 总 找 得 到 一 个 只 与 s 有 关 
К по ,使 得 当 nn 宇 no 时 ,对 区 域 р 内 (或 曲线 С 上 ) 所 有 的 点 z 来 说 ,不 等 式 
| Х, (=) - f(z)|<e (1) 
都 成 立 , 这 时 这 个 序列 就 称 为 在 区 域 D 内 (或 在 曲线 С 上 ) 一 致 收敛 于 函数 和 天 =). 
我 们 先 证 明 两 个 定理 ,它们 是 与 数学 分 析 中 对 应 的 定理 相 类 似 的 . 
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定理 1 在 一 个 区 域 D 内 (或 在 一 条 曲线 C 上 ) 一致 收 伊 的 连续 函数 序列 
/1(z),/2(z),…/,(z),… 的 极限 /(z), 也 是 一 个 连续 函数 . 
任意 给 定 一 个 数 e >0, 并 把 区 域 D (或 曲线 C) 的 任意 一 个 点 记 作 zu .由 于 序列 
是 一 致 收敛 的 ,我 们 总 可 以 找到 一 个 数 ,使 得 对 DD 内 的 (C 上 的 ) 一 切 = 来 说 ,都 有 
(=) — 1.) |<. (2) 
由 于 /, (=) ЕА zo 是 连续 的 ,总 可 以 找到 一 个 数 $ >0 ,使 得 对 内 (C 上 ) 满 足 不 等 
式 |z 一 zo|<6 的 一 切 点 z 来 说 ,都 有 
f(z) — 7, С) 15. (3) 


对 于 这 样 的 点 z БАТАТ ЛЕЕ НАВИС о 来 说 ,由 不 等 式 (2) 与 (3) 我 们 便 有 
(е) Ре) 1) Л, (=) + 1, (=) Л, (ео) + У, Сео) = РС) 
& 


<3 +313 -е 


而 这 就 表示 了 f(z) 是 连续 的 . 
定理 2 如 果 连 续 函 数 序列 [1(z),/;(z),…,f,(z),… 在 曲线 С 上 一 致 收敛 
于 肖 数 f(z), 那 么 极限 关系 式 


lim| /,(z)dz= |. lim ў, (=) а= (4) 
也 必 有 成 立 . 
给 定 一 个 数 e >0, 由 于 序列 是 一 致 收敛 的 ,我 们 总 可 以 找到 这 样 的 一 个 ze ,使 
得 对 于 所 有 的 n 宇 no 与 曲线 С 上 所 有 的 点 z, 都 有 


|7,0) 70)1<5, 
其 中 1 是 曲线 C 的 长 度 .对 于 这 样 的 ” ,我们 有 
z)dz -| f(z)dz| = 2) - f(z)|dz| <=, 


这 就 表示 了 关系 式 (4) 是 正确 的 . 

刚才 所 证 明 的 这 个 定理 ,使 得 在 一 致 收敛 的 函数 序列 的 情形 中 ,可 以 在 积分 号 下 
取 极 限 . 

同一 致 收敛 的 序列 这 概念 紧密 地 关联 着 的 ,是 一 致 收敛 的 级 数 这 个 概念 .如 果 治 
数 项 级 数 > ) 广 (z) 的 部 分 和 的 序列 о (2) = fo(z),si(z)= fo(z)+ Л (=), 
з, (5) = (=) + (=) +. р, (=), ЕКЕ р 内 (或 在 曲线 С Е) Эсэ, ЯБ 


么 级 数 >)/, (2) 就 称 为 是 在 这 个 区 域 D 内 (或 这 条 曲线 С 上 ) 一 致 收 全 的 . 
像 在 数学 分 析 中 那样 ,我 们 来 证 明 函 数 项 级 数 一 致 收敛 的 一 个 充分 条 件 ,这 个 条 
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件 是 便于 应 用 的 . 
定理 3 ”如 果 函 数 项 级 数 >， f,(z) 在 区 域 D 内 被 菜 一 个 收敛 的 常数 项 级 数 
n=0 


2, а, 所 控制 , 即 , 在 万 内 的 任何 一 个 点 处 都 有 
[六 (z)| 委 ca， (n=0,1,2,…), (5) 
那么 所 给 的 这 个 函数 项 级 数 必 在 р 内 一 致 收 伊 ， 
事实 上 ,根据 熟知 的 比较 定理 ,所 给 级 数 在 DD 的 任何 一 点 z 处 都 收敛 .我 们 把 它 
的 和 记 作 s(z). 对 于 任何 一 个 п 来 说 ,由 条 件 (5), 这 级 数 的 余 项 xr,(z)=s(z) 一 
s,(z) 都 满足 不 等 式 
17. (=) [< (е) [+ | {,+2(=)| + "За, +1 жа, +. (6) 


这 里 右边 是 收敛 的 常数 项 级 数 > a 的 余 项 , 当 nco 时 趋 于 0. 因 此 ,对 于 
任意 一 个 s>0, 我 们 总 可 以 找到 一 个 只 与 s 有 关 的 数 z ,使 得 从 под г, < Е, 
于 是 根据 不 等 式 (6) ,对 于 内 的 任何 z 与 任何 之 no ,不 等 式 

|s(z)—s,(z)|<e 
成 立 . 这 就 表示 了 ,所 给 级 数 是 一 致 收敛 的 . 

由 定理 1 与 定理 2 可 以 推 知 ,一 致 收 往 的 连续 函数 项 级 数 的 和 ,是 一 个 连续 函 
数 , 并 且 这 样 的 级 数 可 以 逐 项 地 来 求 积 分 , 即 ,极限 关系 式 
>. [лба | У лаа (7) 


п=0 


是 正确 的 . 

关于 函数 项 级 数 是 否 可 以 逐 项 地 来 求 导 数 的 问题 ,我 们 将 在 第 19 目 中 讨论 ( 魏 
尔 斯 特 拉 斯 定理 ). 

现在 我 们 来 讨论 依赖 于 参数 a (实数 或 复数 ) 的 函数 族 f(z,a). 如 果 对 于 任何 
e >0, 总 可 以 找到 一 个 6=6(e), 使 得 当 |a 一 ao|<6 时 ,对 于 区 域 D 内 (或 曲线 С 
上 ) 所 有 的 z ,不 等 式 

| [1 (=,а)- (=) |< (8) 
成 立 ,那么 我 们 就 说 , 当 a 一 ao 时 ,f(z,a) 在 区 域 D 内 (或 在 曲线 С 上 ) 关 于 = 一 致 
地 趋 近 于 函数 f(z). 

完全 同 对 序列 的 情形 一 样 ,可 以 证 明 : 一 致 收敛 的 连续 函数 族 的 极限 是 一 个 连续 
国 数 ,并且 对 于 这 样 的 函数 族 来 说 ,极限 关系 式 


lim| f(z,a) dz= |. lim f(z,a)dz (9) 


也 必 成 立 .… 
在 以 后 我 们 将 需要 涉及 沿 着 无 限 曲 线 的 积分 一 一 反常 积分 ,在 那 时 我 们 将 总 是 
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只 考虑 这 样 的 一 些 曲 线 C, 即 它们 在 任何 一 个 圆 内 的 曲线 段 都 是 逐 段 光滑 的 .给 定 在 
С 上 的 那些 水 数 f(z) ,我 们 将 假定 是 逐 段 连续 并 且 是 有 界 的 . 
现在 我 们 来 定义 函数 f(z) 沿 着 一 条 无 限 曲 线 С 的 积分 . 先 设 C БЕ ТАК 
限 的 ,a 是 它 的 端 扣 .我 们 把 以 a 为 端点 而 其 长 度 等 于 / 的 C 之 一 部 分 记 作 С, ,于 是 
作为 定义 , 令 
| f(z)4dz= р 7С) а, (10) 


ПН. , Я УЕ, И (Ба) 977010) а. 如果 曲线 С 在 两 端 都 是 无 
限 的 ,那么 我 们 就 用 任意 一 个 点 a 把 C 分 成 两 个 部 分 ,并 定义 沿 着 С 的 积分 为 沿 着 
这 两 个 部 分 的 积分 的 和 . 

设 函 数 F(z,5) 对 于 区 域 D 内 所 有 的 点 z 以 及 对 于 曲线 C 上 所 有 的 点 5 都 有 定 
义 . 如 果 对 于 任何 e >0, 总 能 够 找到 一 个 数 i ,使 得 当 1>>lo 时 ,对 于 DD 内 所 有 的 点 z 
都 有 


Пе Оа Оа < (ш) 


(我 们 假设 ,C 只 有 在 一 端 是 无 限 的 ;可 以 像 在 上 面 那样 ,把 它 推广 到 一 般 的 情形 中 
去 ) ,我 们 就 说 ,积分 


F(z)= | (=, 6) 4 


在 区 域 DD 内 一 致 收敛 . 
定理 4 如 果 函 数 F(z,5) 对 于 单 连通 区 域 Аян. 与 对 于 曲线 C 上 所 
有 的 点 5 来 说 ,依照 z 是 解析 的 ,依照 5 是 逐 段 连续 的 ,又 积分 


F(z)= | 70,0) (12) 


在 区 域 D 内 一 致 收敛 ,那么 下 (z) 是 一 个 在 这 区 域内 的 解析 函数 ”. 
为 了 证 明定 理 4 ,我 们 要 利用 柯 西 定 理 的 道 定理 .按照 那个 定理 ,如 果 郴 数 Е(=) 
在 单 连通 区 域 D 内 是 连续 的 ,并 且 它 的 沿 着 任何 一 条 属于 这 个 区 域 的 财 周 线 的 积 
分 ,都 等 于 0, 那 么 它 在 这 个 区 域 D 内 一 定 也 是 解析 的 (这 定理 的 证 明 见 下 一 目 ). 
由 所 要 证 明 的 定理 的 假设 条 件 中 ,可 以 用 通常 的 方式 (如 同 定理 2 或 关系 式 (9) 
那样 ) 来 证 明 函 数 下 (z) 在 DD 内 是 连续 的 .余下 还 要 证 明 , 下 (zx) 沿 着 属于 区 域 D 的 
任何 一 条 闭 周 线 T 的 积分 都 等 于 0, 我 们 有 


| FGz)az= | с ас dz. (13) 


ж 比较 第 19 目 中 的 定理 1. 
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由 于 积分 (12) 是 一 致 收敛 的 ,根据 数学 分 析 中 已 知 的 定理 ”, 可 以 在 (13) 式 的 右 

端 中 交换 求 积 分 的 次 序 ,于 是 我 们 得 到 
| FC)az= || Ге. Оа 


因为 里 面 的 那个 积分 按照 柯 西 定 理 是 等 于 0 的 .于 是 定理 4 得 证 . 
注意 ,在 有 界 曲线 С 的 情形 ,要 使 函数 下 (z) 在 DD 内 是 解析 的 ,并 不 需要 任何 关 
系 式 (13) 中 交换 求 


46=0, 


于 积 
积分 的 次 序 的 可 能 性 得 出 . 

17. 高 阶 导数 ”按照 定义 ,解析 函数 一 一 这 是 在 某 一 个 区 域 D 内 的 每 一 个 点 处 
都 具有 导数 的 复 变 函数 ( 见 第 5 目 ). 我 们 来 证 明 , 由 函数 的 解析 性 , 便 可 以 自动 地 得 
出 , 它 的 所 有 的 各 阶 导数 也 都 存在 并 且 是 解析 的 . 

定理 1( 柯 西 ,1842) 如 果 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 是 解析 的 ,在 D 上 是 连续 的 ， 
那么 它 在 DD 内 的 每 一 个 点 处 都 具有 所 有 各 阶 的 导数 ,并 且 其 第 ИЗЖИЛА 


nl | Са 
= ета (1) 


来 表示 ,其 中 СЯ их. 
设 z 是 区 域 DD 的 任意 一 个 内 点 .根据 导数 的 定义 ,并 且 对 于 点 z 与 z+h 应 用 第 
14 目 中 的 柯 西 公式 ,我们 有 : 


Ро) р ааа бое 


5 一 之 一 六 ECE- 
1 щу. ГБ) аб 
ол 045 Иа 2) 


за, м лоў, а РС 上 所 有 的 点 5 来 说 都 是 一 致 地 趋 于 
的 ,所 以 根据 上 一 目 中 的 定理 ав h 的 函数 族 的 情形 ) ,这 极限 存在 ,并 且 
по | 904. 2) 
对 于 п =1, 和 定理 已 经 证 明了 .假设 这 和 定理 对 于 一 个 正 整 数 n 一 1 来 说 是 正确 的 ， 
那么 就 可 以 用 完全 同样 的 方式 来 证 明 它 对 于 ”来 说 也 是 正确 的 .这 样 就 完整 地 证 明 
了 这 个 定理 . 
注 1 从 证 明 中 可 以 看 出 ,还 可 用 下 述 的 形式 来 表述 这 个 定理 :如 果 函 数 p(5) 
在 区 域 万 的 边界 C 上 是 连续 的 ,那么 用 柯 西 公式 来 表达 的 函数 
(=) = 5 269014 (3) 


1Јс б 8 


在 这 区 域 р 内 是 解析 的 . 


* М, Фихтенгольц, — 18 ‚8 733 页 .在 那里 所 说 的 是 关于 实 变量 的 定 积分 的 ,但 是 在 引进 参 变量 及 分 开 
积分 (13) 式 的 实数 部 分 与 虚数 部 分 之 后 ,就 可 以 化 成 这 样 的 积分 . 
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№2 把 柯 西 公式 从 形式 上 对 z 微分 ,也 可 得 到 导数 公式 (1); 所 证 明 的 定理 肯 
定 了 这 样 的 微分 过 程 是 合法 的 . 

由 公式 (1) 可 以 导出 重要 的 柯 西 不 等 式 .把 函数 /(z) 的 模 在 区 域 D 内 的 最 大 值 
记 作 M ,从 点 z 到 的 边界 的 距离 记 作 R ,把 这 边界 C 的 长 度 记 作 / ,由 (1) 我 们 有 


(1) _n! (бас п! MI 
д | СЕ) | оа" (4) 
特别 ,如 果 F(z) 在 圆 |x - = |< В 内 是 解析 的 ,那么 , 取 这 个 圆 作为 РАНЕ 
Мин =0,1,2,-- (5) 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 柯 西 不 等 式 . 

我 们 利用 所 得 到 的 结果 来 证 明 解 析 吨 数论 中 的 两 个 重要 定理 : 

定理 2(J. 刘 维尔 (J.Liouville)”) з АЖ F(z) 有 界 , 并 且 在 整个 平面 内 都 是 
解析 的 ,那么 它 必 是 一 个 常数 . 

设 在 平面 内 处 处 都 有 |J(z)| 委 M. 对 于 平面 上 的 任意 一 个 点 z 与 任何 R 来 说 ， 
不 等 式 (5) 在 n=1 的 情形 下 给 出 


M 


由 于 这 里 的 左 端 与 К 无 关 , 而 右 端 当 R 增 大 时 可 以 变 成 随便 怎样 小 ,所 以 | f(z)| 
=0. 由 此 可 见 ,在 整个 平面 上 f(z) 专 0. 从 此 ,根据 第 12 目 定理 4 得 出 


f(z)— f(z0)= | f(z)dz=0, 


亦 即 函数 f(z) 是 常数 .定理 得 证 . 

Ж ”定理 容许 如 下 的 拓 广 . 

如 果 函 数 fz) 在 整个 平面 上 解析 ,并 且 它 的 模 增 长 不 比 M1z1" 快 ,其 中 ”为 整数 , М 为 党 
数 ,那么 这 函数 是 寡 次 不 高 于 n 的 多 项 式 *. 

证 明 与 前 面相 类 似 . 设 zo 是 平面 的 一 个 任意 点 ,由 不 等 式 (5) 我 们 有 


М (ити, 


注意 到 |z| 志 |zo| +В, М Рон БИЯ] р (хо) =0. 因 为 zo 是 平面 上 任意 
— 14, ТД Л"? (е) 0, НЯ Е МИНИН У ЕЕ РЕЗНЯ. 

下 一 定理 是 第 12 目 中 柯 西 基本 和 定理 的 逆 定 理 . 

定理 3( 莫 莱 拉 (Morera)”” ,1886 年 ) ”如果 函数 F(z) 在 一 个 单 连通 区 域 中 内 


是 连续 的 ,并 且 积 分 | С) аг 洛 着 任何 一 条 位 于 万 内 的 闭 周 线 C 都 等 于 0, 那 么 


ж 这 定理 是 柯 西 (1844) 首 先 证 明 的 ,但 是 在 法 国 数学 家 刘 维 尔 (1809 一 1882) 的 著作 中 实际 上 已 经 被 使 用 过 了 . 
жж 特别, 当 n=0 时 我 们 得 到 定理 2. 
жк С. 莫 莱 拉 ,意大利 数学 家 (1856 一 1909). 
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f(z) 在 这 个 区 域 D 内 是 解析 的 . 
从 定理 的 条 件 可 以 推 知 ,在 区 域 D 内 积分 | Ос) ае 与 积分 的 路 线 无 关 ,这 就 
是 说 , 当 固定 点 zo 时 ,这 个 积分 便 确定 了 = 的 某 一 个 函数 
F(z)= ]. f(z)dz. 


逐 字 重复 第 12 目 中 定理 2 的 证 明 , 我 们 就 看 到 ,这 个 函数 具有 导数 F(z) = 
f(z), 即 , 它 是 解析 的 (在 所 引用 的 定理 中 ,我 们 只 用 到 函数 f(z) 的 连续 性 及 积分 与 
积分 路 线 无 关 的 性 质 ) .但 此 时 按照 本 目 中 的 定理 1 ,函数 f(z) 作 为 一 个 解析 函数 的 
导数 , 它 本 身 也 是 个 解析 函数 .苋菜 拉 定 理 被 证 明了 . 


35 用 级 数 表 示 解 析 函 数 


在 本 市 中 我 们 将 讨论 关于 利用 大 级 数 及 其 推广 一 一 z -a ВЕКА УД ИКЕ АЈ 
级 数 一 一 来 表示 解析 函数 的 问题 . 把 函数 展开 成 级 数 ,不 仅 有 理论 意义 ,而 且 也 有 实 
用 意义 .例如 ,我们 将 指出 ,利用 级 数 可 以 计算 函数 的 近似 值 , 在 许多 带 实 用 性 质 的 问 
题 ( 解 微 分 方程 等 ) 中 ,它们 的 解 可 以 立刻 用 级 数 的 形式 来 得 到 ,等 等 . 

在 这 里 我 们 只 讨论 关于 函数 展开 成 级 数 的 基本 理论 命题 ,其 中 大 部 分 都 将 在 以 
后 叙述 复 变 函数 理论 及 其 应 用 时 ,起 着 极 重 要 的 作用 (特别 是 见于 第 五 章 及 其 后 面 的 
ЯБ Л). 特别, 我 们 将 要 证 明 下 面 三 个 概念 是 等 价 的 :这 就 是 把 $2 中 的 意义 下 的 解 
析 函 数 看 成 是 在 定义 区 域内 每 一 点 都 是 可 微 的 函数 ,以 及 把 解析 函数 看 成 是 在 定义 
区 域 的 每 一 点 的 邻 域内 都 可 以 被 表示 成 笑 级 数 的 和 的 形状 的 函数 ( 见 第 18 目 中 的 泰 
勒 定理 及 第 19 目 中 的 定理 3) 一 一 这 又 给 出 了 建立 解析 函数 论 中 的 一 种 观念 . 在 第 
25 目 中 ,我 们 把 解析 性 的 概念 推广 到 多 值 函数 上 去 后 ,使 得 这 个 概念 更 拓 广 了 . 

18. 泰勒 级 数 ”我 们 首先 把 数学 分 析 中 已 知 的 泰勒 公式 拓 广 到 复 变 函数 上 , 然 
后 在 此 基础 上 来 证 明 , 每 一 个 在 一 个 点 处 解析 的 函数 ,都 可 以 在 这 个 点 的 邻 域内 被 表 


示 成 项 级 数 的 和 的 形状 . 
利用 等 比 级 数 前 и + 项 的 和 的 公式 
和 =1+а+а +." +4", 
把 它 改 写成 


ан (1) 
的 形状 (这 公式 对 于 复数 а 来 说 也 是 正确 的 ). 在 函数 f(z) 的 解析 区 域 D 内 固定 某 


—ма ,并 利用 公式 (1) 写 成 


[18] $5 ”用 级 数 表示 解析 函数 . 47. 
< та 2-а \" 1 2-4 "tl 
(и) 06а) ЕЕ) | 


现在 把 这 等 式 的 两 端 各 乘 以 aL;/(5) ,并 且 沿 着 某 一 条 位 于 DD 内 包含 点 2 及 a 的 闭 


周 线 C, 按 5 求 这 等 式 的 积分 .利用 第 14 目 中 的 柯 西 公式 与 第 17 目 中 的 高 阶 导数 的 
公式 ,我 们 便 得 出 经 典 的 泰勒 公式 
=I а a)" t+R, = ©) 


其 中 余 项 的 形状 是 
а" [| ар _ 
7 а) Оа) ау. Э) 
问题 在 于 ,要 在 怎样 的 条 件 下 , 方 能 使 得 当 n 一 oo 时 有 R, 0: Й, 9С ВЕ О 
怎样 的 条 件 下 函数 /(z) 方 可 以 用 它 的 以 点 a 为 中 心 的 泰勒 级 数 * 来 表示 , 即 ， 
90 п) 
да)". (4) 


п = 


下 述 定理 给 出 了 这 个 问题 的 答案 : 

定理 (A. 柯 西 ,1831 年 ) 函数 f(z) 在 任何 一 个 以 点 a 为 中 心 的 开 圆 内 ,只 
f(z) 在 这 个 圆 内 是 解析 的 ,就 都 可 以 用 它 的 泰勒 级 数 (4) 来 表示 .在 每 一 个 属于 这 辆 
的 闭 区 域 上 ,泰勒 级 数 一 致 收敛 . 

РАЖХ F(z) 在 其 中 是 解析 的 那个 圆 ( 以 点 a 为 圆心 ) , 它 的 半径 记 作 R, 并 考虑 任 
意 一 个 数 R',0<R <R 以 及 圆 |z - а | <А, НЕСІ 是 任意 一 个 正 数 . 设 z 是 
最 后 那个 圆 上 的 任何 一 个 点 ,而 C 是 圆周 | с-а = К. ЖП | = -а|< ЕК’, 


1 


б-а 


ух 


1 一 a|=R' .因此 ， 
|E-z| 宇 |E-a|l-|z-al2R’ 一 AR =(1-k)R’, 
所 以 由 公式 (3) 便 得 出 


(= а)" | А9114 
“7 с (6-=)(б-а)"" 


ІА, | = 
рр"! М:?2хр' Мр"! 


~ a Ер) ГР. 
其 中 М 是 f(z) 的 模 在 圆 |z - а | <А 内 的 最 大 值 (函数 f(z) 在 这 个 圆 内 是 解析 的 ， 
因而 是 有 界 的 ). 因 为 &<1, 由 此 可 见 , 当 поо, R, 一 0, 并 且 对 К, 的 估 值 与 z 无 
关 . 所 以 ,在 任何 圆 |z 一 a|<kR' 内 (其 中 0<k<1) ,泰勒 级 数 都 一 致 收敛 . 
由 于 任意 一 个 位 于 使 函数 f(z) 是 解析 的 那个 圆 内 的 闭 区 域 ,总 可 以 被 完全 放 入 
某 一 个 圆 |z 一 a| 之 kR' 内 ,其 中 0<k<1,0<R’<R, 所 以 在 这 样 的 区 域 上 级 数 也 一 


ж 对 (实数 z) 这 种 形状 的 展开 式 最 早出 现在 B. 泰勒 (1685 一 1731)1715 年 发 表 的 文章 中 ,但 是 仅 在 1742 年 
麦克 劳 林 (Maclaurin,1698 一 1746) 才 系统 地 用 它 . 
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致 收敛 .定理 证 明 完 毕 . 

因此 ,任何 一 个 在 茶 一 个 圆 内 解析 的 函数 ,都 可 以 在 这 圆 内 用 大 级 数 来 表示 .在 
这 里 发 生 了 一 个 问题 : 反 过 来 ,是 不 是 任意 一 个 收敛 的 医 级 数 的 和 ,都 是 一 个 解析 函 
数 呢 ? 要 回答 这 个 问题 ,必须 先 讨 论 才 级 数 的 某 些 性 质 . 这 个 我 们 放 到 下 一 目 中 去 
做 ,而 现在 则 列举 一 些 初等 函数 的 泰勒 展开 式 : 


22 =? 
НЫ 


11113] 


+ .-., 


sin z=z— 57+ О ар, (5) 
4 


3 


(对 于 任何 = 来 说 都 收敛 ); 


2 
In(1+ х) =2-5 +5", 


(1+ 2) =1+а+ ets Le а 1а 2) 3... 


(对 于 |z|<1 收敛 ;这 些 展开 式 一 望 而 知 是 为 那些 单 值 分 支 的 ,它们 在 ==0 时 分 别 
等 于 0 和 1). 获 得 这 些 展开 式 的 方法 ,也 同 在 通常 数学 分 析 中 的 方法 完全 一 样 ,对 这 
些 我 们 不 多 说 了 . 

19. 87 ”我 们 先 从 两 个 与 由 解析 函数 组 成 的 一 致 收敛 级 数 有 关 的 普遍 定理 
开始 ,这 些 定理 最 早 由 K. 魏 尔 斯 特 拉 斯 于 1859 年 证 明 的 .第 一 个 定理 指明 ,一 致 收 
敛 的 极限 保持 了 解析 性 性 质 . 

定理 1 设 fo(z),fi(z),…,f,(z),… 是 定义 在 单 连通 区 域内 的 解析 函数 
序列 ,假如 级 数 


(6) 


> Х.(=) (1) 
在 这 区 域 万 内 一 致 收 敛 ,那么 级 数 和 在 万 内 也 是 一 个 解析 函数 . 
事实 上 ,根据 第 16 Н ,级 数 (1) 的 和 s(z) 在 DD 内 连续 . 设 С 是 位 于 D 内 的 任何 
一 条 闭 周 线 ; 由 于 级 数 (1) 的 一 致 收敛 性 可 以 沿 着 С 对 它 进 行 逐 项 积分 ,并 且 得 到 


| sz)az= > | 1.) а==0, 


因为 根据 第 12 目 中 的 柯 西 定理 ,解析 函数 f(z) 沿 着 单 连通 区 域内 一 条 闭 周 线 的 积 
分 等 于 0. 现在 按照 第 17 目 中 的 莫 莱 拉 和 定理 我 们 能 够 确信 ,函数 *(z) 在 区 域 D 内 是 
ТРИЗ ,定理 得 证 . 


* 在 这 公式 中 a 为 任意 一 个 复数 .在 自然 数 а = ”的 特殊 情况 ,级 数 终止 在 第 ”项 ,从 而 在 整个 平面 内 是 收 
敛 的 . 


[19] $5 用 级 数 表示 解析 函数 。 49. 


第 二 个 定理 表明 ,对 于 解析 函数 ,有 关 级 数 的 逐 项 微分 的 可 能 性 问题 ;解决 起 来 
比 通常 数学 分 析 要 简单 些 ; 

定理 2 ”由 在 区 域 D 中 解析 和 在 D 中 连续 的 函数 组 成 的 任意 级 数 (1), 在 万 中 
一 致 收敛 ,那么 可 以 在 中 逐 项 微分 任何 次 数 . 

设 是 区 域 D 的 边界 线 C 上 任意 一 点 ,而 = 是 该 区 域 的 任意 一 个 内 点 .因为 当 
固定 = 时 , 差 [一 z 的 模 有 下 界 为 一 个 正 数 ,所 以 级 数 > Е /, ан (其 中 为 任 
意 自然 数 ) 关 于 “上 在 C 上 是 一 致 收敛 的 .因此 ,可 以 沿 着 C 对 它 施行 逐 项 积分 ,这 就 
意味 着 ,级 数 


> | Ё рат, = = > Г!’ (=) (2) 
(对 级 数 的 每 一 项 ， 我 们 使 用 了 第 Р 目 中 的 柯 西 求 导 公式 ). 留 下 要 证 明 的 是 ,级 数 


(2) 的 和 是 级 数 (1) 的 和 s(z) 的 & 阶 导数 .但 是 根据 一 致 收 伊 性 ,可 以 把 公式 (2) 的 左 
边 部 分 写成 如 下 形状 


> (5) 
| Em d= | етар 5 (а), 
(我 们 再 次 使 用 同一 个 柯 西 公式 ) ,这 就 是 所 需要 的 . 
注 1 为 了 证 明 闭 区 间 D 中 解析 函数 构成 的 级 数 的 一 致 收 敛 性 ,只 要 求 它 在 这 区 域 边界 上 一 
致 收敛 就 足够 了 .这 直接 由 第 15 目 中 的 最 大 值 原理 推出 ,按照 这 一 原理 
тах | far Са) + Лина (=) te | тах fr (В+ Лаб) +. 
№2 简单 的 例子 说 明 ,定理 2 可 以 确认 的 只 是 在 区 域 D 内 由 导数 组 成 的 级 数 的 收敛 性 ,而 


不 是 在 О 内 .事实 上 ,级 数 2, патат |< 1<1 上 是 一 致 收敛 的 ,因为 它 在 财 圆 上 受 一 个 收 


敛 的 级 数 >) 三 控制 .但 是 导数 级 数 >= 
2=1 上 是 发 散 的 . 
在 今后 竹 级 数 将 起 着 基本 的 作用 .下 述 这 个 定理 阐明 了 它 的 收敛 性 的 特征 : 
定理 3(N. 阿 贝尔 (N.Abel)* ,1826 年 ) Жжж > с, (= а)" Е ЖЖ 


收敛 ,那么 它 在 满足 不 等 式 |z -а| < |20 а |) НЕ = ЖЖ, 并 且 在 任何 
一 个 圆 |z 一 a <А |, а | (0C<R<1) 内 ,这 级 数 都 是 一 致 收敛 的 . 

我 们 假定 = ЖА |= а | <А |2 一 a | 内 的 任意 一 个 点 ,并 把 级 数 的 第 ”项 表示 
成 


—_ п 
(еа) (4) (Ee | 


之 0 а 


ж N. 阿 贝尔 (1802 一 1829) ,挪威 数学 家 . 
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的 形状 . 由 于 级 数 在 点 "АНЕ ЕВ РАВ ТАИТ АНН, 
即 ,对 于 一 切 ”都 有 |c, (zo = | > 
k. 因此 ,对 于 一 切 п 都 有 


全 条 


|с, (2 а)" | МЕР" ,0<k<L1. (3) 
由 此 便 得 出 级 数 在 圆 | = – а <А |= 一 a| 内 是 一 致 收敛 的 .由 于 数 可 以 取得 随意 
地 与 1 接近 ,这 样 就 证 明了 级 数 在 圆 |z -а|< |= -<| 内 的 任何 一 个 点 处 都 是 收敛 
的 , 阿 贝 尔 定理 的 证 明 于 是 便 完 成 了 . 


从 阿 贝尔 定理 可 以 导出 : 寡 级 数 У с, (z - a)" 的 收 化 区 域 是 一 个 以 点 a МИ 


心 的 开 圆 ( 它 也 可 能 退化 成 一 个 点 ,或 者 充满 整个 平面 ) ,或 许 还 有 在 这 个 圆 的 边界 上 
的 某 一 些 点 .这 个 圆 的 半径 ,叫做 这 震级 数 的 收敛 半径 . 
我 们 来 指出 一 个 确定 收敛 半径 R 的 公式 : 
в = Ш Те, (4) 
其 中 lim 表 示 上 极限 * ,这 个 公式 是 A. 柯 西 在 1821 年 所 得 到 的 ,到 本 .阿达 马 (J. Hadamard) 才 主要 
地 加 以 使 用 (已 经 在 20 世纪 里 了 ). 它 被 称 做 柯 西 一 阿达 马公 式 . 
要 导出 这 个 公式 ,必须 证 明 :对 于 满足 |z – а «АК (0<k<1) 的 任何 = ,震级 数 都 收敛 ; 而 对 
于 满足 |z 一 a|>>R 的 任何 z, 这 级 数 都 发 散 . 根 据 上 极限 的 定义 ,对 于 任何 e>>0, 总 可 以 找到 这 样 


的 一 个 no ,使 得 从 no 起 都 有 VV | c， [< +е. 我 们 选取 е 使 得 去 + e< 一 二 1, ‚РЕ пи, + 
Р:· 


А |[=-а\<АР 时 ,我 们 就 有 


с.б а) |<— KR = (2% )" 


R (5) 
Н 20 <1, 所 以 根据 熟知 的 比较 定理 ,由 上 式 左 端 的 那些 项 所 组 成 的 级 数 ,是 收 全 的 . 
并 且 , 从 上 极限 的 定义 我 们 有 :对 于 任何 。>0, 我 们 总 可 以 找到 无 穷 序列 п = ,使 得 对 这 些 
п У Те, 12 в, В, 
oz-aosl>1 (5-е) ета) |". 
На, |е а> 时 ,总 可 以 选取 使 得 有 (去 -e jz- a| >1, 所 以 就 对 应 于 с 的 那些 无 穷 序 
列 n = п, Ж, с, (а а)" 的 模 将 无 限制 地 增 大 , 因 之 ,级 数 是 发 散 的 ( 它 的 一 般 项 不 趋 于 0) 


魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 与 阿 贝尔 定理 对 上 一 目 末 所 提出 的 那个 问题 给 予 了 肯定 的 回 
ж. 


ж № Фихтенголъц, 5 1 卷 . 


[20] $5 用 级 数 表 示 解 析 函 数 。 5Sl ， 


定理 4 任何 一 个 圭 级 数 的 和 ,在 它 的 收敛 圆 内 都 是 一 个 解析 函数 . 

事实 上 , 设 |z -al< 尺 是 我 们 的 夭 级 数 的 收敛 圆 .在 任何 一 个 圆 | = — а | АР 
内 (其 中 0<k<1), 根 据 阿 贝 尔 定 理 , 级 数 都 一 致 收敛 .而 由 于 级 数 的 项 с,(=-а)" 
都 是 解析 也 数 ,所 以 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 它 的 和 在 这 个 圆 内 也 必然 是 解析 的 .但 
是 因为 在 收敛 圆 内 的 任何 一 个 内 点 = ,都 可 以 被 放 在 某 一 个 圆 |z 一 a| 二 kR,0<k< 
І 的 内 部 ,所 以 这 样 就 证 明了 :级 数 的 和 在 它 的 整个 收敛 圆 内 都 是 解析 的 . 

最 后 ,我 们 证 明 下 述 定理 是 成 立 的 : 

定理 $ 任何 舌 级 数 都 是 它 的 和 的 泰勒 级 数 . 

事实 上 , 设 在 某 一 个 圆 内 有 

f(z)= 2, (2 a)". (5) 
这 时 令 ==а ,我 们 得 到 Г(а) = co. 对 级 数 (5) 进 行 逐 项 微分 ,然后 令 z= 4a ,我 们 得 到 
了 (a)=c .继续 逐 次 对 级 数 (5) 微 分 并 且 在 每 微分 一 次 之 后 都 令 z= a ,我 们 便 得 到 
f(a)=2c,, { (а) =3! сз, К (а) = піс". 

因此 ， 
Г” (а) | (6) 


Ст = п | 


所 以 级 数 (5) 其 实 就 是 函数 f(z) 的 泰勒 级 数 . 

定理 5 叫做 展开 成 泰勒 级 数 的 展开 式 的 唯一 性 定理 ,因为 由 它 便 可 以 得 出 ;不论 
用 任何 方式 把 解析 函数 F(z) 展 开 成 寡 级 数 , 其 所 得 到 的 展开 式 , 总 是 这 个 函数 的 泰 
勒 展开 式 . 

此 外 ,由 这 一 定理 和 第 18 目 中 的 定理 可 以 得 出 ,第 级 数 (5) 的 收敛 半径 与 从 圆心 
a 到 该 级 数 的 和 的 解析 性 被 破坏 的 最 近 点 的 距离 相同 .例如 第 18 目 中 级 数 (6) 的 收 
敛 半径 等 于 1, 因为 在 z= 一 1 时 它们 的 和 失去 解析 性 (当然 ,我 们 只 对 a 不 是 自然 数 
来 讨论 第 二 个 级 数 ). 

20. 唯一 性 定理 在 第 14 目 中 我 们 已 经 知道 ,一 个 解析 函数 可 以 由 它 在 解析 区 
域 的 边界 上 的 值 来 完全 确定 .作为 这 个 定理 的 补充 ,在 这 里 我 们 要 证 明 : 一 个 解析 抄 
数 , 可 以 由 它 在 任 一 点 列 上 的 一 组 值 来 完全 确定 ,只 需 这 点 列 向 其 解析 区 域 的 某 一 个 
内 点 收敛 ， 

我 们 先 从 与 解析 函数 的 零点 有 关 的 一 个 定理 开始 . 设 有 任何 一 个 点 z = а, 
f(z) 在 其 上 取 0 值 ,f(a)=0, 这 个 点 就 叫做 函数 f(z) 的 零点 .如 果 一 个 解析 函数 在 
它 的 零点 a 的 邻 域内 不 恒 等 于 0, 那 么 在 它 的 以 点 a 为 中 心 的 泰勒 级 数 中 ,不 可 能 全 
部 的 系数 都 等 于 0( 不 然 的 话 , 级 数 的 和 就 要 恒 等 于 0 了 ). 这 个 展开 式 中 那些 异 于 0 
的 系数 的 标号 最 小 的 那 一 个 ,叫做 零点 a 的 阶 数 . 因 此 ,在 ” 阶 零点 的 邻 域内 , 函数 
的 泰勒 展开 式 的 形状 是 

f(z)=c,(z—a)"+cer(z—a)" 十， (1) 
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其 中 с,520, п221. 

显然 ,零点 a 的 阶 数 ,也 可 以 这 样 来 定义 : 它 就 是 最 低 阶 的 蜡 于 0 的 导数 f(a) 
的 阶 数 . 

显然 也 可 以 知道 ,在 п 阶 零 点 的 邻 域内 ,解析 函数 f(z) 可 以 表示 成 

К=)=(=-а)"ф(=) (2) 
的 形状 ,其 中 函数 
Ф(=)=с, +er(z—-a)t+, 9(a)=c, #0 (3) 
在 点 a 的 邻 域内 也 是 解析 的 (因为 它 可 以 用 收敛 的 医 级 数 来 表示 ). 

由 于 p(z) 是 连续 的 ,所 以 它 必 在 点 a 的 某 一 个 邻 域内 处 处 异 于 0. 由 此 便 有 

定理 1 КАЖ (2) ЕНН а 的 领域 内 是 解析 的 ,并且 在 点 a 的 任何 一 个 
领域 内 ,都 不 恒 等 于 0. 那 么 就 人 必 有 点 a 的 一 个 邻 域 存 在 ,在 这 邻 域内 函数 f(z) 除 a 
以 外 没有 别 的 零点 . 

从 这 个 已 证 明 的 定理 中 ,就 可 以 导出 我 们 在 本 目 开 始 时 已 经 说 起 过 的 那个 解析 
基数 的 唯一 性 定理 . 

定理 2 ЖЖ f1(z) 与 f,(z) 在 区 域 DD 内 都 是 解析 的 ,并 且 在 向 区 域 D 的 
一 个 内 点 a 收敛 的 某 一 点 列 a, 上 ,这 两 个 函数 的 值 相同 ,那么 在 区 域 D 内 必定 处 处 
都 有 

fi1(z)=f,(z). 
为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 考虑 函数 
f(z)=f1(z)— (ж). 
这 函数 在 区 域 D 内 是 解析 的 ,并 且 那 些 点 a, 都 是 它 的 零点 .由 此 可 见 , f(z ) 必 定 在 
点 а 的 某 一 个 邻 域内 恒 等 于 0, 因为 假如 不 然 的 话 , 就 要 同 刚才 所 证 明 的 定理 1 相 冲 
突 了 .因此 ,函数 f(z) 的 全 体 零点 的 集合 ,至 少 具有 一 个 内 点 . 

我 们 把 函数 f(z) 的 零点 集合 的 所 有 内 点 的 总 和 记 作 6. 如果 8 与 р 相合 ,那么 
我 们 的 定理 便 已 被 证 明了 ,而 如 果 6 仅 是 区 域 DD 的 一 个 部 分 集合 的 话 , 那 么 我 们 总 
可 以 找到 集合 6 的 一 个 边界 点 5 ,使 它 同 时 又 是 DD 的 内 点 .因此 ,集合 6 中 存在 收敛 
于 点 8 的 序列 6, ,并 且 由 于 f(z) 在 点 5b 处 是 连续 的 ,我 人 有 (6) = limf(b,)=0， 
即 , 点 5 是 f(z) 的 零点 . 男 一 方面 ,f(z) 在 点 5 的 任何 一 个 邻 域内 都 不 能 恒 等 于 0， 
因为 不 然 的 话 b 就 是 集合 6 的 内 点 ,而 不 是 一 个 边界 点 了 . 由 此 ,根据 定理 1 便 可 得 
出 ,在 点 5 的 某 一 个 邻 域内 没有 f(z) 的 任何 一 个 别 的 零点 ,但 这 就 与 5 是 集合 86 的 
边界 点 这 一 事实 相 矛 盾 .所 得 到 的 矛盾 情形 ,证 明了 唯一 性 定理 是 正确 的 . 

从 唯一 性 定理 可 以 得 出 :在 某 一 个 区 域 D 内 解析 而 且 不 恒 等 于 0 的 一 个 函数 
(=) , 既 不 可 能 在 区 域 D 的 任何 一 个 子 区 域内 都 取 0 值 ,也 不 可 能 在 任何 一 段位 于 
D 内 的 弧 上 都 取 0 值 ,甚至 于 也 不 可 能 在 DD 内 一 个 向 它 的 某 一 内 点 收敛 的 点 列 上 都 
取 0 值 . 
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但 是 ,很 容易 举 出 这 样 的 例子 ,函数 的 零点 的 无 穷 序列 可 以 向 函数 的 解析 区 域 的 
一 个 边界 点 收敛 ;函数 /(z)=sin 上 在 由 点 z= 下 《nn = 土 1, 土 2,…) 所 构成 的 那个 


无 穷 点 列 上 都 取 0 值 ,而 这 点 列 是 问 点 z=0 收敛 的 . 

21. 洛 朗 级 数 ”泰勒 级 数 是 一 种 工具 ,很 便于 用 来 表示 在 圆 形 区 域内 解析 的 限 
数 .但 是 ,还 需要 有 一 种 工具 ,可 以 用 来 表示 在 别 种 形状 区 域内 解析 的 函数 ,这 也 是 非 
常 重要 的 .例如 , 当 研 究 在 点 a 的 某 一 个 邻 域内 ,除了 点 a 本 身 以 外 处 处 解析 的 函数 
时 ,就 需要 来 考虑 具有 0<|z 一 a|<R 形状 的 环形 区 域 .事实 上 是 ,对 于 那些 在 环形 
区 域 < |= -а|<В 内 (其 中 7 宇 0,R 二 %) 解 析 的 函数 来 说 ,可 以 建立 按照 (z 一 a) 
的 正 次 医 与 负 次 项 而 展开 的 式 子 , 它 的 形状 为 


(=) = > с„(=-а)", (1) 


这 是 泰勒 展开 式 的 拓 广 .在 本 目 中 我 们 就 要 来 讨论 这 样 的 展开 式 . 
设 函 数 f(z) 在 某 一 个 环形 К: г< | -а|<ЕИЯ(ЕН г>0, Ю<о) ЖЖ 
的 .我 们 任意 选取 两 个 数 ЕЮ’, <и <р <Р, ИМ ТЖ Е, <<, АН 


ЖЖ” < |= -al<kR”. 在 这 个 环形 的 任意 一 个 内 点 = 处 ,我 们 可 以 把 /(z) 


照 柯 西 公式 (第 14 目 ) 来 表示 ,这 公式 在 现在 的 情形 下 的 形状 是 
= ба 1 Ка. (2) 


Nl C б-= 27rz С б – ра 
其 中 的 那 两 个 圆周 C:|5- a|= 5с: 1-а! = -都 是 按 道 时针 方 向 通过 的 . 
对 于 第 一 个 积分 ,我 们 有 | 冯 -&| < 和气 ~ =h<1, 所 以 ,在 这 积分 中 的 分 式 ,可 以 


展开 成 一 个 在 С 上 关于 一 致 收敛 的 等 比 级 数 . 


1 _ 1 1 _ 1 2-а 1. (=-а)" 
ЕЕ б-а ay (а) 


这 个 展开 式 乘 以 ji7(5) ,然后 再 逐 项 对 《 求 积分 (由 于 级 数 一 致 收敛 ,这 样 做 是 可 
以 的 ) ,我 们 便 得 出 了 一 个 把 (2) 式 中 的 第 一 项 展开 成 寡 级 数 ; 


К (= =: | 404 - эб (2-а)", (3) 
其 中 
ба _ ... 
=. Сеа) (n=0,1,2,.…). (4) 


要 注意 ,我 们 不 能 把 表达 式 (4) 像 在 第 18 目 中 那样 地 表示 成 三- 号 的 形状 ,因为 ,一 
般 说 来 ,f(z) 在 点 a 处 不 是 解析 的 . 
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对 于 (2) 中 的 第 二 个 积分 ,我 们 有 
6-а 


2—5 <, 
因此 ,级 数 
1 _ 1， т б-а (C7a) .._ (6-а) 
6 = za 1- £4 之 一 Q (з-а) (=-а})? (2 а)" 
在 с 上 一 致 收敛 . 


同 前 面 一 样 ,我 们 可 得 出 一 个 把 (2) 式 中 的 第 二 项 展开 成 才 级 数 ,但 现在 是 按照 
(х 一 a) 的 负 次 蜗 来 展开 的 : 


љо) -二 | 004 Ус (ата)", (5) 
其 中 
стом | FOE a) de (и=1,2,3,---). (6) 


我 们 在 公式 (5) 与 (6) 中 ,用 历经 整数 值 一 1, -2,… 的 ?取代 历经 整数 值 1,2,… 
的 一 ,因此 ,把 两 个 展开 式 (3) 与 (5) 合 并 成 一 个 ,我 们 便 得 到 


оо 


(=) = рб) + (=) = 2, с,(2-а)". (7) 


并 且 ,根据 第 13 Н ,在 公式 (4) 与 (6) 中 的 那 两 个 圆周 C 与 c ,都 可 以 用 任何 一 个 圆周 
7:|z 一 a|=p (Ж ғ 058 ) 来 代替 .所 以 这 两 个 公式 也 可 以 合并 成 一 个 


РС аб. ... 
6 = , Cea =0, +1, +2, ---). (8) 


在 这 里 所 得 到 的 函数 f(z) 的 按照 x- а 的 正 次 寡 与 负 次 寡 的 展开 式 具 有 依 公 
式 (8) 所 规定 的 系数 ,这 个 展开 式 (7) 就 叫做 函数 f(z) 的 以 点 a 为 中 心 的 洛 朗 展开 
式 ; 级 数 (3) 叫 做 这 展开 式 的 正则 部 分 ,级 数 ($) 叫 做 它 的 主要 部 分 . 

因为 在 我 们 的 讨论 中 ,x 与 R' 可 以 取得 随意 地 接近 7x УК, А 与 1 的 相差 也 可 
以 随意 地 小 ,所 以 对 于 函数 f(z) 在 其 中 解析 的 那 环形 内 所 有 的 点 z ,展开 式 (7) 可 以 
认为 已 经 建立 . 

根据 阿 贝尔 定理 , 洛 朗 级 数 的 正则 部 分 在 圆 |x 一 a|<R 内 处 处 收敛 ,并 且 在 任 
何 一 个 圆 jx 一 a|<kR (0<&<1) 内 , 它 都 是 一 致 收敛 的 . 主要 部 分 代表 一 个 关于 变 


= 2= ПЖ, НИ, ВН, м |7 | < 1/- 时 它 收 倒 , 亦 即 它 在 圆 


|а а > УРААР, #Н4=-а|>-- (0<&<1) 时 , 它 也 是 一 致 收敛 的 . 
这 样 ,我 们 便 已 经 证 明了 : 
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定理 工 洛 明 (P. Laurent)，1843 Е) 在 一 个 使 函数 F(z) 解 析 的 任何 环形 天 : 
г<|=-а|<ВИ,ЖЛаж F(z) 可 以 用 它 的 洛 朗 级 数 (7) 来 表示 ,这 级 数 在 属于 环 
К 的 任何 闭 区 域内 都 是 一 致 收敛 的 . 

完全 同 在 第 17 目 中 一 样 , 从 洛 明 级 数 的 系数 公式 (8) ,可 以 导出 下 述 柯 西 不 等 
式 :如 果 函 数 F(z) 在 圆周 |z -a|=p 上 是 有 界 的 , 设 | Се) |< М ,那么 便 有 


АБ (п=0,+1,+2,--:). (9) 


У! C (= = а)" 
的 级 数 的 收敛 区 域 , 总 是 某 一 个 圆 环 ”rr< | -а|<КЕ, НН 0<,<о,0<В< о. 
这 很 容易 用 阿 贝尔 定理 来 证 实 , 只 要 把 级 数 分 成 正则 部 分 与 主要 部 分 就 是 了 .对 于 н 
<R 的 情形 来 说 ,下 述 定 理 成 立 . 
定理 2 如果 级 数 


оо 


> с, (2 = а)" (10) 


оо 


在 环形 г< |= - а <В 内 收敛 ,那么 它 的 和 f(z) 在 这 个 环形 内 必 是 解析 的 ,并 且 展 
开 式 (10) 是 函数 f(z) 的 洛 关 级 数 . 

实际 上 ,f(z) 是 一 个 解析 函数 这 事实 ,可 以 像 上 一 目的 定理 4 那样 ,根据 阿 贝 尔 
定理 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 来 证 明 . 并 且 ,在 任何 一 个 圆周 y:|z 一 a| = 0 (ЕФ <р 
< 尺 ) 上 ,级 数 (10) 都 一 致 收敛 ,而 且 在 乘 以 (z -a) "(п =0, 土 1, 土 2,…) 之 后 仍 
保持 这 性 质 . 如 果 把 展开 式 


f(z) - > ci(z—a): "| 


(z—-a)”” ££ 
沿 厦 圆周 у 求 积 分 ,并 利用 那个 对 于 任何 整数 ”都 容易 证 明 的 关系 式 
Кан ар 
(参看 第 13 目 中 对 公式 (4) 的 证 明 ) ,那么 我 们 便 得 出 级 数 (10) 的 系数 的 表达 式 : 
А = 元 | f(z)dz . 
” 2rz у (х-а)"*'’ 


它 与 表达 式 (8) 相 符合 .因此 ,级 数 (10) 是 函数 f(z) 的 洛 朗 级 数 ,于 是 定理 2 得 证 . 
定理 2 是 展 成 洛 朗 级 数 的 展开 式 的 唯一 性 定理 ,因为 由 这 定理 便 可 得 出 :不 论 用 


* P. 洛 朗 (1813 一 1854) ,法国 数学 家 .定理 也 被 K. 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 1841 年 得 到 过 ,但 是 他 只 是 在 1894 年 
发 表 了 目 己 的 结果 . 形 如 (7) 的 级 数 还 在 L. 欧 拉 (1748 年 ) 的 文章 中 见 到 过 . 
жк 这 圆 环 在 r 之 R 时 ,可 以 是 一 个 空 集 , 而 在 r= В 的 情形 中 ,收敛 集合 可 能 是 任何 一 个 在 圆周 jz а | = к 
上 的 集合 . 
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任何 方式 把 一 个 解析 函数 展开 成 按照 z – а 的 正 次 容 与 负 次 宕 排列 的 级 数 ,其 所 求 
得 的 展开 式 是 这 个 函数 的 洛 朗 展开 式 . 

22. 奇 点 ”在 上 一 目 中 所 发 展 的 洛 朗 展开 式 这 一 工具 ,使 我 们 能 够 在 所 谓 孤 立 
奇 点 的 邻 域内 完整 地 研究 一 个 解析 函数 的 性 状 , 这 种 孤立 奇 点 是 这 些 函 数 的 解析 性 
被 破坏 的 点 中 最 简单 的 一 种 类 型 .如 果 有 点 a — КЖ ОХ | -а|<К (点 a 本 
号 不 在 内 ) 存 在 ,函数 f(z) 在 这 个 邻 域内 是 解析 的 ,那么 点 a 就 叫做 是 水 数 f(z) 的 
一 个 孤立 奇 点 .我 们 要 着 重 指出 ,所 讲 的 是 关于 那些 使 函数 在 其 邻 域 内 是 单 值 的 点 
(函数 是 单 值 的 这 一 条 件 , 包 括 在 隐 数 是 解析 的 条 件 中 , 见 第 5 目 ). 关 于 多 值 性 的 奇 
点 ,我 们 将 在 第 25 目 中 讨论 . 

孤立 奇 点 ,依照 函数 f(z) 在 它们 的 邻 域 中 的 性 状 , 可 以 区 分 成 三 种 类 型 . 

(1) 如 果 有 一 个 有 限 的 极限 limf(z) 存 在 , 则 点 a 就 叫做 可 去 奇 点 . 

(2) 如 果 当 = Та 时 函数 f(z) 是 无 穷 大 , 即 , 如 果 存 在 着 

limf( =) = co 

(这 表示 了 , 当 za 时 ,| F(z)| 一 co), 则 点 а 就 叫做 极点 . 

(3) 如 采 limf(z) 不 存在 , 则 点 a 就 叫做 本 性 育 点 . 

我 们 来 陈述 函数 有 关 它 们 的 奇 点 的 一 些 基 本 性 质 . 如果 点 a 是 函数 f(z) 的 一 个 
孤立 奇 点 ,那么 根据 上 一 目 中 的 定理 1, 这 个 函数 在 它 的 解析 环形 0<|z 一 a|<R 内 
可 以 展开 成 洛 朗 级 数 . 


Cn C -1 
=... + 4 
f(z) (z—a)” z—a 


这 个 展开 式 依 奇 点 的 特性 而 有 不 同 的 形式 .我 们 来 举 三 个 与 此 有 关 的 定理 . 

定理 1 为 了 点 a 是 函数 f(z) 的 一 个 可 去 奇 点 ,其 充分 必要 条 件 是 , f(z) 在 点 
a 的 邻 域 内 的 洛 朗 展开 式 中 不 含有 主要 部 分 . 

显然 ,如 果 F(z) 的 洛 朋 展开 式 中 不 含有 主要 部 分 , 即 ,如 果 РО) ЕЕ 

(=) = со + с (5-а) +: + с,(х-а)" + (2) 

来 表示 的 ,那么 有 限 的 limyf(z) = co 存在 ”, 所 以 a 是 一 个 可 去 奇 点 . 

反 过 来 讲 , 设 点 a 是 函数 A(z) 的 一 个 可 去 奇 点 .那么 ， 由 于 limf(z) 存 在 并 且 是 
有 限 的 ,因此 函数 f(z) 在 a 的 邻 域 内 是 有 界 的 , 设 |F(z)| 委 M. 

我 们 利用 第 21 目 中 的 柯 西 不 等 式 

|с, 1< Мр". 

因为 其 中 的 数 o 可 以 选取 得 随意 地 小 ,所 以 显然 由 此 便 可 得 出 ,所 有 具有 负 下 标的 
系数 c, 都 等 于 0, 因 此 , f(z) 的 洛 朗 展开 式 不 含有 主要 部 分 .定理 于 是 得 证 . 


+t+cotci(z—a)t++c,(z—a)’+.…. (1) 


ж 根据 第 19 目 中 的 定理 4,(2) 式 的 右 端 在 点 z= a 处 是 解析 的 ,因而 , 它 是 连续 的 ,并 且 当 z->a 时 , 它 的 
极限 等 于 级 数 在 点 a 处 的 和 , 即 ,等 于 co. 
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Ж ”实际 上 我 们 已 经 证 明了 一 个 更 强 的 结论 :如 果 函 数 f(z) 在 一 个 孤立 奇 点 a 
的 邻 域 内 是 有 界 的 ,那么 点 a 必定 是 这 函数 的 一 个 可 去 奇 点 . 

现在 已 经 很 明显 ,“ 可 去 奇 点 ”这 个 名 称 被 证 实 是 恰当 的 ,因为 只 要 令 f(a)= 
іту (2) = со, ГИЕНА АА “去掉 ”. 而 且 这 样 做 了 以 后 ,图 数 и ) 在 点 а 处 
将 是 解析 的 了 ,因为 那 时 在 整个 圆 |z -= e|1< 尺 内 它 都 可 以 用 寡 级 数 (2) 来 表示 ( 见 第 
19 目 中 的 定理 4). 

现在 我 们 转 到 极点 的 情形 上 来 .由 极点 a 的 定义 可 以 推 知 ,在 它 的 某 一 个 邻 域 
0<|=-а[<В’(Е ВВ), М f(z) 是 异 于 0 М. ЛЕХ ЗАКИ, ИЖ 


g(z)= (是 解析 的 ,对 于 这 个 函数 来 说 ,显然 lmg(z) = 0. 因此 ,根据 上 面 的 定 


理 ,点 a 是 函数 g(z) 的 一 个 可 去 奇 扩 ,而 且 在 令 g(e)=0 后 ,我 们 便 得 出 ,点 a Е 
数 g(z) 的 一 个 零点 . 反 过 来 讲 ,如 果 函 数 g(z) 在 点 a 处 等 于 0 (而 不 是 恒 等 于 0), 


那么 根据 第 20 目 中 的 定理 1 ,函数 М) = СЕ а 的 某 一 个 邻 域 0<|z-a|<R 


内 是 解析 的 .显然 ,点 a ХЕРА Р(х) У. 
因此 ,解析 函数 的 零点 与 极点 是 十 分 自然 地 互相 关联 着 的 .我 们 并 且 规 定 把 函数 


g(z)= МН a 的 阶 数 , 称 做 是 函数 f(z) 的 极点 a 的 阶 数 . 


定理 2 要 点 4 是 函数 f(z) 的 一 个 极点 ,其 充分 必要 条 件 是 , f(z) 在 点 a 的 邻 
人 


f(z)= (а) + … + 二 十 2, с. (== а)“. (3) 
这 时 ,展开 式 中 最 先 的 那个 抽 次 款项 的 下 标 数 ,其 数值 等 于 极点 的 阶 数 ， 
设 点 是 函数 F(z) 的 一 个 阶 极点 .于 是 函数 g(z)= 5,g(a)=0 在 点 4 


处 有 一 个 n 阶 的 零点 ,并 且 ,根据 第 20 Н ,在 点 a 的 一 个 邻 域 内 它 可 以 表示 成 
#(=)=(=-а)"Ф(=) 
的 形状 ,其 中 gp(z) 是 一 个 解析 函数 ， g(a ) 关 0. 在 这 个 邻 域内 


1 1 
№) ee 7 (= а)" p(z) (4) 
但 是 函数 ;在 点 a 的 某 一 个 邻 域 |z а < 内 是 解析 的 ,因此 , 它 在 那个 邻 域内 
可 以 展开 成 泰勒 级 数 : 


гуа Не-а) ++ со(е та)", 
其 中 。_， 960. ХИУА СА) Н ИИН РЭР (3). 
它 是 在 点 a ЮА 0< |: -а|<В 内 成 立 的 . 
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现在 反 过 来 , 设 展开 式 (3) 在 点 a 的 某 一 个 邻 域 0<|z 一 a |<R 内 成 立 , 并 且 
с_„220. РЖ ф(2) = (2 - а)" (=), ф(а) =с-„Ж# | 2-а <р 内 便 可 以 用 泰 
勒 级 数 

Ф(=)=с-„+с-„+1(=-а) + (5) 
来 表示 ,这 就 是 说 , p(x) 是 解析 的 .由 于 lim gp(z)=c-， 关 0, 所 以 


(=) 
limf(z)= Ши — 1) 


于 是 点 а 是 f(z) 的 一 个 极点 . 函数 (=) = ау = а 显然 在 点 a 处 有 一 个 Ги 


阶 零点 ,因此 ,极点 а 的 阶 数 等 于 .定理 于 是 得 证 . 

从 所 证 明 的 这 两 个 定理 可 以 直接 得 出 

定理 3 当 在 点 a 的 一 个 领域 内 函数 f(z) 的 洛 并 展开 式 的 主要 部 分 含有 无 限 
多 个 项 时 ,而 且 也 只 有 当 这 时 ,点 a 才 是 函数 f(z) 的 一 个 本 性 奇 点 . 

下 述 定理 说 明 函 数 在 一 个 本 性 奇 点 的 邻 域内 的 性 状 : 

定理 4(Ю. В. ЖЕ * ,1868 Е) ”如果 点 a 是 函数 f(z) 的 一 个 本 性 奇 点 , 那 
么 对 于 任何 一 个 复数 A ,总 有 一 点 列 z, 一 a 存在 ,使 得 lim f( z, )=A. 

首先 ,一 定 存在 着 一 个 点 列 z 一 a, 使 得 lim f(z,)==%, 因 为 假如 不 然 的 话 ， 
f(z) 在 点 a 的 某 一 个 邻 域内 是 有 界 的 ,而 点 a 就 将 是 f(z) 的 一 个 可 去 奇 点 了 ( 见 定 
理 1 后 的 注 ). 现 在 设 已 给 定 一 个 任意 复数 A .在 下 述 的 两 种 情形 之 中 必定 有 一 种 成 
立 :1) 在 点 а 的 任何 一 个 邻 域 内 都 可 以 找到 一 个 点 z, 在 这 个 点 处 有 f(z)=A, 一 一 
这 时 索 霍 茨 基 定 理 便 已 经 证 明 ,因为 这 样 的 点 构成 一 个 序列 z,>a ,在 序列 的 所 有 点 
处 都 有 f(z )=A;2) 在 点 a | 函数 f(z) 不 取 A 值 . 


在 第 二 种 情形 中 ,函数 g(x) = -Frzj 一 二 在 所 说 的 那个 邻 域内 是 解析 的 .点 а 8 
不 可 能 是 函数 g(z) 的 极点 ,也 不 可 能 是 它 的 可 去 奇 点 ,因为 假如 а 是 函数 g(z) 的 极 
点 或 可 去 奇 点 ,就 要 存在 着 有 限 的 或 无 限 的 极限 liny(z) = (А + у 7. ЇЙ, 
点 a 必 是 函数 g(z) 的 一 个 本 性 奇 点 .根据 刚才 所 证 明 的 ,一 定 有 一 个 点 列 а 存 
在 ,使 mg(z)= co. 对 于 这 点 列 来 说 ,显然 有 
шубы) = в А+ (= 57) =А 
ТЕТ Е. 
* ТЕНИ ЈА РАКАТ ВО, НЕЕ ТСЕ ЈС] 56-р АА Жу 


(Юлиан Васильевич CoxouKkr 计 ,1842 一 1929) 的 学 位 论文 中 已 经 被 证 明 , 并 且 在 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 论文 出 现 之 前 八 
年 ,就 已 经 发 表 了 .与 索 霍 茨 基 同时 意大利 数学 家 卡 索 拉 基 (下 .Kasorati) 也 得 到 了 这 一 定理 : 


[22] $5 用 级 数 表示 解析 函数 .59 ， 


索 稚 次 基 和 定理 同 这 一 目 中 前 面 的 那 几 个 定理 ,使 我 们 能 够 断定 :在 一 个 孤立 奇 点 
的 邻 域内 ,解析 函数 或 者 趋 于 一 个 确定 的 (有 限 的 或 无 限 的 ) 极 限 ,或 者 是 完全 不 确定 
的 , 即 ,可 以 ( 循 着 不 同 的 点 列 ) 趋 于 任意 一 个 预先 给 定 的 极限 .任何 中 间 情 形 都 是 不 
可 能 的 . 

我 们 来 举 几 个 初等 函数 的 例子 ,它们 具有 不 同类 型 的 奇 点 : 

例 1 函数 2 三， 一生 ,一 9 在 坐标 原点 处 都 有 一 个 可 去 奇 点 .要 证 实 这 个 ,最 简单 的 办 
法 是 利用 第 18 目 中 大 家 所 熟知 的 泰勒 展开 式 (5) ,与 本 目 中 的 定理 1. 例 如 ,在 任何 = 天 0 的 情形 下 
我 们 总 有 


所 以 点 z=0 是 函数 加 的 一 个 可 去 奇 点 ， 


例 2 函数 F(z)= i 一 有 无 限 多 个 极点 ,就 是 点 а= + ОЕТ) ,6=0,+1,+2,---, Е 


这 些 点 处 分 母 变 成 0( 这 些 点 排列 在 坐标 轴 的 那 两 条 等 分 角 线 上 ). 所 有 这 些 极点 都 是 一 阶 极点 , 因 


为 函数 = +1 在 这 些 点 处 都 有 一 阶 零 点 (其 导数 2ze” 在 这 些 点 处 不 等 于 0). 


例 3 ЖЖ ст, чт 一 ,cos 一 在 坐标 原点 处 都 有 本 性 奇 点 .要 证 实 这 个 ,最 简单 的 做 法 是 ,在 第 


18 目的 泰勒 展开 式 (5) 中 用 二 来 代替 xz. 然后 再 利用 本 目 中 的 定理 3 (例如 ,在 任何 2520 的 情形 


下 ,我 们 都 有 


1 _ 1.11... 
ет =14+- 3+ ). 


我 们 举 这 三 个 函数 中 的 第 一 个 作为 例子 ,来 检验 索 霍 蒋 基 定理 的 正确 性 .对 于 А = ,可 以 取 
点 ;= 三 肖 一 1,2,3,… 来 作为 这 定理 中 的 点 列 x ,因为 ,显然 我 们 有 ji (а) = Jime = oo; 对 于 


A=0, 可 以 取 z= -二 ,=1,2,3,…, 因 为 在 那 时 就 有 lim f(z ) = те “=0; 最 后 ,对 于 一 个 有 


限 数 A 关 0, 我 们 可 以 取 之 k тар: 素 =1,2,3,…, 于 是 im f(z) = Не" ^ 2 = А (记号 [п 
表示 对 数 的 某 一 个 值 ). 
а 函数 f(z) = 在 坐标 原点 处 有 一 个 非 孤立 的 奇 点 ,因为 坐标 原点 是 这 个 函数 的 极 
ez +1 
ОИ ЧО 参 
а а орет ВЯ 2). 


根据 奇 点 的 特征 ,可 以 区 分 出 下 述 简单 的 两 类 单 值 解析 函数 : 
(1) Жж ЖЖЖ (ево я” ,那么 f(z) 就 叫做 是 一 个 整 钞 数 ， 


ж 在 这 里 和 随后 的 定义 中 谈 到 平面 的 有 限 点 ,在 主要 内 容 中 不 强调 这 一 点 ,因为 无 穷 远 点 的 概念 我 们 将 在 
后 面 的 第 24 目 中 引入 . 
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或 全 纯 函 数 .根据 第 18 目的 泰勒 定 理 , 可 以 断定 ,任何 一 个 整 函 数 都 可 以 用 一 个 在 整 
个 平面 内 收敛 的 医 级 数 > с," 来 表示 (而 且 , 反 过 来 ,每 一 个 可 以 用 一 个 处 处 收敛 


的 医 级 数 来 表示 的 函数 ， 也 都 是 一 个 整 函数 ) 所 有 的 多 项 式 , 指 数 肾 数 ,sin zx,cos 2 
等 ,都 是 整 函数 的 例子 .显然 , 整 哺 数 的 和 , 差 与 积 , 痢 仍然 是 整 函 数 . 

(2) 分 式 函数 ”如 果 清 数 f(z) 除 了 极点 以 外 没有 别 的 奇 点 ,那么 f(z) 就 叫做 
一 个 分 式 函 数 ,或 亚 纯 函数 .从 这 个 定义 可 以 得 出 :在 任何 有 界 区 域内 ,一 个 亚 纯 肾 数 
只 可 能 有 有 限 多 个 极点 .事实 上 ,假如 在 一 个 有 界 区 域内 它 可 以 有 无 限 多 个 极点 的 
话 ,那么 就 必定 存在 着 这 些 极点 的 回 某 一 个 点 a 收敛 的 序列 ,这 个 点 a 就 是 一 个 非 
孤立 奇 点 ,而 不 是 一 个 极点 了 .但 在 整个 平面 上 ,极点 便 可 以 有 无 限 多 个 .所 有 整 函 
数 , 有 理 函 数 ,三 角 函 数 等 ,都 是 亚 纯 函 数 的 例子 . 显然 ,两 个 亚 纯 函 数 的 和 , 差 , 积 与 
商 , 以 及 一 般 地 说 , 亚 纯 函 数 的 任何 有 理 函 数 R(fi ,了 fo，… ,了 ), 都 仍然 是 亚 纯 函数 . 

关于 整 函 数 导 亚 纯 函 数 的 详细 讨论 , 见 第 五 章 . 

23. 留 数 定理 . 辐 角 原理 ”在 这 里 我 们 要 介绍 一 个 对 以 后 的 应 用 极端 重要 的 概 
念 一 一 函数 的 留 数 这 概念 ”, 并 证 明 一 些 与 其 有 关 的 一 般 性 的 定理 . 留 数 的 计算 的 例 
子 ,与 其 各 种 应 用 ,我 们 将 放 在 后 面 来 讨论 (主要 是 在 第 五 章 与 第 六 章 中 ). 

设 点 а 是 函数 f(z) 的 一 个 孤立 奇 点 ,7Y 是 以 点 a 为 圆心 的 沿 正 方 回 行进 的 某 一 
个 足够 小 的 圆周 | z – а | = о, 


ji |7004 (1) 
叫做 f(z) 在 奇 点 a 处 的 留 数 , 记 作 res f(a). 根 据 第 13 目 我 们 知道 , 当 р 足够 小 时 ， 
留 数 的 值 与 о 的 值 无 关 . 

从 第 21 目 中 的 洛 朗 级 数 的 系数 公式 (8) ‚п = -1 时 可 以 直接 导出 : 
res fa) = 天 | Hz)dz=c- (2) 


即 ,函数 f(z) 在 一 个 奇 点 a 处 的 留 数 ,等 于 f(z) 在 点 a 的 领域 内 的 洛 朗 展开 式 中 
-1 ЖЖЖЖ. 
由 此 便 得 出 ,在 可 去 奇 点 处 图 数 的 留 数 总 等 于 0. 在 и 阶 极点 处 的 留 数 ,容易 由 
述 公 式 来 求 得 


res (а) =, тут ту (= а)"Г(=)}. (3) 
要 得 出 这 个 公式 ,我 们 只 и 
-1 ооо 
f(z)= (= а)" =" 0 


ж 留 数 的 概念 是 A. 柯 西 在 “Mekmoire sur les integrales definies"(1814 ) 中 引进 的 .在 他 自己 的 “数学 习题 ” 
(“Exercices de mathématiques”)(1826 一 1829) 中 ,他 还 给 出 了 这 个 概念 在 数学 分 析 上 的 许多 应 用 . 柯 西 在 他 自己 
的 著作 中 指出 ,他 发 展 欧 拉 的 思想 ,而 得 出 了 留 数 的 概念 . 
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ЕР (= 一 a)" ,把 所 得 到 的 等 式微 分 п — ПХ АЕ за 时 取 极 限 就 可 以 了 (不 
可 能 直接 把 z=a 代入 导数 中 去 ,因为 a д (=) ААА). 
对 于 一 阶 极点 ,公式 (3) 有 着 特别 简单 的 形式 : 
res /(а) = іт (= -а)/(=)1. (4) 
如 果 在 点 a 的 邻 域 内 ,图 数 /(z) 被 规定 为 两 个 在 点 а ЛЕНУ РАНЕ : 


ф(х) 
П) gee) 


并 且 ф(а) 50,11 y(z) 在 点 a 处 有 一 阶 零点 ( 即 (а) =0, Ш ф (а)520), ЖА 
(4) 就 可 以 用 下 面 这 一 公式 来 代替 : 


ф(х), _ ф(х) 
Оте, уе а) = т а © = 4704): (5) 


Я 亚 纯 函数 сог z’ 在 点 z= 土 V + Ал (k=1,2,3,…) 处 有 一 阶 极 点 ,在 点 z=0 处 有 二 阶 极 
点 (要 证 实 这 个 ,最 简单 的 办 法 是 考虑 函数 tan zx 的 零点 ). 按 照 公 式 (3) ,在 点 z=0 处 的 留 数 等 于 
4 


— 7 os 
zsin 222 — 22’ jm 3% ы -0* 


№ (22 сої = ^) = Ши 7 im 一 一 
(这 也 可 以 从 下 述 事实 来 看 出 ;cot ер 2 =0 为 中 心 的 洛 朗 展开 式 ,只 能 够 含有 z КИВИ). 
按照 公式 (5), 取 ф(х) = соѕ zx ,J(z)=sin х? ,得 出 在 点 z= У +kx 处 的 留 数 等 于 

соѕ =” “14 1 


ЕЧ 
留 数理 论 的 应 用 ,主要 是 以 下 面 这 个 重要 的 留 数 定 理 为 基础 的 : 
定理 Е п. Ж) 设 函 数 F(z) 在 区 域 D 的 边界 C 上 连续 ” ,在 这 区 域 
的 内 部 ,除了 有 限 多 个 奇 点 al ,av ，…，,a, 处 外 ,处 处 都 解析 .那么 ,如 果 C 按 正方 向 
绕 行 , 则 有 


| eaz=a2m > res Fas) (6) 


这 定理 的 证 明 ， 可 以 从 多 阶 连 通 区 域 的 柯 西 定理 (第 13 目 ) 得 出 .我 们 把 每 一 个 
奇 点 a 都 包括 在 一 个 小 圆周 7, : 12 – а, | = pi 内 ,并 且 把 wm 取得 足够 小 ,使 所 有 这 些 
小 圆周 都 全 部 位 于 区 域 D 内 ,而 且 彼 此 不 相交 (图 26). 由 于 函数 f(z) 在 由 曲线 С 
与 全 体 小 圆周 yx 所 围 成 的 那个 区 域 D* 内 是 解析 的 ,在 D* 上 是 连续 的 ,所 以 根据 所 


* 我 们 把 分 子 与 分 母 都 用 它们 在 点 z=0 的 邻 域内 的 泰勒 展开 式 中 的 前 几 项 来 代替 . 
xx 在 这 里 以 及 在 以 后 ,我 们 说 “/(z) 在 一 个 区 域 的 边界 上 连续 ”, 总 理解 为 是 “ 沿 着 这 区 域 连续 ”的 意思 , 即 ， 
其 意义 是 说 :在 边界 上 的 任何 一 个 点 zo 处 ,都 有 极限 
lim f(z)= f(z0) 
< ”0 


存在 ,这 时 z 一 zo 是 沿 着 区 域 D 的 点 来 趋 近 的 .如 果 С 有 重点 ,例如 两 岸 割 痕 ,那么 条 件 可 以 减弱 ,只 要 求 从 割 
痕 的 每 一 边 上 x 一 zo 时 A(z) 的 极限 值 存在 (并 且 从 一 边 和 从 男 一 边 的 极限 不 一 定 要 相等 ). 
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引用 的 定理 ， 
| ее + >|. f(z)dz=0, 


其 中 所 有 的 у, 都 是 按照 顺 时 针 的 方向 来 行进 的 .我 们 把 绕 
行 这些 圆 周 x; 的 方向 完全 改变 ,并 利用 留 数 的 定义 (1) ,按照 
这 和 定义 有 


| f(z) dz =2літеѕз f(a,), 


于 是 便 得 到 了 所 需 的 结果 (6). 

留 数 定理 的 根本 重要 性 在 于 : 它 使 得 我 们 可 以 把 对 一 个 “整体 范围 内 "的 量 一 一 
如 沿 着 一 条 闭 周 线 的 有 限量 的 积分 一 一 的 计算 ,化 成 对 一 些 “ 在 小 范围 内 ”的 量 、 微 分 
的 量 一 一 如 留 数 就 是 这 样 的 一 些 量 一 一 的 计算 .实际 上 , 留 数 是 利用 沿 无 限 小 周 线 的 
积分 ,或 者 甚至 于 是 利用 简单 的 取 极 限 方式 (公式 (3),(4) 与 (5)) 来 计算 的 .把 对 一 个 
“整体 范围 内 "的 量 的 计算 化 成 对 一 些微 分 的 量 的 计算 这 个 方法 ,在 数学 分 析 中 是 很 
普通 的 (参看 利用 原 函 数 来 求 积分 的 计算 , 原 函数 是 根据 已 知 的 导数 来 确定 的 ). 关 于 
留 数 理论 的 应 用 ,我 们 将 专门 在 第 五 章 中 讲述 . 

我 们 还 要 谈 一 谈 对 数 留 数 的 概念 .所 谓 一 个 解析 函数 f(z) 在 点 a 处 的 对 数 留 
数 ,是 指 f(z) 的 对 数 导 数 


,_ f(z) 
а f(z)| ~ fz) 


的 留 数 . 
显然 ,说 起 对 数 留 数 , 不 仅 在 f(z) 的 奇 点 处 有 意义 ,而 且 在 f(z) 的 零点 处 也 是 
有 意义 的 .如 果 点 a 是 f(z) 的 一 个 п 阶 零 点 ,那么 在 点 a 的 邻 域 内 
f(z)=c,(z—-a)" + с, (#-а)"*" + --*,с, 720, 
因此 ， 
Р (=) = пс, (2 = а)" +(п+1)с,.,(=-а)"+--, 
而 对 数 的 导数 
f(z)_ 1 пс, + (п +1)с, (2-а) + 
fz) ж-а се (а-а)+ С 
等 式 右 端的 第 二 个 因子 在 点 a 处 是 解析 函数 ,因为 c, 和 天 0, 所 以 它 可 以 展开 成 具 
有 中 心 a 的 泰勒 级 数 ( 级 数 中 与 = – а 无 关 的 那 项 等 于 nn), 于 是 


= 1 п+а, (2-а) +а,(=х-а)? + ---| 


2 а 


__П 一 ... 
== +4 +41 (я а) + . (7) 


这 样 ,我 们 便 已 得 出 了 对 数 的 导数 {in (=) 在 点 z=a 的 邻 域内 的 洛 归 展开 
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式 , 从 这 展开 式 中 可 以 看 出 ,点 a 是 它 的 一 阶 极 点 ,其 留 数 等 于 п. 
现在 设 点 а 是 f(z) 的 一 个 阶 极 点 .因为 图 数 е УЕ а 处 有 一 


阶 零 点 ,并 且 由 于 in 7(z) = = Па g(z)| ,所 以 按照 刚才 所 证 明 的 ,就 对 数 的 导数 
lin УС) ГЕЙ, a 是 一 个 一 阶 极点 ,其 留 数 为 .因此 ,证 明了 下 列 定理 ， 
定理 2 Бан /(z) 的 零点 与 极 志 处 , 它 的 对 数 的 导数 人 人 都 有 一 个 一 阶 要 
点 ,并 且 在 函数 的 零点 处 ,其 对 数 留 数 的 值 等 于 这 个 零点 的 阶 数 ,在 极点 处 其 对 数 久 
数 的 值 等 于 极点 的 阶 数 的 负数 
定理 2 与 留 数 定理 给 我 们 应 用 对 数 留 数 来 计算 解析 函数 在 给 定 区 域内 的 短 点 与 
极点 的 个 数 的 可 能 性 ， 
设 函 数 /(z) 在 有 界 区 域 D 的 内 部 ,除了 在 有 限 多 个 阶 数 分 别 为 вора», 
的 极点 bj ,5 ，…, 5 处 以 外 ,是 处 处 解析 的 ,在 这 个 区 域 的 边界 С 上 是 连续 的 ,并 且 
在 С 上 不 等 于 0; 再 假设 广 (z) 在 С 上 连续 .那么 函数 /(z) 在 D 内 就 只 可 能 有 有 限 
多 个 零点 ,因为 假如 不 然 的 话 ,就 要 存在 着 向 区 域 D 的 一 个 内 点 或 边界 点 收敛 的 、 由 
零点 构成 的 无 穷 序列 了 ,但 是 这 序列 既 不 可 能 向 一 个 内 点 收敛 (根据 第 20 目 中 的 只 
一 性 定理 ) ,也 不 可 能 向 一 个 边界 点 收敛 (因为 /(z) 在 C 上 是 连续 的 并 且 f/(z) 了 0). 
我 们 把 /<) 在 区 域 D 内 的 零点 记 作 4，, 0s，… a1, 而 把 它们 的 重 数 分 别 记 作 и 
оти .把 留 数 定理 与 定理 2 应 用 到 了 (z) 的 对 数 的 导数 上 我 们 便 得 到 : 
2л; = а= (п ъло ++ т) (р ър ++ р,) = М-Р, (8) 
其 中 N 与 分 别 表示 这 函数 的 零点 与 极点 的 总 个 数 ,每 一 个 零点 与 每 一 个 极点 都 要 
按照 它 的 阶 数 来 重复 计算 
我 们 来 说 明 上 面 最 后 那个 等 式 的 左 端的 几何 意义 .我 们 有 


1 rf f(z)) 
21 с К) 8 т |。 dln| (=) +5; |, darg }(=), (9) 


其 中 ln 与 arg 表示 这 两 个 函数 的 某 一 个 沿 着 С 连续 的 分 支 .因为 在 沿 闭 周 线 С 917 
一 周 时 ,函数 | f(z)| 回 到 它 自 己 原先 的 值 上 ,所 以 (9) 式 右 端 中 的 第 一 个 积分 等 于 
0. 为 一 方面 ,如 果 当 z С 绕 行 一 周 时 ,点 w= f(z) 所 画 成 的 那 条 曲线 Г, ВА 
ш=0 在 其 内 部 ,那么 arg f(z) 的 最 终 值 就 可 能 与 其 初始 值 不 同 (图 27), 于 是 (9) 式 
右 端 中 的 第 二 项 就 可 能 不 等 于 0. 量 


去 | аав У) = 5 Асате f(z) 
是 函数 f(z) 的 辐 角 在 沿 С 绕 行 完 整 一 周 时 的 全 变 差 除 以 2x ,这 个 值 几何 上 表示 在 
绕 行 С 完整 一 周 时 向 量 f(z) 环 绕 原点 w=0 的 回转 次 数 , 或 者 ,也 就 是 在 映射 w = 
f(z) 下 绕 行 С КИНА Г ВТЕ о 环绕 原点 w=0 的 回转 次 数 ,( 在 图 27 上 该 数 等 
于 1). 关 系 式 (8) 与 (9) 表 达 了 所 谓 的 辐 角 原 理 . 
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图 27 


定理 3 如果 函 数 F(z) 在 区 域 万 内 除了 在 有 很 多 个 极点 处 以 外 是 处 处 解析 的 ， 
在 这 区 域 的 边界 C 上 是 连续 的 ,并 且 在 С 上 不 等 于 0; 再 假设 f(z) 在 С 上 连续 , 那 
么 这 函数 在 ЮО 内 的 零点 的 总 个 数 与 极点 的 总 个 数 (每 一 个 零点 与 每 一 个 极点 ,都 按 
照 它 是 几 阶 而 被 计算 几 次 ) 之 间 的 差 ,等 于 向 量 ww 绕 行 曲线 C 在 映射 包 = f(z) 下 的 
像 曲线 古 时 的 回转 次 数 ,或 者 ,完全 一 样 ,等 于 在 区 域 D 内 f(z) 的 对 数 留 数 的 和 ， 


_ 1 _ 5 Г (=) | 
М-Р = 7-Дсагв /(=)=5 |] в) 9 (10) 


关于 计算 函数 的 零点 与 极 点 的 个 数 的 进 _ 步 结果 及 其 重要 应 应用 ,我 们 将 在 第 75 
目 中 来 陈述 . 在 这 里 我 们 只 举 出 公式 (8) 的 另外 一 种 形式 , 它 不 仅 顾及 零点 与 极点 的 
个 数 ,并 且 还 顾及 它们 的 位 置 

我 们 除了 考虑 那个 满足 辐 角 原理 的 条 件 的 函数 f(z) 之 外 ,同时 还 考虑 另外 一 个 
在 万 中 解析 并 且 在 万 上 连续 的 函数 w(z). 可 以 是 函数 g(z) = ф(2): Га 点 
的 ,显然 只 有 f(z) 的 那些 零点 与 极点 ,并 且 在 每 一 个 这 种 点 c 的 邻 域内 ,这 函数 都 可 


g(z)= ф(с) +. | | Еа 一 +7) +... 
( 见 定理 2) ,其 中 的 符号 ”+ "用 于 当 点 “ (с) НОЕ АНТИ ,符号 ”- "РЯ 
с 是 f(z) 的 极点 时 的 情形 .由 此 可 见 ,g(z) 在 后 c 处 的 留 数 等 于 + gp(c)n ,在 关系 式 


(8) 中 用 函数 人 我 们 得 到 ; 


21 ай = п 1 ф(а1) +. + пф(а,) - р. Ф(Б,) 一 … 一 Р„Ф(Ь, ). 
(11) 


特别 , 当 令 ф(х)==х 时 , 便 有 
т | «дя == > Ok >) Ра. (12) 
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这 里 的 右 端 部 分 表示 在 区 域 D 中 函数 f(z) 的 所 有 零点 的 和 与 所 有 极点 的 和 之 间 的 
差 ,其 中 的 每 一 个 零点 与 每 一 个 极点 都 按照 它 的 几 阶 而 在 和 中 被 计算 几 次 . 

现在 我 们 不 考虑 图 数 f(z), 而 来 考虑 聘 数 g(z)= f(z) 一 a, 其 中 a 是 一 个 固定 的 
复数 .图 数 g(z) 的 极点 与 f(z) 的 极点 相同 ,而 它 的 零点 则 是 函数 f(z) 的 a 值 点 , 即 ， 
使 f(z) 在 其 处 取 值 a 的 那些 点 .如 果 f(z) 在 区 域 D 内 除了 在 有 限 多 个 极点 处 以 外 是 
处 处 解析 的 ,在 这 个 区 域 的 边界 С 上 是 连续 的 而 且 不 取 值 a ,并且 A(z) 在 С 上 连续 ， 
那么 公式 ( М 与 ( Gs gi Е Иа 于 是 我 们 修得 到 ; 


5 = 2л 5=Асагв1 (=) -аі = УЭ п > pr， (13) 
Г. ГС ый 
[а У ма У ры. (14) 


其 中 а, ,as，,…,a 是 函数 f(z) 在 区 域 D 内 的 a 值 点 ,它们 的 阶 数 ”分别 是 пп, 
п, Тб, , бо ›-** , 6, М f(z) 在 DD 内 的 极点 ,它们 的 阶 数 分 别 是 р, ро, р. 

24. 无 穷 远 点 ”和 直到 此 时 为 止 ,我 们 所 考虑 的 只 是 复 变 量 平面 上 的 那些 有 限 点 . 
但 是 在 许多 问题 的 讨论 中 ,如 果 把 无 穷 远 点 也 引进 来 ,将 是 很 有 用 的 .要 引进 无 穷 远 
点 ,最 直观 易 懂 的 做 法 是 借助 于 所 谓 的 球 极 平面 投影 ,就 是 把 z 平面 投影 到 一 个 其 
南极 与 平面 相 切 的 球面 上 去 的 投影 . 这 种 投影 ,使 复 平面 上 的 每 一 个 点 zx ,都 同 球 
面 上 的 一 个 点 Z 成 对 应 ,这 个 点 2 便 是 连接 .点 z 与 球面 的 北极 的 那 条 射线 同 球面 
的 交点 (图 28) . 球 极 平 面 投影 在 复 平 面 同 不 包括 北极 的 球面 之 间 ,建立 起 一 种 一 一 
对 应 的 关系 .点 Z 可 以 看 作 是 复数 z 的 球面 映像 ,这 球面 本 身 ,就 叫做 复数 球面 . 


图 28 


为 了 要 把 这 种 对 应 关系 扩大 到 整个 球面 上 来 ,我 们 引进 一 个 假定 的 无 穷 远 点 ( 复 
数 = = co ) ,并 把 它 当 作 是 同 球面 的 北极 成 对 应 的 . 数 = = co 不 能 像 通常 的 复数 那样 
来 作 算术 运算 .但 是 ,譬如 说 ,如 果 对 于 任何 М >0, 总 可 以 找到 一 个 下 标 数 no ,使 得 
当 nn 之 no 时 都 有 |z, | > М 的 话 , 我 们 就 说 序列 |z, | 向 无 穷 远 点 收敛 : limz, = оо (前 


* 天数 f(z) 一 a 的 对 应 的 零点 的 阶 数 ,叫做 С) В а 值 点 的 阶 数 . 
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面 在 类 似 的 情形 中 ,我 们 已 经 这 样 做 了 ). 这 种 说 法 被 证 实 是 适当 的 ,因为 序列 的 点 
z, 的 球 极 平面 投影 Z, 确 实 形成 一 个 向 球面 的 北极 收敛 的 点 列 . 

加 入 了 无 穷 远 点 的 那个 复 变量 平面 ,叫做 完全 的 复数 平面 (于 是 ,没有 这 个 无 穷 
远 点 的 复数 平面 ,就 称 做 是 开 的 ) .我 们 已 经 知道 ,完全 的 复数 平面 是 与 球面 对 等 的 ， 
凡是 与 无 穷 远 点 有 关 的 那些 概念 的 几何 表示 ,用 复数 的 球面 映像 来 表示 为 最 方便 . 

所 谓 无 穷 远 点 的 邻 域 ,我 们 是 指 在 球面 上 以 北极 为 圆心 的 一 个 圆 , 或 者 , 换 一 种 
说 法 ,是 指 所 有 那些 满足 不 等 式 |z| > R 的 点 z (包括 无 穷 远 点 在 内 ) 的 集合 .在 引进 
了 这 个 概念 之 后 ,我们 便 可 以 讨论 包含 无 穷 远 点 于 其 内 部 或 边界 上 的 那些 区 域 , 即 ， 
那些 无 界 区 域 .在 第 3 目 中 谈 到 的 关于 有 界 区 域 的 连通 阶 数 的 定义 ,可 以 一 字 不 改 地 
移 用 到 无 界 区 域 上 来 (例如 ,点 = = co 的 邻 域 ,包括 点 = = co 在 内 的 ,是 一 个 单 连通 区 
域 ;而 把 点 = = co 除外 的 那个 邻 域 , 则 是 一 个 二 阶 连通 区 域 )， 

在 第 5 目 中 曾 利用 邻 域 来 定义 函数 的 极限 ,这 定义 也 可 以 一 字 不 改 地 推广 到 无 
穷 远 点 zu 与 wo 上 来 .这 时 趋 于 极限 zw = co 的 那个 函数 ,叫做 无 穷 大 (参看 第 22 Н 
中 极点 的 定义 ). 

设 函数 f(z) 在 无 穷 远 点 的 某 一 个 邻 域内 是 解析 的 (点 = = co 本 身 除 外 ,因为 到 
现在 为 止 ,在 这 个 点 处 的 解析 性 的 概念 ,还 是 未 曾 定义 的 ) .第 22 目 中 的 奇 点 的 定义 ， 
可 以 不 加 任何 改变 地 推广 到 这 种 函数 上 来 :我 们 按照 极限 lim f(z) 是 有 限 的 无 穷 
的 或 根本 不 存在 的 ,而 说 = = co 是 函数 f(z) 的 可 去 奇 点 、 极 点 或 本 性 奇 点 ， 

但 是 与 洛 朗 展开 式 有 关 的 奇 点 的 类 型 的 准则 (第 22 目 中 的 定理 1 一 3), 这 时 却 
改变 了 ,这 可 以 从 下 面 的 讨论 中 看 到 .我 们 令 

===) =1($)= (8), 
于 是 函数 p( 5) 在 点 =0 的 某 一 个 邻 域内 是 解析 的 .点 5=0 对 于 gp(<) 来 说 是 一 个 
奇 点 ,其 类 型 与 点 = = oo 对 于 f(z) 来 说 的 奇 点 类 型 相同 ,因为 lmm (=) = рО). 
函数 f(z) 在 点 = = co 的 邻 域内 的 洛 朗 展开 式 ,显然 可 以 从 p(5) 在 点 =0 的 邻 域内 


的 洛 朗 展开 式 中 ,用 一 个 简单 的 代 换 《= 二 而 得 到 .但 是 在 这 样 的 代 换 下 ,展开 式 的 


正则 部 分 就 改变 成 主要 部 分 ,而 主要 部 分 则 改变 成 正则 部 分 . 

因此 ,下 列 定理 成 立 . 

定理 1 当 无 穷 远 点 是 函数 f(z) 的 一 个 可 去 奇 点 时 ,f(z) 在 无 穷 远 点 的 令 域 内 
的 洛 朗 展开 式 完全 不 含 z 的 正 次 震 项 ; 当 无 穷 远 点 是 一 个 极点 时 ,展开 式 含 有 有 限 
多 个 z 的 正 次 辕 项 ; 当 无 穷 远 点 是 一 个 本 性 奇 点 时 ,展开 式 含 有 无 限 多 个 z МЕХ 
ЖЖ. 

如 果 f(z) 在 点 z= co 处 有 一 个 可 去 奇 点 ,通常 就 说 f(z ) 在 无 穷 远 处 是 解析 的 ,并 
且 取 f(%)= limf(z). 这 时 ,显然 函数 f(z) 在 后 == % 的 茶 一 个 邻 域内 是 有 界 的 . 

设 函 数 f(z) 在 整个 复数 平面 上 是 解析 的 .由 于 函数 在 无 穷 远 点 处 是 解析 的 ,所 
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以 它 必定 是 在 无 穷 远 点 的 某 一 个 邻 域内 是 有 界 的 ; 设 当 |z|>>R 时 |/(z)|<Mo. 男 
一 方面 ,由 于 f(z) 在 闭 圆 |z| 三 R 上 是 解析 的 (因此 是 连续 的 ) ,推出 它 在 这 个 圆 上 
必定 是 有 界 的 ; 设 在 这 个 圆 上 | (2) 1< М. РЕЖ f(z) 便 在 整个 平面 上 都 是 有 
界 的 :对 于 一 切 的 z 来 说 ,我 们 都 有 | f(z)|<M= тах(М,,М,). 

因此 ,我 们 可 以 给 予 刘 维 尔 定理 (第 17 目 ) 以 下 述 的 形式 : 

定理 2 ЖЖ F(z) 在 整个 z 平面 上 是 解析 的 ,那么 它 必 定 是 一 个 常数 . 

最 后 我 们 还 要 谈 到 在 无 穷 远 点 处 的 留 数 的 概念 . 设 函 数 f(z) 在 点 z= co 的 某 一 
个 邻 域内 是 解析 的 (无 穷 远 点 本 身 或 许 除外 ) ,所谓 函数 /(z) 在 无 穷 远 点 处 的 留 数 ， 
我 们 指 的 是 


res Г) = т f(z)dz, 


其 中 y 是 一 个 足够 大 的 圆周 | | = po ,并 且 是 按照 顺 时 针 方 向 来 通过 的 (这 样 便 使 得 
点 zx= co 的 邻 域 ,如 同 有 限 点 的 情形 一 样 ,始终 都 保持 在 左边 ). 从 这 个 定义 可 以 直接 
得 出 :函数 在 无 穷 远 点 处 的 留 数 ,等 于 这 函数 在 点 xz = oo 的 邻 域内 的 洛 朗 展开 式 中 
2 ”的 系数 的 负数 . 

最 后 ,容易 得 出 

定理 3 如果 函数 f(z) 在 整个 z 平面 上 只 有 有 限 多 个 奇 点 ,那么 所 有 它 的 留 
数 , 连 在 无 穷 远 处 的 留 数 也 包括 在 内 ,其 和 等 于 0. 

事实 上 , 设 al,a,,…,a, 是 函数 f(z) 的 有 限 多 个 奇 点 ,7Y 是 一 个 包含 所 有 这 些 
奇 点 在 其 内 部 的 圆周 | z| = jp. 根据 积分 的 性 质 、 留 数 定理 以 及 在 无 穷 远 处 的 留 数 的 
定义 ,我们 有 


о | аа | едете fa) te тез ба) tres Л), 


这 便 是 所 需要 证 明 的 . 

25. 解析 延 拓 .解析 函数 概念 的 拓 广 ”在 本 目 中 我 们 将 讨论 关于 函数 的 解析 延 拓 
的 问题 ,并 且 将 要 引进 多 值 解析 函数 这 个 概念 , 它 把 第 5 目 中 的 解析 性 概念 加 以 推广 . 

设 两 个 没有 公共 点 的 区 域 Du 与 D,/ 有 一 段 公共 的 
边界 у (И 29) 并 且 在 这 两 个 区 域内 已 经 分 别 给 定 了 两 
个 ( 单 值 的 ) 解 析 函 数 fo(z) 与 户 (z). 如 果 有 一 个 在 区 
域 D。+ y+ DD 内 解析 的 函数 f(z) 存 在 , 它 在 Du 中 的 
所 有 的 点 处 都 等 于 fo(z), 在 Di 中 所 有 的 点 处 都 等 于 
fi1(z): 


А). жр. 
по 在 DD, 内 ， 
那么 我 们 就 说 ,函数 f,(z) 是 函数 fy(z) 向 区 域 D, 内 的 直接 解析 延 拓 .根据 唯一 性 


(1) 图 29 


. 68. 第 一 章 基本 概念 [25] 


定理 (第 20 目 ) ,在 给 定 了 的 区 域 Du ,Di 和 一 段 边界 7 ,已 知 函 数 (=) МЕ 
(如 果 这 是 可 能 的 话 ) 是 单 值 地 确定 了 的 . 

我 们 引出 解析 延 拓 的 一 个 简单 的 充分 条 件 , 就 是 所 谓 连 续 延 拓 原 理 : 

定理 1 设 已 经 给 定 了 两 个 没有 公共 点 的 单 连通 区 域 Do 与 Di ,它们 的 边界 有 
一 段 y 是 公共 的 ,并 且 在 这 两 个 区 域内 分 别 给 定 了 两 个 解析 函数 f(z) 与 fi(z). 如 
果 , 除 此 之 外 ,这 两 个 函数 还 分 别 在 各 自 区 域 р +у 5р +у 内 连续 ,并 且 在 曲线 7 
上 所 有 的 点 处 都 彼此 相等 ,那么 函数 f1(z) 是 函数 万 (z) 在 区 域 Di 内 的 直接 解析 延 
46. 

这 定理 的 证 明 可 以 根据 莫 莱 拉 定 理 ( 第 17 目 ) 与 柯 西 定理 (第 12 目 ) 导 出 .实际 
上 ,根据 我 们 的 假设 条 件 , 函 数 


Аб) 在 Du 内 ， 
f(z)= (=) = f1(z), Еу 上 ， (2) 
Р(х), 在 Dj 内 


在 区 域 D= Do + y+ D1 内 是 连续 的 .我 们 来 证 明 : 它 的 沿 着 任何 一 条 位 于 D 内 的 闭 
周 线 C 的 积分 都 等 于 0. 如 果 С 全 部 在 区 域 Du 内 或 全 部 在 区 域 Di 内 ,那么 这 就 是 柯 
西 定理 的 直接 推论 .如 果 C 属于 D6 与 Di ,那么 ,把 周 线 C 在 Do 内 的 部 分 与 在 р, А 
的 部 分 分 别 记 作 Co 与 Ci ,把 曲线 У 在 C 的 内 部 的 那 部 分 记 作 c САИ 29) ,根据 柯 
西 定理 (用 推广 后 的 形式 , 见 第 12 目 中 的 定理 5) ,我 们 便 有 


| , f(z)dz=0, |. 2 f(z)dz=0. 
把 这 两 个 等 式 加 起 来 ,我 们 得 到 
| „РС= + | и Р(х) ағ = | f(z)az=0. 


由 此 根据 莫 莱 拉 和 定理 我 们 便 可 以 得 出 结论 说 ,函数 f(z) 在 区 域 D 内 是 解析 的 ,而 这 
也 就 是 说 , f1(z) 是 f(z) 的 解析 延 拓 .定理 得 证 . 

简短 地 来 讲 , 这 个 所 证 明 的 定理 就 是 说 :如 果 人 解析 吗 数 f1(z) 是 一 个 解析 函数 
fo(z) 经 过 弧 у 的 连续 延 拓 ,那么 它 必 定 也 是 f(z) 的 解析 延 拓 ”. 

以 定理 1 为 基础 ,我们 可 以 把 前 面 所 引进 的 那个 直接 解析 延 拓 的 概念 稍 加 推广 . 
这 就 是 ,我 们 假设 区 域 Du 与 Di 除了 有 公共 的 一 段 边 界 у 外 ,还 可 以 有 公共 的 内 点 
( 见 图 30), 并 设 在 这 两 个 区 域内 , 像 在 前 面 一 样 ,给 定 了 解析 函数 fo(z) 与 А (е). Р 
是 ,如 果 函 数 f(z) 与 f1(z) 分 别 在 Du + 7 内 与 在 Di + у 内 是 连续 的 ,并 且 它 们 在 


ж 在 实数 区 域 中 ,类 似 的 定理 并 不 正确 :如 果 在 两 个 相 邻 的 开 区 间 (a ,2) 与 (2,c) 内 分 别 给 定 了 两 个 可 微 盟 
数 fo(z) 与 户 (z), 在 这 两 个 开 区 间 的 公共 边界 点 5 处 函数 fo(z) 与 f(x) 都 连续 ,并 且 彼 此 相等 ,那么 把 这 两 
个 函数 联合 起 来 而 得 到 的 那个 函数 f(x), 就 可 能 不 是 在 (a ,c) 内 可 微 的 一 一 它 的 图 形 可 能 在 5 处 有 一 个 角 点 . 
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у 上 的 值 都 相等 ,我 们 就 说 ,f1(z) 是 /0(z) 经 过 狐 Y 的 直接 解析 延 拓 . 

如 果 Pu 与 D1 没有 公共 内 点 ,那么 这 个 定义 就 同 旧 的 定义 一 致 .如 果 Du 与 Di 有 
公共 点 的 话 (例如 ,在 图 30 中 有 公共 的 部 分 6 ) ,那么 依照 公式 (2) 所 定义 的 那个 天 
数 /(z), 在 6 的 这 些 点 处 可 能 是 双 值 负数 ,因为 不 论 从 哪里 都 不 能 推出 /,(z) 与 
f1(z) 在 6 中 的 点 z 处 的 值 必须 相等 这 个 结论 来 .因此 ,解析 延 拓 的 这 第 二 个 定义 ， 
要 比 第 一 个 定义 更 为 一 般 . 

我 们 还 要 把 我 们 的 定义 再 推广 一 些 . 设 已 经 给 出 了 这 样 的 一 串 单 连通 区 域 Du， 
D,,… ,DD, ,其 中 每 两 个 相继 的 区 域 D, 与 D, ,| 都 有 一 段 公共 的 边界 У, ,1,( 图 31). 并 
且 设 在 每 一 个 区 域 DD; 内 都 已 经 给 定 了 一 个 单 值 的 解析 函数 f(z). 如 果 对 于 任何 一 
个 k=0,1,…,n 一 1 来 说 ,函数 у, (2) 5 /11(z) 都 分 别 在 Di + Xe 内 与 De + 
Yi.e+! 内 是 连续 的 ,并 且 在 yi,,;1 上 它们 的 值 相等 ,那么 我 们 便 说 : /, (z) 是 (=) 
经 过 所 给 的 那 一 串 区 域 向 区 域 DD, 内 的 解析 延 拓 ”. 当 n= 1 时 ,我 们 便 得 到 先前 的 那 
个 定义 . 


图 30 图 31 


我 们 要 注意 ,就 是 在 这 里 , 当 已 经 是 D,,D,,…,DD, 与 Yo ,7Yw,…,7,-1,% 痢 固定 
了 时 ,函数 До (=) 18102 О, 内 的 解析 延 拓 ( 如 果 这 是 可 能 有 的 话 ) 也 是 单 值 地 确定 了 
的 .而 当 这 区 域 串 的 一 个 中 间 环 节 D 改变 时 ,或 者 甚至 于 只 要 把 某 一 段 弧 у, ,| 用 
КЖ D, 与 D,,, 的 边界 的 另外 一 段 公 共 弧 У, ;来 代替 时 ,解析 延 拓 的 值 都 可 能 改 

Я 设 Do 与 Di 分 别 是 环形 1< |z|<2 中 的 上 半 个 环 Im =>0 与 下 半 个 环 Im z<0, 并 设 
万 (z) 是 函数 V z 的 用 条 件 0< агр zx «л 来 表示 的 那 一 个 分 支 .如 果 取 直线 段 ( 一 2, -1) 来 作为 
Yo ,那么 fo(z) 向 Di 内 的 解析 延 拓 ,可 以 完全 确定 为 函数 / z 的 适合 条 件 x<arg z<2x 的 那个 分 
支 (在 yotv 上 辐 角 的 值 必 须 是 连续 地 改变 的 ) .如果 现在 把 f(z) 与 区 域 Do 及 Di 都 保持 不 动 , 而 用 


* 已 没有 “直接 的 " 那 三 个 字 了 . 
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线段 yo :(1,2) 来 替代 线段 yo ,那么 р (=) Di 内 的 解析 延 拓 确定 为 Y z 的 适合 条 件 -- 和 <arg х 
<z 的 那个 分 支 了 (现在 辐 角 的 值 在 yo 上 应 该 是 连续 变化 着 的 ). 这 两 个 延 拓 fi(z) 与 f1(z) 是 不 
同 的 ,例如 ， 
ЛОМ ее (-=Ме=е Я 

(它们 只 相差 一 个 符号 ). 因 此 ,甚至 只 是 连接 那 一 串 区 域 的 弧 改变 时 ,解析 延 拓 的 值 也 确实 可 能 改 
变 . 

现在 设 f(z),Do,Di 与 yo 具有 上 面 所 说 的 意义 ,我 们 再 取 区 域 串 中 的 一 个 环节 р, = Do 来 
看 , 设 区 域 D, 通 过 线段 yo :(1,2) 与 Di 相连 接 ,于 是 解析 延 拓 户 (z) 就 被 确定 为 函数 V z 的 适合 条 
件 2r<arg z<3r 的 那个 分 支 , 所 以 在 上 半 个 圆 环 内 的 任何 一 个 点 z 处 , (>) 5 Р (=) ИВЕ 
不 同 的 (相差 一 个 符号 ) .我 们 看 到 , 当 区 域 Do 与 D; 互 相合 合 时 ,在 它们 的 公共 点 处 ,函数 的 值 与 
它 的 解析 延 拓 的 值 可 能 不 同 . 

所 引进 的 解析 延 拓 的 概念 ,使 我 们 可 以 来 导出 完全 解析 函数 (一 般 说 来 ,是 多 值 
的 ) 这 个 概念 . 

设 在 某 一 个 区 域 DD 内 已 经 给 定 了 一 个 单 值 的 解析 函数 5 (2). 可 能 会 发 生 这 样 
的 情形 : fo(z) 不 论 经 过 Do 的 边界 С 的 怎样 一 段 弧 , 都 是 不 可 延 拓 的 .例如 , 设 Do 是 
圆 |z|<<1, 又 


Лб) = >) =. (3) 
Ш р (2) Е = =1 处 有 一 个 奇 点 ;因为 对 于 实数 z 二 工 ,容易 看 出 limfo (+) = оо, 


事实 上 ,lim > zx =, 所 以 ,对 于 任何 一 个 ”, 总 可 以 找到 一 个 $>0, 使 得 在 z > 
1- 6 时 有 > zx” > и 1, 而 意味 着 ,就 更 加 有 ЉС) = У а > 一 1. 从 而 我 们 有 


(=) = 2? + 2, (22) =а2 + (22), 
由 此 可 见 ,在 点 xz=V1 处 ( 即 == +1 处) 也 有 奇 点 .类 似 地 ,对 于 任何 一 个 自然 数 7 
来 说 ,我 们 都 有 : 
Пе +0 (27), 

因此 ,在 那些 点 zx=%W1 处 ,这 些 点 位 于 圆 | = | =1 内 接 正 2 多边形 的 顶点 上 , 函数 
Р (=) ар. 这样, 函数 fo(z) 的 奇 点 的 集合 在 圆周 |z| =1 上 处 处 稠密 ,所 以 
fo(z) 确 实 是 不 论 经 过 这 圆周 的 怎样 一 段 弧 都 是 不 可 延 拓 的 . 

在 这 样 的 情形 下 ,我 们 就 说 周 线 C 是 函数 广 (z) 的 自然 边界 ,并 且 把 D, 称 做 是 
这 个 函数 的 存在 区 域 , 而 这 个 函数 本 身 , 则 称 为 是 完全 解析 函数 . 

现在 设 f(z) 是 可 以 向 Do 的 边界 外 面 延 拓 的 .我 们 考虑 它 沿 各 种 可 能 的 区 域 串 
的 各 种 解析 延 拓 .把 所 有 的 这 些 解 析 延 拓 的 值 当 作 一 个 函数 f(z) 的 值 来 看 .这 样 的 
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一 个 也 数 我 们 把 它 叫做 完全 解析 函数 ,而 组 成 它 的 那些 单 值 解析 了 遇 数 (函数 f,(z) 的 
那些 解析 延 拓 ), 则 称 做 是 它 的 分 支 .把 用 来 实施 解析 延 拓 的 那些 区 域 串 中 所 有 的 区 
域 , 以 及 用 来 连接 这 些 区 域 的 所 有 的 ,连接 起 来 所 得 到 的 那个 区 域 DD , 称 做 是 /(z) 
的 存在 区 域 . 

图 数 f(z) 也 可 以 不 在 整个 的 存在 区 域内 ,而 只 在 它 的 一 个 部 分 内 来 讨论 ; 那 时 
我 们 就 把 f(z) 只 称 做 解析 函数 .解析 也 数 的 这 种 定义 ,是 第 5 目 中 的 定义 的 推广 , 因 
为 它 显 然 也 包括 了 多 值 也 数 的 情形 在 内 .在 以 后 ,说 起 解析 函数 ,我 们 就 理解 为 在 这 
个 较 普 遍 意义 下 的 解析 性 . 而 如 果 需 要 着 重 指出 所 讲 的 是 在 第 5 目 中 的 意义 下 的 解 
析 性 时 ,我 们 就 要 说 单 值 的 解析 函数 . 

我 们 用 也 数 奇 点 的 描述 来 结束 解析 了 蕊 数 一 般 概念 的 叙述 ,在 这 些 点 上 也 数 的 解 
析 性 被 破坏 了 .不 要 想像 ,这 些 点 是 某 种 例外 的 不 正常 的 ,从 而 对 应 用 没有 多 大 好 处 
的 东西 .相反 , 奇 点 在 研究 解析 函数 时 表现 出 最 大 的 好 处 ,直截了当 地 说 , 奇 点 中 具有 
有 关 也 数 的 全 部 重要 信息 .读者 将 在 学 习 例 如 第 五 章 时 就 会 更 好 地 评价 这 一 断言 的 
正确 性 ,并 且 将 会 看 到 奇 点 ,可 以 这 样 说 :在 “ 作 功 ”中 .暂时 我 们 只 建议 读者 记 起 , 根 
据 刘 维尔 定理 (第 24 目 中 的 表述 ) 除 常数 以 外 所 有 解析 函数 都 有 奇 点 ,同时 也 请 回忆 
起 本 书 的 许多 地 方 ,那里 在 研究 奇 点 的 基础 上 作出 了 有 关 函 数 性 质 的 重要 结论 (第 
23 目的 定理 ,第 19 目 末 的 注 等 等 ). 我 们 转向 精确 定义 . 

如 果 在 函数 f(z) 的 存在 区 域内 或 它 的 边界 上 的 一 个 点 a 处 ,至 少 有 f(z) 的 一 
个 分 支 不 是 解析 的 ,我们 就 称 点 a 是 函数 f(z) 的 一 个 育 点 ”. 

如 在 第 22 目 中 一 样 ,我 们 只 限于 讨论 最 简单 类 型 的 奇 点 一 一 所 谓 的 孤立 奇 点 . 
如 果 存 在 这 样 的 一 个 邻 域 0<|z 一 a|<R, 使 得 F(z) 沿 着 在 这 邻 域内 的 任何 一 串 区 
域 , 都 是 可 以 延 拓 的 , 则 点 a 称 为 函数 F(z) 的 孤立 奇 点 . 

我 们 来 考虑 由 区 域 D,(&=0, 土 1, 土 2,…) 所 构成 的 区 域 串 ,其 中 每 一 个 D, 都 是 
环形 0<|z 一 a|<R, 但 沿 着 某 一 条 半径 ,例如 arg(z 一 a)=0, 被 制 去 了 的 . 设 р(х) 
是 f(z) 的 一 个 分 支 , 它 在 某 一 个 具有 制 痕 yo 的 环形 Do 内 是 单 值 的 解析 也 数 , 如 果 
在 割 痕 x, 的 两 侧 沿 岸上 ,f(z) 的 值 相 同 ,那么 我 们 就 说 ,点 a 是 所 给 分 支 f(z) 的 
单 值 性 的 育 点 (在 这 时 候 , 根 据 第 20 目的 唯一 性 定理 ,分 支 fo(z) 问 其 他 环形 р, 
的 解析 延 拓 ,与 fo(z) 相 同 ) .这样 的 奇 点 ,我们 在 第 22 目 中 已 经 讨论 过 了 . 

ЧИ 万 (z) 在 割 痕 yo 的 两 侧 沿 是 上 的 值 不 相同 ,点 a 就 称 做 是 多 值 性 的 奇 点 ， 
或 者 叫做 支点 .在 这 里 可 能 有 两 种 情形 : 

(1) 存在 着 这 样 的 一 串 环 形 Du ,Di ,…,D,_1 ,它们 是 ,例如 ,按照 道 时 针 的 方向 


* 一 个 奇 点 <&, 只 有 当 除 了 在 这 个 点 处 不 解析 的 那个 分 支 以 外 ,还 存在 着 f(z ) 的 一 个 在 点 a 处 正则 的 分 支 
时 , 才 可 能 属于 存在 区 域 .例如 ,对 函数 w= 1/(Vz+1) 来 说 ,z=1 就 是 这 种 点 ,对 V1 = -1 那 一 个 函数 的 分 
支 , 它 是 奇 点 ,并 且 对 于 它 的 另 一 分 支 (YT= 1 ) 是 正则 的 . 
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依次 互相 连接 起 来 的 (也 就 是 , Du 中 割 痕 的 下 沿 与 Di 中 割 痕 的 上 沿 相 粘 合 ,等 等 )， 
在 所 余 留 下 的 Du 中 与 站 ,中 割 痕 的 那 两 条 空 着 的 制 痕 沿岸 (Du 中 的 上 沿 与 D,_ ,中 
的 下 沿 ) 上 ,fo(z) 与 f,-1(z) 的 值 相等 .于 是 , У, (2)=+ (2), fr1(z) 硅 f1(z),…， 
f2,-1(z) 硅 fi-1(z) ,一 般 地 讲 , 当 & М – ол оо, f(z) 的 值 周期 性 地 重复 着 
fo(z),f1(z),…,f-1(z) 这 些 值 .在 这 种 情形 时 ,我 们 就 说 ,点 a 是 一 个 有 限 n 阶 支 
Е. 

在 这 种 情形 中 ,如 果 当 а 时 所 有 的 分 支 六 4z) 都 趋 于 一 个 有 限 的 或 无 穷 的 极 


限 ,那么 我 们 就 说 ,点 a 是 一 个 代数 支点 .例如 ,对 于 函数 (+) = ИЕ) = 


7 
来 说 ,点 z=0 与 z= оо. ППП аа В, р (=) ЖЕ ЖЕЛЕ ЯБ 
么 点 a 就 称 做 是 一 个 超越 支点 .例如 ,对 于 函数 f(z) = е Й, = = 0 就 是 这 样 


的 一 个 支点 (点 z= 是 这 函数 的 一 个 代数 支点 ). 
(2) 在 区 域 串 中 所 有 的 环形 р, 内 ,函数 的 值 都 是 不 同 的 .在 这 种 情形 下 ,点 a 叫 
做 对 数 支 点 .例如 ,对 于 多 值 函数 w= Ln z 来 说 ,点 z=0 与 z= % 就 都 是 这 样 的 支 
点 .对 数 支点 也 属于 超越 支点 . 
在 一 个 有 限 п 阶 支点 a 的 邻 域内 ,函数 F(z) 可 以 展开 成 广义 震级 数 : 
К) = У) (я-а). (4) 


事实 上 , 令 а-а Е САУНУ 0 о ДАЯ 

НЕЕ АОБ Д, (00,1, п - 1) ,与 区 域 串 D, 相 对 应 .我 们 考虑 复合 

函数 p(5) = ба 多 ), 这 时 在 每 一 个 扇形 A, 内 ,我们 都 选取 函数 的 对 应 的 那 一 

个 分 支 万. 显然 ,函数 pg(5) 可 以 从 Ao 连 续 地 延 拓 到 Al,A;,，…,A, ,内 去 ,并 且 在 

4 中 与 A, ,中 制 痕 的 那 两 条 空 着 的 沿岸 上 ,p( 5) 的 值 相等 .所 以 点 5=0 是 函数 9 

(5) 的 单 值 性 的 孤立 奇 点 ,因此 ,在 点 5=0 的 邻 域内 p(5) 可 以 用 洛 朗 级 数 来 表示 : 
Ф(&) = 2, сь. 


把 5=(z- a)7* 代 和 人 这 等 式 中 ,我 们 便 得 出 了 所 求 的 展开 式 (4)， 

当 a 夭 co 是 一 个 代数 支点 时 ,展开 式 (4) 中 只 含有 有 限 多 个 & 是 负数 的 项 (或 许 ， 
连 这 些 项 也 完全 没有 ) ;而 当 a 是 超越 支点 时 , 则 含有 无 限 多 个 这 样 的 项 . 

26. НИ ”这 一 章 的 最 后 我 们 要 谈 一 谈 多 值 函 数 的 黎 曼 曲面 这 个 概念 . 利 
用 这 种 曲面 ,可 以 使 前 面 所 说 的 解析 延 拓 的 过 程 ,以 及 多 值 解析 函数 概念 本 身 , 都 成 
为 在 几何 上 直观 可 见 的 了 . 设 已 经 给 出 了 一 个 定义 在 复 变量 z 平面 的 一 个 区 域 D 内 
的 (多 值 的 ) 解 析 函 数 f(z) .我 们 约定 ,把 在 解析 延 拓 过 程 中 用 来 构成 区 域 D 的 那些 
区 域 D, ,看 作 是 一 些 互相 分 开 的 页 片 ,函数 在 所 给 区 域 D 内 有 多 少 值 ,它们 就 被 分 
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成 多 少 份 页 片 . 

考虑 在 z 平面 内 的 某 一 串 区 域 D,,D,,…,D, ,它们 的 公共 边界 段 为 yo， 
Yo ,7,-1.4: 设 区 域 D, 与 D1 有 公共 的 部 分 ,并 且 在 这 些 公 共 部 分 的 一 些 部 分 内 
fo(z) 与 /1(z) 的 值 相等 ,而 在 男 外 一 些 部 分 内 则 不 相等 .我 们 取 对 应 于 Du 与 р, 
那 两 张 页 片 ,并 且 把 它们 沿 着 对 应 于 yw 的 那 条 曲线 黏合 起 来 .把 这 两 张 页 片 放 在 
Du + Yo + D1 上 ,使 得 每 一 张 页 片 都 恰好 位 于 它 所 对 应 的 那个 区 域 的 上 面 ,至 于 页 片 
ЕВ /о (=) /1(z) 相 每 的 Do 与 Di 的 公共 部 分 上 面 的 那些 部 分 ,也 都 黏合 起 来 , 黏 
合 起 来 的 部 分 都 看 作 一 层 页 片 .而 在 使 f,(z) 与 /1(z) 的 值 不 相等 的 区 域 D, 与 D， 
的 那些 公共 部 分 上 ,我 们 就 在 各 自 的 上 面 安放 了 其 所 对 应 的 页 片 的 部 分 ,于 是 在 这 些 
部 分 上 面 ,页 片 是 双 层 的 .我 们 规定 , 值 f(z) 属 于 第 一 张 页 片 中 位 于 zx 上 面 的 那个 
点 值 /'(z) 属 于 第 二 张 页 片 中 位 于 z 上 面 的 那个 点 ,于 是 函数 


fo(z), 在 D, 内 ， 
Ае) = (=) = (5), Е Уи Е, 
(=), 在 DD 内 


在 这 两 张 已 经 黏合 起 来 的 页 片 的 全 部 上 是 单 值 的 . 

我 们 再 对 于 那 张 对 应 于 区 域 D, 的 页 片 来 进行 完全 同样 的 手续 * ,等 等 . 这 时 可 
能 会 发 生 ,在 实施 把 页 片 作 适 当 的 黏合 时 ,不 能 使 页 片 不 相 
” 交 ; 我 们 规定 可 以 不 注意 这 种 相交 ( 见 图 32, 图 中 表示 了 一 个 
3 阶 支点 的 邻 域 , 是 由 三 个 具有 制 痕 的 环 0< jz- al< 尺 所 
黏合 而 成 的 ;我 们 不 必 注 意 在 黏合 环形 Du, 与 D; 时 所 发 生 的 
相交 ). 一般 地 说 ,最 后 我 们 便 得 到 了 一 块 安放 在 区 域 D。 + 
у, + Di+…+y +D, 上 面 的 多 层 的 曲面 .如 果 我 们 对 
于 用 来 确定 解析 函数 f(z) 的 各 种 可 能 的 区 域 串 ,都 进行 这 
里 所 说 的 手续 的 话 , 那 么 一 般 说 来 , 便 得 到 了 安放 在 区 域 D 上 面 的 一 个 多 层 的 曲面 
R. 这 个 曲面 我 们 就 称 为 是 函数 f(z) 的 黎 曼 曲面 . 

必须 指出 ;任何 一 个 解析 函数 都 可 以 看 作 是 在 它 的 黎 曼 曲 面 上 的 单 值 函 数 .要 证 
明 这 结论 ,只 需 把 这 函数 在 某 一 个 点 处 的 那些 不 同 的 值 ,分 别 归 入 黎 曼 曲面 在 这 个 
点 = 上 面 的 那些 不 同 的 页 片 层 上 去 就 可 以 了 . 例如 , 根 式 yz 二 去 在 zo 的 邻 域 中 的 点 
xz 天 四 处 的 三 个 值 ,我 们 规定 把 它 归 和 图 32 上 曲面 的 位 于 点 z 上 方 的 3 个 点 的 值 . 

如 果 函 数 w = f(z) 是 一 个 单 值 函数 = p(w) 的 反 函 数 ( 像 我 们 在 $3 中 所 讨 
论 过 的 那些 例子 里 一 样 ) ,那么 ,显然 它 作出 一 个 把 它 的 黎 曼 曲面 映 到 整个 w 平面 或 


图 32 


ж 这 时 可 能 会 遇 到 这 样 一 些 点 z, 在 这 个 点 上 面 安放 着 三 层 页 片 一 一 如 果 ро НЕ Do 与 D1 的 使 fo(z) 
与 f1(z) 的 值 不 相等 的 一 个 公共 部 分 上 面 ,并 且 在 这 个 部 分 内 f(z) 的 值 既 与 fo(z) 不 相等 ,也 与 f1(z) 不 相 
等 , 那 时 就 要 发 生 这 所 说 的 情况 . 
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它 的 某 一 个 部 分 上 去 的 双向 单 值 映射 .在 一 般 情形 中 ,w= f(z) 把 一 个 黎 曼 曲面 映 
到 男 外 一 个 黎 曼 曲面 上 . 
我 们 来 举 黎 曼 曲面 的 几 个 最 简单 的 例子 ”: 

例 1 方 根 也 =Vz 的 黎 曼 曲面 .我 们 取 割 去 了 正 向 半 轴 的 那个 平面 来 作为 区 域 D, :区 域 Р, 
用 不 等 式 2tr<arg z<2(k+1)x (=0, 土 1, 土 2,…) 来 表示 .在 开始 的 那个 区 域 Du 内 ,我 们 考虑 
由 条 件 0<arg z<2x 所 确定 的 那个 分 文 乒 (z), 然 后 把 它 延 拓 到 区 域 D1 ,D, ,…,D, :内 .与 此 相 
对 应 ,我 们 准备 т ЕКЫ D; 相同 的 页 片 ,把 区 域 Du 中 割 痕 的 下 沿 与 区 域 р, 中 割 痕 的 上 沿 黏合 
起 来 ,区 域 р, 中 割 痕 的 下 沿 与 区 域 Р, 中 割 痕 的 上 沿 黏合 起 来 ,如 此 类 推 .在 正 向 半 轴 上 (以 及 在 
整个 区 域 D, = Оой) Ж fo(z) 与 f,(z) 的 值 相等 .因此 ,我 们 必须 把 余 留 下 来 空 着 的 页 片 Du 中 
割 痕 的 上 沿 与 О, ,中 割 痕 的 下 沿 ,互相 黏合 起 来 (不 必 顾 虑 在 这 时 所 发 生 的 页 片 相交 的 现象 ).yz 
的 在 其 他 区 域 D 内 的 值 ,不 过 是 重复 这 些 已 分 出 的 值 万 , 户 ,…, 廊 -而 已 ,因此 ,所 构成 的 这 个 п 
层 的 曲面 , 便 是 函数 w =Yz 的 黎 曼 曲面 .在 点 x=0 Ы х = co 的 上 面 , 这 曲面 有 ” 阶 的 代数 支点 ( 见 
图 33 ,其 中 令 2 =4). 

#2 对 数 函 数 w= Ln z 的 歼 受 曲面 .区 域 D; 与 上 面 那 个 例子 中 相同 .在 Du 内 选取 分 支 
= | = | + iarg z, 其 中 0<arg z<2r, 把 这 个 分 支 无 限制 地 延 拓 到 区 域 六 内 去 (其 中 &= +1, 
寺 2,…) .与 此 相应 ,无 限 多 张 形状 与 р, 相同 的 页 片 按 照 下 述 规定 互相 连接 起 来 :每 一 张 页 片 р, В 
割 痕 的 下 沿 与 页 片 Di 的 割 痕 的 上 沿 相 黏合 .所 得 到 的 对 数 函 数 的 黎 曼 曲面 ,有 如 在 图 34 中 所 描 
绘 的 形状 .在 点 < =0 5 х = co 上 面 ,曲面 有 对 数 型 支点 . 


图 33 图 34 


例 3 茹 科 夫 斯 基 函 数 的 反 函 数 世 =z+V 对 -1 的 黎 受 曲面 .我 们 取 去 掉 了 线段 [ - 1,1] 的 
z 平面 来 作为 区 域 P , 设 fo(z) 与 fi1(z) 分 别 是 这 函数 的 把 Do。 映 到 单位 圆 的 内 部 上 去 与 把 р, ВЕ 
到 单位 圆 的 外 部 上 去 的 那 两 个 分 支 ( 见 第 7 目 ). 因 为 f(z) 把 线段 [一 1,1] 的 下 沿 映 到 单位 圆 的 上 
半 个 圆周 上 ,而 f(z) 把 线段 [ -1 ,1 的 上 沿 映 到 这 上 半 个 圆周 上 ,所 以 我 们 应 当 把 页 片 Do 中 割 痕 
的 下 沿 与 页 片 р, 中 割 痕 的 上 沿 互相 黏合 起 来 .同样 ,应 当 把 Do 中 割 痕 的 上 沿 与 р, Нр РИ 
互相 黏合 起 来 ,因为 它们 都 是 被 映 到 单位 圆 的 下 半 个 圆周 上 去 的 .所 得 到 的 这 个 双 层 的 曲面 ,就 是 


ж 我 们 建议 ,用 纸 黏 制 出 在 这 里 所 讨论 的 那些 黎 曼 曲面 的 模型 ,然后 在 这 些 模型 上 来 按 迹 探究 书 中 所 作 的 
推理 . 
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我 们 这 个 函数 的 黎 曼 曲面 . 它 在 点 z= +1 上 面 有 2 阶 支 点 * (图 35). 这 曲面 与 Vz 的 曲面 只 相差 
两 个 辅助 的 分 式 线性 映射 .实际 上 ,用 变换 == А о = 节 就 可 以 把 函数 w= =+ 1 
变换 成 函数 о =/ 5 (1% 31 В). 


о) |4) 4 
(а) р | |09) р, 62) 


35 А 36 
例 4 反正 弦 函 数 w= Атсзіп z 948 95.159 目 中 我 们 曾 看 到 ,函数 = sin w 把 半 个 
带 形 Im w >0, -本 <Re w< 地 映 到 上 半 个 平面 上 ”, 这 时 射线 (1) 与 (4) 在 图 36 中 被 变换 成 身 


8 < -15х>1; зіп w 是 一 个 奇 函数 ,推出 半 带 形 Im w<0， -F<Re w< 志 被 变换 成 下 
半 平 面 ,并 且 射 线 (2) 与 (3) 对 应 着 同样 的 两 条 射线 zx< -1 与 z>1 (图 36). 因 此 ,w= Arc эт = 
的 那些 分 支 中 ,有 一 个 分 支 ( 我 们 用 f(z) 来 表示 它 ) 把 沿 着 线段 (一 ,一 1) 与 (1,%) 有 制 痕 的 那 


个 zz 平面 (我 们 把 它 记 作 роз Д, : 本 <Re < — 上， 在 这 上 映射 下 有 图 36 中 所 指出 的 


那些 边界 的 对 应 关系 .因为 sin(w+ п) = — за w, 所 以 带 形 A， :7 <Re ww< 江 在 映射 х = мп w 


下 变换 成 z 平面 中 同样 的 区 域 ,我们 把 这 个 区 域 记 作 Di ,并 且 用 fi(z) 来 表示 作出 其 逆 映 射 的 那 
个 函数 . Al 与 Di 的 边界 的 对 应 关系 ,已 在 图 36 中 指明 . 
显然 ,分 支 f(z) 是 fo(z) 向 Di 内 的 解析 延 拓 ,并 且 在 这 样 的 延 拓 中 ,函数 2 = зіп w 在 直线 


Re w= 广 上 是 保持 连续 的 . 与 此 相应 ,我 们 应 当 把 页 片 Do 中 与 页 片 Di 中 制 痕 的 边沿 交叉 十 字形 


地 黏合 起 来 :(4) 与 (1 ) 黏 合 在 一 起 ,(3) 与 (2; ) 黏 合 在 一 起 .这 样 便 得 到 了 一 个 双 层 的 曲面 ,这 曲面 
在 点 xz=1 上 面 有 一 个 2 阶 支点 ,在 射线 (- оо, -1) 的 上 面 有 一 条 割 痕 , 在 割 痕 上 放 着 四 条 制 痕 边 
岸 :(1)、(2)、(31)、(41) (图 37). 由 于 函数 = sin w 的 周期 性 , 带 形 A, 与 A; 的 总 和 也 被 映 到 由 页 
т D, 与 页 片 D; 所 构成 的 同样 的 一 个 带 有 割 痕 的 双 层 曲面 上 ,这 个 曲面 有 4 条 自由 的 割 痕 边 岸 : 

(12) 022) „(33 ) (43) .我 们 应 当 把 刚才 所 构造 成 的 这 两 个 双 层 曲面 连接 起 来 ,把 页 片 站 中 与 р, 


* 在 点 z=co 上 面 ,曲面 是 两 张 不 分 支 的 页 片 . 
** 我 们 在 其 中 互 换 了 z Би. 
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中 割 痕 的 自由 的 边沿 十 字 交 叉 地 黏合 起 来 :(4;, ) 与 (1, ) 黏 合 在 一 起 ,(3, ) 5 (2. ) 黏 合 在 一 起 一 一 这 
对 应 于 函数 2 = зп w 的 经 过 直线 Re w= 水 的 连续 延 拓 ( 图 36). 这 时 在 点 z= 一 1 的 上 面 出 现 了 


一 个 连接 页 片 Di 与 D, 的 支点 .把 这 种 构造 法 无 限制 地 延 拓 开 去 ,从 基本 的 带 形 A 出 发 向 左 及 疝 
右 进 展 ,我 们 便 得 到 了 一 个 无 限 多 层 的 反正 弦 的 黎 曼 曲 面 . 这 曲面 在 点 z= +1 上 面 有 无 数 多 个 2 
阶 支 点 ,在 点 <= co 上 面 有 一 个 对 数 支 点 ”. (图 37) 

我 们 的 这 个 构造 法 表明 ,函数 z= sin w 作出 一 个 把 整个 有 限 的 w 平面 映 到 我 们 这 黎 曼 曲面 
上 来 的 双向 单 值 而 且 连 续 的 映射 . 反 函 数 w = Arcsin = 在 这 个 曲面 上 是 单 值 的 . 


图 37 


ж 要 证 实 这 结论 ,只 要 考虑 在 圆周 |z| =2 上 的 点 沿 着 曲面 的 运动 便 够 了 . 设 我 们 从 页 片 Do 中 在 z=2 上 面 
的 那个 点 出 发 ,并 且 按 照 逆 时 针 方 向 来 移动 .如 同 在 图 36 中 所 表示 出 的 ,我 们 立刻 就 落 到 页 片 D1 上 ;然后 ,经 过 
== -2 的 上 面 时 ,我 们 落 到 页 片 D, 上 ;再 后 ,在 z=2 的 上 面 落 到 D3 上 ,这 样 类 推 下 去 .由 此 ,在 z= 上 面 的 
那个 奇 点 的 对 数 性 质 , 就 很 明显 了 . 


这 一 章 将 用 来 讲 由 解析 函数 所 实施 的 上 映射, 所谓 的 共 形 映射 . 

共 形 映射 这 个 概念 ,是 数学 中 最 重要 的 概念 之 一 . 它 是 从 物理 学 的 观念 中 产生 
的 ,对 于 物理 学 的 不 同 领 域 有 许多 重要 的 应 用 一 一 共 形 映射 的 方法 ,成 功 地 解决 了 在 
流体 动力 学 与 空气 动力 学 ,弹性 理论 ,静电 场 ,磁场 与 热 场 等 方面 的 许多 实际 问题 . 

达 轩 贝尔 , 欧 拉 ,高 斯 (K.F.Gauss) ”都 曾 解决 了 一 些 与 共 形 映射 有 关 的 个 别 问 
题 .以 他 们 的 那些 工作 为 基础 ,B. 黎 曼 在 他 的 学 位 论文 “ 复 变 畏 数 一 般 理论 的 原理 ” 
(1851) 中 葛 定 了 函数 的 几何 理论 的 基础 ,并 且 特 别 证 明了 把 任意 一 个 单 连通 区 域 相 
互 映 到 为 一 个 单 连通 区 域 上 去 的 共 形 映射 的 可 能 性 的 基本 定理 (虽说 这 个 证 明 并 不 
正确 ). 黎 曼 在 他 自己 的 著作 中 ,遵循 着 欧 拉 ,利用 了 与 共 形 映射 相关 联 的 那些 物理 观 

从 19 世纪 中 叶 开 始 共 形 映射 作为 数学 工具 广泛 应 用 于 稠密 介质 力学 的 研究 中 ， 

这 种 应 用 的 首创 者 中 Н.Е. 茹 科 夫 斯 基 ,S.A. 恰 普 雷 金 (流体 动力 学 与 空气 动力 学 )， 
I.B. 科 洛 索 夫 ,H.H. 穆 斯 海 利 什 维 里 (弹性 理论 ) 占 着 显著 的 地 位 . 


$1 一 般 原 理 .例题 


在 这 一 节 中 将 陈述 共 形 映射 的 概念 以 及 共 形 映射 理论 的 一 般 原 理 . 其 中 有 许多 
不 可 能 加 以 证 明 ( 证 明 需 要 牵涉 到 超出 本 书 范围 的 一 些 内 容 ) ,我 们 只 限于 讲 清 这 些 


* К.Е. Gauss 高 斯 (1777 一 1855) ,德国 数学 家 . 
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原理 的 实质 ,并 用 一 些 例子 来 解释 它们 . 
27. 共 形 映射 的 概念 ”我 们 假设 ,已 经 给 定 了 一 个 把 区 域 D 映 到 某 一 个 区 域 
D ”上 去 的 连续 而 且 双 回 单 值 的 映射 : 
w= (х) =и(х,у) + (х,у). (1) 
还 假设 函数 и(х, у) 5 v(xz,y) 在 这 个 区 域 D 内 都 是 可 微 的 .我 们 固定 D 中 的 任意 
一 个 点 zu ,在 这 个 点 的 邻 域内 把 函数 и Бо 的 增 量 用 它们 的 微分 来 代替 .按照 微分 
的 定义 ,这 两 个 增 量 可 以 表示 成 下 述 的 形状 : 
ии о) + (у- 5) + NAr, 
(2) 
ое (а 20) +5 (у- + А», 


其 中 的 偏 导数 都 是 在 点 zo 处 取 的 ,Ar=V(z-zo) + (у- у), Ш А е0 时 ， 
т, ЕТО. Н 与 v 的 微分 来 代替 增 量 ,就 是 在 关系 式 (2) 中 弃 去 项 力 A > 与 思 


Ar, 这 两 项 比 起 式 中 其 他 的 那些 项 来 ,是 更 高 阶 的 无 穷 小 (我 们 假定 , [ 38】 + 
du\ /an [до \? 
从 几何 观点 来 说 ,这 个 代替 相当 于 把 映射 w = f(z) 用 映射 
ди ди 
ии 91202 20) +9у(У- У), (3) 
-w= (тж) +59(у- у) 
0 vo дд 2 ду > Уо 
来 代替 ,这 个 映射 叫做 映射 (1) 的 主要 线性 部 分 .映射 (3) 可 以 改写 成 
и=ах + бу+[, 


о=сх + ау+ т 


(4) 


的 形状 ,其 中 


| 
[= ио – то 一 очот — Vo – 5220 - 9 
都 是 同 z 与 y 无 关 的 .这 就 是 所 谓 (z,y) 平 面 的 线性 变换 . 
我 们 来 指出 线性 变换 的 一 些 基本 性 质 . 每 一 个 线性 变换 (4) 都 是 在 整个 (z,y) 平 
面 内 被 单 值 地 确定 了 的 .我 们 假定 行列 式 
А = аа – Бс 
不 等 于 0” ,于 是 (4) 的 逆 变 换 


* 当 A=0 的 情形 ,我 们 说 映射 (4) 降 秩 . 
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1 
х= (Чи – bv dl + bm), 
| (6) 
у= х – си +ао + 1с = ат) 
在 整个 w 平 面 内 也 是 被 单 值 地 确定 的 .因此 , 当 A 关 0 时 ,不 仅 对 应 每 一 个 z 值 有 一 
Мао 的 值 ,而 且 对 应 每 一 个 w 的 值 有 一 个 z 的 值 , 亦 即 变换 (4) 实 施 一 个 把 整个 z 
平面 映 到 整个 ww 平面 上 去 的 双向 单 值 映射 . 
我 们 来 考虑 具有 和 斜率 = tan ф 的 平行 直线 族 , 即 ,直线 族 y= kr + C. 把 其 中 的 
х 与 y 按照 公式 (6) 来 代 换 ,我 们 便 看 到 ,对 应 于 这 族 直 线 的 也 是 一 族 平行 的 直线 


—cutavti+lc—-am=k(du—bv—dlt+bm)+CA, 


它们 的 斜率 是 
x _с+ ра 
Е = (ап 0= рр: 
由 此 得 出 :映射 (4) 把 z 平面 上 的 正方 形变 换 成 世 а Е 477920 0. 
设 之 0 - То 十 iy0 与 ZU0 wo 十 ivo 是 在 映射 (4) 下 互相 对 应 的 一 对 点 . 于 是 这 个 映 
射 便 可 以 表示 成 


| (7) 


v— о = с(х- ло) + А(у- уо) 
的 形状 ,而 其 逆 映 射 便 可 以 表示 成 
х-ж = (и-ш) (о-в), 
A A (8) 
У У = - (и- м) + (в) 
的 形状 (要 得 出 公式 (7) 与 (8) , НЯ х=ху, У= у, и Е ио, о = vo 代入 关系 式 (4) 
与 (6) ,由 (4) 与 (6) 中 减 去 所 得 到 的 方程 式 便 行 了 ). 根 据 公 式 (8) ,我们 就 可 以 断定 
说 :以 扣 zo 为 中 心 的 一 个 圆周 
(т- 20) +(y-y) =, 
在 映射 (4) 下 变换 成 以 点 wo 为 中 心 的 一 个 椭圆: 
(а? + с?) (и = иь)? – 2064 + ас) (и= и) (о-о) + (6 +а?)(о- о)? =A’r’. 
(9) 
我 们 提出 一 个 问题 :要 想 使 变换 (4) 把 一 个 圆周 重新 变换 成 一 个 圆周 , 它 的 系数 应 当 
满足 怎样 的 条 件 ? 由 (9) 可 以 得 出 ,要 想 这 样 ,其 充分 必要 条 件 是 ,变换 (4) 的 系数 满 
足 关 系 式 
БА + ас =, +b"=c + а?. (10) 
其 中 的 第 一 个 方程 式 给 出 和 = – 2 А ,由 此 有 au = Аа, 一 4c. 将 这 代入 (10) 中 的 


第 二 个 方程 式 内 ,我 们 得 到 人 =1, 或 太 = +1. 
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在 4=1 的 情形 导出 关系 式 
а=а,6=-с. (11) 
在 这 时 A= аа – Ьс=а +6b”>0. 我 们 令 
а= а = Acos a,c=—b=VAsina, 
这 是 可 以 做 到 的 ,因为 我 们 有 


于 是 变换 (4) 就 被 改写 成 
и =V A(cos ах -зта*у) +1, 
v=V Л(ѕіп ах +соѕа у) + т 
的 形状 .这 两 个 关系 式 可 以 写成 复数 的 形状 ,如 : 
ut+ iv=V Л (соза + іѕіп Q)(Z 二 zy) 二 /+272， 
它们 导出 线性 复 变 消 数 : 
ш = Ах + В, (12) 
其 中 
А =/ Де“,В= 1+ іт. (13) 
由 此 可 见 , 在 (11) 的 情形 下 ,线性 变换 (4) 化 成 z 平面 平移 一 个 向 量 B= /+ im， 
旋转 一 个 角度 为 a= Атр A ,与 延伸 系数 为 / A = |А | 的 一 个 相似 延伸 变换 (参看 第 4 
Н). 
在 4= 一 1 的 情形 ,我 们 有 : 


а=-а,6=с (14) 
及 A= -а? 一 6b”<0. 重 复 刚 才 所 作 的 计算 ,我 们 便 看 到 ,变换 (4) 可 以 被 写成 
w=V -Де"=+В. (15) 


因此 ,在 条 件 (14) 下 ,线性 变换 (4) 便 化 成 :在 上 面 所 列举 过 的 那 几 种 变换 之 外 ,再 加 
上 一 个 从 = 到 z 的 变换 , 即 , 加 上 一 个 关于 实 轴 的 对 称 变换 (参看 第 1 目 ). 

由 变换 (12) 与 (15) 的 几何 意义 显然 可 以 看 出 :这 样 的 变换 保存 了 图 形 的 相似 性 ， 
特别 保存 了 两 条 直线 之 间 的 角度 ,把 z 平面 上 的 正方 形变 换 成 ww 平面 上 的 正方 形 ， 
等 等 .具有 这 种 性 质 的 线性 变换 ,叫做 正 交 变换 .因此 ,条 件 (10) 就 是 变换 (4) 是 正 交 
变换 的 条 件 ” .其 次 ,显然 变换 (12) 也 保存 了 绕 行 闭 周 线 时 的 方向 (简短 地 说 ,保存 了 
序 向 ) ,而 变换 (15) 则 把 它们 换 成 了 相反 的 方向 (改变 了 序 向 ). 因此, 条件 (11) 就 分 出 
了 保存 序 向 的 那 种 正 交 变 换 ,条件 (14) 分 出 了 改变 序 向 的 正 交 变 换 . 

我 们 回 到 任意 的 映射 上 来 . 如果 一 个 把 区 域 D 映 到 ”上 的 双向 单 值 映射 


ж 注意 ,如 果 我 们 要 求 任何 一 条 射线 arg z = 9 的 旋转 角 9 - р 都 与 角 p 无 关 , 就 也 达到 这 同样 的 正 交 性 条 
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w= /(=) = и(т,у) + го(т,у) (1) 
的 主要 线性 部 分 ,在 D 中 任何 一 个 点 的 邻 域内 都 是 保存 序 问 的 正 交 变换 的 话 , 这 个 
映射 就 称 为 是 共 形 映射 ”. 从 这 个 定义 可 以 导出 共 形 映射 的 两 个 基本 性 质 .: 

(1) 共 形 映射 在 可 以 相差 一 个 高 阶 无 限 小 的 程度 内 ,把 无 限 小 的 圆周 变换 成 贺 
周 ( 圆 性 质 ). 

(2) 共 形 映射 使 在 曲线 的 交点 处 曲线 所 成 的 角度 保持 不 变 ( 角 保持 性 质 ). 

第 一 个 性 质 的 意思 是 , 当 -很 小 时 ,圆周 C:|z- zo| = 被 变换 成 这 样 的 一 条 
曲线 C” , 它 的 任何 一 个 点 ,与 经 过 曲线 С” СЕНА С 在 所 考虑 的 映射 下 的 像 ) 上 
任何 一 个 点 所 作 的 圆周 | w — wo | = р 的 距离 ,都 是 一 个 关于 的 高 阶 无 限 小 .第 二 
个 性 质 的 意思 是 ,在 点 zo。 处 任何 两 条 曲线 Г, 57 ,所 成 的 角度 ,等 于 在 点 wo 处 这 两 
条 曲线 的 像 i 与 所 成 的 角度 “(图 38). 


图 38 


ди до ди_ _ Ov (16) 


的 形状 ,并且 必须 有 
A= (5%) + (5%) (а) 20, (17) 


9 工 д т 
因为 当 A=0 时 ,映射 w= f(z) 的 主要 线性 部 分 是 退化 的 ,这 与 它 是 共 形 映射 的 条 
件 相 了 矛盾 .这 样 ,方程 组 (16) 与 第 5 НЕРЖ f(z) 在 区 域 D 内 的 可 微 性 (解析 性 ) 的 
柯 西 — 黎 曼 条 件 相 符合 ,而 不 等 式 (17) 则 表明 ,导数 f(z) 必 须 处 处 都 是 不 等 于 0 
的 . 
又 ,我 们 有 


ж 如 果 映 射 w = f(z) 的 主要 线性 部 分 是 改变 序 向 的 正 交 变换 的 话 , 这 映射 就 称 为 是 第 二 类 共 形 上 映射 . 
жж 要 证 明 这 个 性 质 ,只 需 注 意 下 述 事 实 便 够 了 ;所 谓 两 条 曲线 所 成 的 角度 ,是 指 它们 的 切线 所 成 的 角度 ,而 
一 个 可 微 的 映射 的 主要 线性 部 分 ,是 把 曲线 的 切线 变换 成 TE 的 切线 . 
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从 这 里 容易 得 出 复 变 函数 的 导数 的 几何 解释 .我 们 有 : 
[f(z)|=vVA,arg (2) =а. (18) 
亦 即 ,导数 f(z) 的 模 与 辐 角 ,分 别 表 示 映 射 w= f(z ) 的 主要 线性 部 分 在 点 z 处 的 
延伸 系数 与 旋转 角度 ,或 者 , 换 种 说 法 ,就 表示 了 映射 ww 二 f(z) 本 身 在 点 z 处 的 延伸 
系数 与 旋转 角度 . 
我 们 在 这 一 目 中 已 作 过 的 那些 推理 ,导出 下 述 的 结论 
要 函数 ш= f(z) 作 出 一 个 对 区 域 D 的 共 形 映射 ,其 充分 必要 条 件 是 , 它 在 这 个 
区 域内 是 1) 单 叶 的 ,2) 解 析 的 ,和 3) 它 的 导数 f(z) 在 口内 处 处 都 不 等 于 0. 
我 们 要 注意 ,如 果 f(zo)=0, 那 么 在 点 zo 的 邻 域内 , 差 f(z) 一 wo 的 泰勒 展开 
式 就 具有 形状 | 
f(z) 一 wo = с, (> — zo)" 十 C+l (= — 2)" *' 十 (19) 
其 中 nn 宇 2,c, 关 0 (参看 第 20 目 ). 由 此 得 出 : 当 |z- 20 | => 很 小 时 ,由 图 数 f(z) 所 
作出 的 映射 ,与 映射 
00 — wo=c,(z— хо)" (20) 
仅 相 差 一 个 高 阶 无 限 小 .但 是 ,上 映射 (20) 的 逆 映 射 在 点 we 处 有 一 个 п ИЖ, ОЙ 
是 说 ,映射 (20) 在 点 zo 的 邻 域内 不 是 单 叶 的 .所 以 映射 w= f(z) 在 点 zxo 的 邻 域内 也 
不 是 单 叶 的 .因此 ,刚才 所 导出 的 那个 定理 中 条 件 3) 可 以 去 掉 , 因 为 它 可 以 从 条 件 1) 
(映射 是 单 叶 的 ) 中 得 出 . 
我 们 也 要 指出 : 反 过 来 讲 , 条 件 (zo) 关 0 也 保证 了 映射 在 点 zo 的 足够 小 的 邻 
六 结论 一 样 来 证 明 . 但 是 ,如 果 在 区 域 D 的 每 一 
个 点 处 都 满足 条 件 广 (z) 隆 0, 那么 并 不 一 定 就 能 由 此 得 出 结论 说 ,这 映射 在 整个 区 
域 D 内 是 单 叶 的 ,甚至 于 当 DD 是 一 个 单 连通 区 域 时 也 是 这 样 .例如 ,在 半 环 形 1< 
|z|<2,0<arg zx 内 ,映射 w= zx“ 显然 不 是 单 叶 的 ,但 是 在 这 个 半 环 形 的 任何 一 
个 点 处 , 却 都 有 人 =4z? 尖 0. 
在 结束 时 ,关于 由 那些 在 区 域 D 内 是 单 值 的 但 不 是 单 叶 的 函数 所 实施 的 映射 ， 
我 们 要 说 几 句 话 . 在 第 26 目 中 我 们 已 经 看 到 ,每 一 个 这 样 的 函数 w= f(z) 都 实施 一 
个 把 区 域 D БРА 2 = p(w) 的 歼 曼 曲面 R 上 去 的 双向 单 值 映射 . 设 曲 面 R 的 
位 于 点 wo 上 面 的 点 PP 不 是 一 个 支点 ,并 且 设 对 应 着 点 P 的 是 区 域 D 的 某 一 个 点 
zo. 这 就 是 说 ,有 多 值 函 数 p(w) 的 一 个 分 支 po (НЕ, Фо (о) = zo .在 点 zo 处 
导数 广 (zo ) 隆 0, 因为 假如 不 然 的 话 , 由 展开 式 (19) 中 可 以 看 出 ,点 P 就 是 曲面 R 的 
一 个 支点 了 .因此 ,函数 f(z) 实 现 一 个 把 点 zo 的 足够 小 的 邻 域 映 到 点 wo 的 一 个 邻 
域 上 去 的 双 回 单 值 映射 .这 映射 显然 是 一 个 共 形 映射 . 
所 以 ,由 一 个 在 区 域 р 内 是 单 值 但 不 是 单 叶 的 函数 也 二 f(z) 所 实施 的 映射 ,在 
每 一 个 满足 条 件 Р (0) 50 的 点 zo 的 足够 小 的 邻 域内 ,都 是 一 个 共 形 映射 .使 f(z) 
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=0 的 那些 点 ,以 及 它们 在 黎 曼 曲面 上 的 像 ,我 们 称 之 为 支点 (例如 п ВЕУ НЕ РА 8 
ш=5 (=+- ЖМЕМ = 土 1 处 ,w= sin < 有 支点 在 点 z= (22 +1), = 


0, 土 1,… 等 等 ). 

28. 基本 问题 有 了 任意 一 个 解析 消 数 ,我 们 便 可 以 考虑 由 它 所 实施 的 各 种 共 
形 映射 .任何 一 个 区 域 万 ,只 要 这 函数 在 D 内 是 单 叶 的 ,都 可 以 用 这 项 数 来 实施 共 形 
映射 把 DD 映 到 某 一 个 区 域 D" 上 去 .因此 ,我 们 可 以 得 出 在 几何 上 说 明 一 个 已 给 函数 
的 共 形 映射 的 各 种 不 同 的 例子 . 其实 ,在 上 一 章 的 $3 中 ,我 们 已 经 研究 过 这 个 问题 
了 ,在 那里 所 考虑 过 的 一 切 映射 ,都 是 在 相应 的 区 域内 单 叶 的 ,并 且 都 是 由 解析 函数 
所 作出 的 ,所 以 ,都 是 共 形 映射 . 

但 是 ,就 实用 的 目的 来 说 ,引起 巨大 兴趣 的 乃 是 它 的 那个 更 为 困难 得 多 的 逆 问 
题 ,所 请 

共 形 映射 理论 的 基本 问题 给 定 了 区 域 D 与 D" ,要 求 构 造 一 个 函数 , 它 实施 把 
其 中 一 个 区 域 映 到 另 一 个 区 域 上 去 的 共 形 映射 . 

要 解决 这 个 问题 ,还 没有 一 个 足够 简单 的 计算 方法 ,所 以 共 形 映射 理论 的 发 展 照 
下 述 这 些 方 向 来 进行 : 

(1) 弄 清楚 共 形 映射 的 存在 与 它 的 唯一 性 的 一 般 条 件 ; 

(2) 定义 各 种 特殊 的 区 域 类 ,它们 的 映射 可 以 用 初等 函数 的 组 合 来 实施 ; 

(3) 利用 解析 函数 的 一 般 性 质 , 来 研究 依赖 于 被 映射 区 域 的 形状 的 共 形 映射 的 
各 种 性 质 ; 

(4) 探究 共 形 映射 的 近似 方法 . 

我 们 来 谈 上 面 所 列 问 题 中 的 第 一 个 问题 .首先 ,在 像 前 面 所 表述 的 共 形 映射 基本 
问题 那样 的 一 般 形式 ,这 问题 显然 是 不 可 能 有 解 的 .例如 ,多 阶 连通 区 域 就 不 可 能 被 
双向 单 值 并 且 连 续 地 映 到 一 个 单 连通 区 域 上 去 .我 们 不 来 讲 完 全 的 证 明 , 仅 指出 这 种 
映射 不 可 能 的 理由 .我 们 假设 ,把 多 阶 连通 区 域 D 映 到 单 连 通 区 域 D* 上 去 的 一 个 双 
癌 单 值 而 且 连 续 的 映射 是 存在 的 .在 DD 内 取 一 条 其 内 部 包含 了 DD 的 外 点 或 边界 点 的 
闭 曲线 С (这 样 的 闭 曲 线 总 是 存在 的 ). 所 考虑 的 那个 映射 把 С 变换 成 位 于 D’ 内 的 
一 条 闭 曲 线 С”. 如 果 在 区 域 р" 的 内 部 使 曲线 С” 连续 地 聚 缩 成 Р" 中 的 某 一 个 点 
wo ,那么 ,由 于 映射 是 连续 的 ,曲线 С 应 当 也 始终 保持 在 区 域 DD 的 内 部 而 连续 地 聚 
缩 成 DD 的 某 一 个 点 .这 显然 是 不 可 能 的 ,因为 在 周 线 C 的 内 部 有 着 不 属于 DD 的 点 . 

又 例如 ,把 整个 z 平面 或 开 的 z 平面 映 到 ww 平面 的 一 个 有 界 区 域 D* 上 去 的 共 
形 映射 是 不 可 能 有 的 .事实 上 ,假如 有 这 样 的 一 个 映射 存在 的 话 , 那 么 ,作出 这 映射 的 
那个 函数 w = f(z), 就 要 在 整个 开平 面 内 都 是 解析 的 ,并 且 同 时 也 是 有 界 的 ,因为 这 
个 函数 所 有 的 值 都 位 于 区 域 D* 内 ;但 是 ,根据 刘 维 尔 定理 (第 17 目 ), 这 时 函数 f(z) 
必须 是 一 个 常数 ,这 是 不 可 能 的 . 

虽然 如 此 ,但 是 ,任意 两 个 单 连通 区 域 ,只 要 它们 的 边界 都 由 多 于 一 个 的 点 所 构 
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成 , 却 已 经 证 明 用 共 形 映射 来 把 它们 互相 由 这 一 个 映 到 那 一 个 上 去 是 可 能 的 ,并 且 还 
可 以 用 无 数 多 种 方式 来 做 到 ,这 就 是 ,可 以 做 得 使 任何 两 个 固定 的 点 以 及 在 这 两 个 点 
处 的 任何 两 个 方向 彼此 成 对 应 . 换 句 话说 ,下 述 的 所 谓 共 形 映射 理论 的 基本 定理 成 
М: 
定理 (B. 黎 曼 ,1851 年 ) 不 论 两 个 单 连通 区 域 DD 与 D* (它们 的 边界 都 是 由 多 
于 一 个 的 点 所 构成 的 ) 是 怎么 样 ,也 不 论 在 这 两 个 区 域 中 的 两 个 点 z0 与 wo 以 及 一 个 
实数 co 是 怎样 给 定 的 ,总 有 一 个 而 且 只 有 一 个 把 区 域 DD 映 到 区 域 D” 上 去 的 共 形 映 
射 
w= f(z) (1) 
存在 ,使 得 
(=) = wo, ага f (zo0)= о. (2) 
要 证 明 这 样 的 共 形 映射 存在 ,需要 用 超出 本 书 范围 的 专门 工具 ,所 以 我 们 把 它 省 
上 略 掉 了 ( 见 壁 如 5B.B. 沙 巴特 [3]). 现 在 我 们 只 依据 它 的 存在 ,在 给 定 条 件 (2) 的 情形 
下 ,来 证 明 这 共 形 映射 是 唯一 的 . 
开始 我 们 先 讨论 一 个 特殊 的 情形 ;区域 D 与 D* 分 别 是 单位 圆 |z|<1,|w|<1， 
而 zo = wo = а, = 0. 在 这 情形 下 我 们 应 当 证 明 : 如 果 函 数 ww = f(z) 作 出 一 个 把 圆 
|= | ЗЧ | w|<1 上 去 的 共 形 映射 ,并 且 f(0) =0, 7 (0) >0, 那 么 必 有 
f(z)=z. 
证 明 是 以 施 瓦 蒋 引 理 (第 15 目 ) 为 基础 的 .因为 ,由 于 w= f(z) 把 圆 |z|<1 映 
到 圆 |w|<1 上 , 当 |z|<1 时 我 们 有 |f(z)|<1, 所 以 ,根据 施 瓦 区 引 理 ， 


|f(z)|<|z|. 
对 f(z) 的 反 函 数 使 用 同样 的 推理 ,我 们 得 到 : 
|z|<|f(z)|. 
所 以 ,1f(z)| 志 |z|, 并 且 根 据 同 一 引 理 ， 
f(z)=e"z. 


由 于 按照 条 件 有 (0) >0, 所 以 a=0, 因 此 (х) =. 
我 们 转 到 一 般 的 情况 .假设 有 两 个 把 DD р” 上 去 的 映射 
w= fi(z), w= (=) 
存在 ,它们 满足 条 件 
Л, (20) = р (20) = оо, arg fi(zo0)=arg Го (хо) = ао. 
利用 函数 
==$(5), Ф(0) ==, Фф (0)>0, 
把 圆 | 5|<1 映 到 区 域 D 上 .又 利用 函数 
ш= (0), (и) =0, arg Фф (wo)= – а, 
把 区 域 D" || <1 上 .显然 ， 
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о= Е (5) =! [ФС С) |, о = Е,05) = Ф1/1ф(5) 11, 
Хх рУ РАС ру УЕА [| < ВЫ | о < 上 去 的 共 形 映射 ,都 适合 条 件 
Е, (0) = Е.(0) =0, arg Е, (0) = аго Е, (0) =0. 

М ЕТА ПЕНЯ У, Е (5) =Е, (5) МАНАЕ И (е) = (е), ЛЕДВЕ НУ 
唯一 性 便 已 经 证 明 . 

最 后 我 们 要 提出 刘 维 尔 定理 (第 17 目 ) 的 一 个 推广 ,这 是 黎 曼 定理 的 直接 推论 : 

ЖЖ 包 =/z) 在 开平 面 内 是 解析 的 ,并 且 不 取 位 于 某 一 条 缴 y 上 的 那些 
值 ,那么 它 必 是 一 个 常数 . 

事实 上 , 设 函 数 w= p(w) 是 实施 把 曲线 у 的 外 部 映 到 单位 圆 的 内 部 上 的 共 形 
映射 (根据 黎 曼 定理 ,这 也 数 是 存在 的 ,并 且 当 然 不 是 一 个 常数 ). 我们 来 看 复合 函数 
w= 二 9[/(z)]=g(z), 它 在 开平 面 内 是 解析 的 ,并 且 所 有 的 它 的 值 都 位 于 单位 圆 的 
内 部 ,因此 ,根据 刘 维 尔 定理 (第 17 目 ), 这 函数 是 个 常数 .但 如 果 g(z) 是 常数 的 话 ， 
ХВАР f(z) 也 必定 是 个 常数 ,而 这 便 是 我 们 所 需要 的 结果 .例如 ,特别 当 f(z) 在 
开平 面 内 是 解析 的 ,并 且 它 的 值 全 部 位 于 某 一 个 半 平 面 内 (这 时 它 便 不 取 位 于 其 他 一 
个 半 平 面 内 任何 一 条 弧 上 的 那些 值 ) ,那么 它 必定 是 个 常数 . 

29. 边界 对 应 ”将 区 域 作 共 形 映 射 时 要 建立 边界 对 应 ,有 关 这 种 对 应 的 一 些 基 
本 事实 ,我 们 就 要 在 这 里 讨论 .为 了 方便 起 见 , 我 们 在 区 域 D 的 边界 C 上 引进 一 个 实 
数 的 参 变量 5 从 曲线 С 上 某 一 个 固定 的 点 算 起 的 弧 长 ,于 是 在 С 上 我 们 有 5 = 
c(s). 如 果 一 个 函数 f(z) 在 闭 区 域 D 上 是 连续 的 ,那么 我 们 就 在 这 个 区 域 的 边界 С 


上 令 


РС) = (5) = ф(5), 

并 把 (5) ШИРА f(z) 的 边界 函数 . 

我 们 来 举 出 下 述 的 边界 对 应 定理 ,不 予 证 明 .( 见 Голузин[6]) 

定理 1 АЖ w= /(z) 作 出 区 域 D 与 D’ 之 间 的 一 个 共 形 映射 .于 是 

1) Жр 的 边界 没有 无 穷 远 分 支 ,那么 函数 f(z) 在 区 域 的 边界 上 是 连续 
的 ,并 且 边 界 函 数 ш= (5) = ф(5) 36468) 50" 的 边界 之 间 的 一 个 连续 而 且 
双向 单 值 的 对 应 关系 ; 

2) 如 果 DD 与 D’* 的 边界 都 不 含 肌 无 穷 远 分 支 , 并 且 在 每 一 个 点 处 都 具有 连续 的 
(因而 ,也 是 有 界 的 ) 曲 率 , 那 么 边界 函数 p(s) 是 连续 可 微 的 . 

这 时 处 处 我 们 都 假定 :边界 上 的 多 重点 ,都 是 按照 它 是 个 几 重 点 而 被 计算 几 次 
的 ;例如 ,在 图 39 中 , 截 痕 的 两 沿 cd 与 de 上 的 点 都 认为 是 不 同 的 点 (所 以 它们 对 应 
着 不 同 的 两 条 线段 .*d Ууа`е), жь 与 f° 也 是 这 样 (所 以 它们 也 对 应 着 不 同 
的 两 个 点 2 与 有) .如 果 在 定理 的 第 一 部 分 中 , 弃 去 р" 的 边界 没有 无 穷 远 分 支 这 个 条 
件 , 那 么 函数 ф(5) р 的 边界 上 所 有 与 有 限 点 相对 应 的 点 处 ,仍然 是 连续 的 .而 在 
与 р" 的 边界 上 的 无 穷 远 点 相对 应 的 那些 点 (它们 可 以 有 几 个 ,如 果 那 个 无 穷 远 点 是 
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个 多 重点 的 话 ) 处 ,函数 ;是 连续 的 ， 


同样 不 加 证 明 地 列举 一 些 更 精确 的 结果 ,这 些 结果 与 区 域 边 界 上 共 形 映射 的 导 
数 的 存在 有 关 . 第 一 个 这 种 结果 是 К. 卡拉 捷 奥 道 利 在 1929 年 获得 的 : 

(1) 如 果 函 数 w= f(z),f(0)=0 实施 把 上 半 平 面 映 到 区 域 D 的 共 形 映射 ,区 
域 DD 的 边界 C 在 点 w=0 的 邻 域 内 是 一 段 连续 曲线 .并 且 存 在 通过 zw =0 的 圆周 ， 
其 中 一 个 圆周 整个 置 于 内 ,而 另 一 个 圆周 整个 在 D 外 ,那么 当 沿 着 上 半 平 面 的 点 
=—>0 时 存在 


lim 02 =limf’ (=) = у,0< [|< оо. 


这 一 结果 在 1931 年 被 M. A. 拉夫 连 季 耶 夫 和 了 II.A. 贝 还 诺 夫 强 化 : 
(2) 如 果 在 点 w=0 的 邻 域内 边界 C 可 求 长 ” ,位 于 曲线 о = + | и |1 ,0<а< 


1 Ж <=) =1 之 间 , 其 中 x(s) 一 一 曲线 C 的 点 的 横 坐 标 ,该 点 沿 С 到 点 w=0 的 
距离 等 于 * ,那么 存在 


为 了 实际 目的 ,O. 遍 洛 格 的 结果 就 足够 了 .为 了 给 出 它 的 措辞 ,我 们 约定 称 某 段 
弧 为 李 雅 普 诺 夫 弧 ,如 果 它 可 求 长 的 ,在 每 一 点 有 切线 和 这 一 切线 和 x 轴 的 倾斜 角 
90, 作为 弧 长 ; 的 函数 满足 赫 尔 德 (Holder) 条 件 

10(s,)—0(s1)|<KIs,—s1|", 

其 中 К 为 某 一 常数 和 0< ao 委 1. 下 列 定 理 成 立 . 

定理 假如 函数 =jF(z) 实 施 一 个 把 区 域 万 映射 到 区 域 万 "的 共 形 映射 ,万 的 
ПО НСС ,那么 在 c 上 导数 
请 (z) 存 在 ,不 变 成 0 和 满足 赫 尔 德 条 件 . 

凯 洛 格 定 理 的 证 明 读 者 可 以 在 .MX. Голузин[6 18+ #1]. 


* 也 就 是 每 一 个 它 的 线段 有 确定 的 长 . 
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我 们 还 要 注意 ,在 上 一 目的 基本 定理 中 ,条件 (2) 内 含有 三 个 实 参 变数 ro ,yo (то 

+ гур = zo) 与 wo, 所 以 可 以 用 区 域 р 与 D "的 三 对 边界 点 互相 对 应 : 
(=) = vw,,k=1,2,3 (1) 

这 条 件 来 代替 ,这 三 对 边界 点 是 可 以 任意 取 的 ,不 过 要 保持 在 绕 行 边界 时 它们 之 间 的 
先后 顺序 ”. 这 个 结论 我 们 将 在 第 35 目 中 来 证 明 . 

在 共 形 映射 的 实际 应 用 中 ,下 述 的 边界 对 应 原理 很 为 重要 ,这 原理 在 熟悉 意义 下 
是 定理 1 的 道 定理 : 

定理 2 设 已 经 给 定 了 两 个 单 连通 区 域 吃 与 D’ ,其 边界 分 别 是 СУС" ,并 且 
区 域 D* 是 有 界 的 .如 果 函 数 ww = f(z) 

1) 在 DD 内 是 解析 的 ,在 DD 上 是 连续 的 ; 

2) зж Але С С" 上 ,并 且 保 持 其 绕 行 时 方向 的 双向 单 值 映射 ， 
那么 它 也 是 实施 一 个 把 区 域 DD 映 到 D ”上 去 的 ( 单 叶 ) 共 形 映射 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 要 利用 第 23 目 中 的 辐 角 原理 . 设 wo 是 任意 一 个 这 样 的 
复数 ,在 区 域 D 的 边界 C 上 不 论 哪 一 个 点 处 , f(z) 的 值 都 不 等 于 wo ,图 数 f(z) 在 
Ю 的 内 部 的 wo 值 点 的 个 数 等 于 


N(zwo)= 元 Acarg|y(z) — wol,， 


其 中 Acarg| f(z) 一 wol 是 当 х 走 过 周 线 С 时 ,arg| f(z) 一 wo| 的 全 部 改变 量 (参看 第 23 
目 中 的 公式 (13); 在 区 域 D 内 f(z) 的 极点 的 个 数 等 于 0, 因为 f(z) 是 连续 的 ). 

由 于 在 周 线 С 上 的 点 与 C” 上 的 点 之 间 的 那个 对 应 关系 ,是 双 回 单 值 而 且 连 续 
的 ,我 们 有 : 

Acarg|lF(z) 一 moj=Acarg( 让 一 0). 

但 是 ,显然 Дс" ага (и — wo ) 对 所 有 在 C ”内 部 的 点 wo 来 说 都 等 于 2r ,对 所 有 在 С" 
的 外 面 的 点 wo 来 说 都 等 于 0. 所 以 ,对 于 所 有 在 С" 内 部 的 点 wo 来 说 , МС) =1, 
而 对 于 所 有 在 С” 的 外 面 的 点 wo 来 说 ,N(wo)=0. 因 此 ,函数 w= f(z) 在 DD 内 取 
D ”中 的 每 一 个 值 一 次 ,也 只 取 一 次 ,而 不 取 任 何其 他 的 值 ,这 就 是 说 , 它 实 施 一 个 把 
р р” 上 去 的 单 叶 映 射 .定理 得 证 . 

在 证 明 中 没有 任何 地 方 用 到 区 域 р" 是 有 界 的 这 个 性 质 ”. 但 是 如 有 果 区 域 р" 不 
是 有 界 的 , 即 ,如 果 在 О" 的 内 部 “或 它 的 边界 上 含有 无 穷 远 点 的 话 , 那 么 这 个 原理 


ж 条 件 (1) 也 像 上 一 目 中 的 条 件 (2) 一 样 ,含有 三 个 实 参 变 量 ,因为 在 区 域 边界 上 点 的 位 置 是 由 一 个 参 变量 
来 确定 的 . 

** ”如果 区 域 DD 在 其 内 部 含有 点 z= co ,那么 必须 定义 在 这 个 点 处 共 形 映射 的 概念 .只 需 利用 球 极 平面 投影 
把 z 平面 转换 到 复数 球面 上 去 ,这 样 的 定义 便 可 得 到 .也 可 以 参看 第 31 目 ,在 那 目 中 将 对 这 个 问题 作 详 细 的 研 
究 . 

жж ” 见 上 面 这 个 附注 . 
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就 需要 更 精确 的 规定 .首先 ,在 它 的 表述 中 我 们 必须 去 掉 f(z) 在 р 上 是 连续 的 这 个 
要 求 ,因为 f(z) 在 对 应 于 w= co 的 那个 点 处 就 不 是 连续 的 .但 在 这 时 若 不 加 上 补充 
的 限制 ,这 原理 便 不 再 是 正确 的 了 .例如 .函数 w= > 作出 一 个 在 х 轴 的 点 与 轴 的 
点 之 间 的 连续 (除了 在 点 х = ce 处 之 外 ) 而 且 双 向 单 值 的 对 应 关系 ,并 且 保 存 了 在 通 
过 它们 时 的 方 回 ,但 是 ,这 也 数 在 上 半 平 面 内 却 不 是 单 叶 的 .事实 上 ,这 时 这 个 映射 把 
上 半 平 面 一 一 即 角度 为 x 的 一 个 角 ,变换 成 角度 为 3x 的 一 个 角 , 而 这 个 角 要 和 覆盖 上 
半 和 平面 两 次 (并 且 还 覆盖 下 半 平 面 一 次 ). 

当 也 ”是 一 个 无 界 区 域 时 的 情形 ,在 实用 上 是 很 重要 的 ,我 们 现在 来 详细 地 讨论 它 . 
在 这 里 有 下 述 两 个 定理 (我 们 保持 了 上 面 所 用 的 记号 以 及 加 在 函数 f(z) 上 的 条 件 2)). 

定理 3 设 区 域 吃 "在 其 内 部 包含 无 穷 远 点 ,这 时 如 果 用 条 件 1 ) 函 数 f(z) 在 DD 
上 是 连续 的 ,在 口内 , 除 在 某 一 个 内 点 zl 处 外 都 是 解析 的 ,在 这 个 点 处 函数 用 一 阶 
极点 来 代替 定理 2 的 条 件 1), 那 么 边界 对 应 原理 仍然 是 成 立 的 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 再 来 利用 辐 角 原理 .根据 辐 角 原理 ,对 于 每 一 个 不 在 
C 上 的 点 wo 来 说 ,函数 f(z) 的 wo 值 点 的 个 数 N (wo ) 都 满足 关系 式 


1 1 
N (зо) –1= 5 Дсагві (2) — шо! = -Ас" arg(z — wo ) 


(在 周 线 С 的 内 部 恰 有 一 个 一 阶 极点 ). 

因为 区 域 D 内 含有 无 穷 远 点 ,所 以 C ”是 按照 顺 时 针 方 向 来 绕 行 的 ,这 就 是 说 ， 
如 果 点 wo 在 C ”的 内 部 ,那么 Дс" arg(w 一 wo) 便 等 于 一 2x ;如果 点 wo 在 C ”的 外 
面 ,那么 Дс" arg(w — wo) 便 等 于 0. 因 此 ,对 于 区 域 О’ 的 所 有 的 内 点 wo 来 说 ,都 有 
N(wo)=1; 对 于 D ”的 所 有 的 外 点 wo 来 说 ,都 有 М (rwo)=0. 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

下 述 的 定理 是 关于 区 域 在 它 的 边界 上 含有 无 穷 远 点 时 的 情形 的 .如 前 面 所 举 过 的 
ЩЖ w= xz 的 例子 一 样 ,为 了 在 这 种 情形 中 保持 边界 对 应 原理 需要 补充 限制 条 件 . 

在 开始 时 我 们 姑且 假定 :区 域 D* 只 有 一 个 这 样 的 点 , 即 ,w= co 是 边界 С° 的 一 
个 单 点 .我 们 还 假定 ,C* 的 那 两 条 伸 向 无 穷 远 处 的 分 支 ,都 具有 渐 近 线 * .我 们 用 Br 
(0 二 8 过 2) 来 表示 在 这 两 条 渐 近 线 之 间 的 角度 ,这 角度 像 在 图 40 中 所 指明 的 那样 来 
量 ( 在 图 40 中 分 别 画 出 了 86=0 与 8=2 这 两 种 情形 . 同 任何 时 候 一 样 ,在 区 域 互 补 
的 那 集 合用 加 上 和 斜 线 来 说 明 ). 设 对 应 于 点 w= co 的 是 周 线 С 上 的 点 5 ,我 们 用 ат 
(0< ao 委 2) 来 表示 周 线 C 在 点 抽 处 的 左 切线 与 右 切线 之 间 的 角度 .我 们 还 假定 ,在 
点 bo 的 邻 域内 f(z) 是 и 阶 的 无 限 大 ,这 就 是 说 ,有 一 个 常数 A 天 0, 和 co 存在 ,使 得 
当 z 沿 着 区 域 D 内 的 点 趋 于 点 % 时 ,存在 着 极限 

lp [f(z)(z— £0)"]=A (20). (2) 


ж 对 于 无 穷 远 点 来 讲 , 这 个 条 件 是 与 逐 段 光滑 的 条 件 类 同 的 . 
жж 我 们 在 = 平面 中 把 角 а =0 除外 . 
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在 所 讨论 的 这 个 情形 中 ,边界 对 应 原理 不 能 直接 应 用 ,因为 /(z) 在 周 线 С 上 要 
变 成 无 穷 大 .发 现 ,为 了 保留 原理 的 正确 ,需要 对 映射 函数 增长 的 阶 数 и 引入 限制 . 
就 是 ,在 上 面 所 采用 的 条 件 与 表示 下 以 下 定理 成 立 . 

定理 4 假如 用 条 件 

Г) 函数 f(z), 除 了 点 8 外 ,在 姜 中 处 处 解析 和 在 中 处 处 连续 ,而 在 该 点 的 
邻 域 属于 D 的 部 分 中 是 J 阶 无 穷 大 ,并 且 

и<(В+2)/а (3) 
代替 定理 2 的 条 件 1 ,那么 边界 对 应 原理 仍 保持 有 效 . 

为 了 证 明 ,我 们 从 区 域 D 中 制 去 一 个 以 点 5 为 圆心 的 半径 很 小 的 圆 | z - 6, < 
г. = 一 6|=r 的 属于 D 内 的 那 一 段 弧 我 们 记 作 У, ЛЕНТ ХИ: 412 С 
所 余 留 下 来 的 部 分 记 作 С, ; 周 线 C, + у, ТЕС. РЕ С 所 围 成 的 那个 区 域 DD, 边 
界 对 应 原理 便 可 以 应 用 了 . 

设 ww 是 区 域 D ”中 的 任意 一 个 点 .因为 w, 是 有 限 的 ,而 当 zz 一 时 f(z) 一 %， 
所 以 总 可 以 把 圆 的 半径 > 选 得 如 此 小 ,使 得 项 数 f(z) 的 那些 w, 值 点 中 ,没有 任何 
一 个 是 在 区 域 D 的 被 割 去 的 那个 部 分 内 的 .这 时 N(wo) 一 一 在 区 域 D 内 图 数 /(z) 
的 wo 值 点 的 个 数 一 一 就 将 等 于 在 区 域 D 内 f(z) 的 wo 值 点 的 个 数 ,于 是 根据 辐 角 
原理 我 们 有 : 

Мил) = 5 Абак [ f(z) — wo]=Ac + A, . (4) 

为 了 要 计算 第 一 项 的 值 ,我 们 注意 , 当 点 z 沿 着 св 次 时 , 它 的 对 应 点 w 也 按 

正方 向 沿 着 整 条 曲线 C 行经 一 次 ,不 过 С” 的 位 于 点 w= % 的 小 邻 域内 的 某 一 段 弧 
要 除外 .所 以 

Ac = Дс: arg(w— wo)=(2- PB)x+O(r), (5) 


其 中 С; 是 弧 C, 的 像 ,O(r) 表 示 与 ” 一 同 趋 于 零 的 一 个 量 (以 后 在 需要 的 时 候 ,我 们 
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就 将 使 用 这 个 记号 ,并 且 它 可 以 用 来 表示 实数 的 量 ,也 可 以 用 来 表示 复数 的 量 ). 
要 计算 (4) 式 中 的 第 二 项 ,我 们 利用 条 件 (2) ,并 把 f(z) 在 点 名 的 邻 域内 表示 成 


(= А+О(»)] 


(=- бо)" 
的 形状 .于 是 便 可 以 得 到 : 
人 Ararg[A+O(r)] 04, аше б), 
因为 , 当 20 В, зоо (2 50) 一 0, 所 以 无 穷 小 ro(z 一 名 多 可 以 包括 在 记号 O(7r) 
的 里 面 .由 于 A 关 0 而 且 是 一 个 常数 ,所 以 式 中 的 第 一 项 当 г 0 时 趋 于 零 ,并 且 , 从 
图 40 中 可 以 看 出 


д, = A, arg 


Д; arg(z— 65) = — axrt+O(r), 
所 以 
Д, = apr + O(r). (6) 
把 表达 式 (5) 与 (6) 代 入 式 (4) 中 ,我 们 求 得 : 
N(wo)=1+ 72+ О(ғ), 
当 е0) 时 ,从 这 里 便 得 出 
N(wo)=1+ 42. (7) 


根据 我 们 采用 的 对 f(z) 的 增长 的 限制 (3) ,在 点 的 邻 域内 我 们 有 ас - 8B<2, 所 以 
由 公式 (7) 我 们 得 出 М(0,) <2. 9—58, 
№) = (2-В+ аи) >0, 

因为 我 们 有 аи >0 并 且 6 二 2. 可 是 在 开 区 间 (0,2) 内 只 有 唯一 的 一 个 整数 1, 所 以 ， 
N(wo)=1. 

我 们 已 经 证 明了 :区 域 D* 中 的 每 一 个 值 wo , РАЖ f(z) 在 DD 内 都 必 取 到 一 次 
而 且 也 只 取 到 一 次 .如 果 点 wo 位 于 区 域 О“ 的 外 面 ,那么 我 们 上 面 所 作 的 推理 也 可 
以 完全 保存 ,不 过 要 在 (5) 式 中 用 一 Br 来 取代 (2 一 B)z, 那 时 我 们 便 不 是 得 到 公式 
(7) ,而 是 得 到 

№(иь) =. (8) 


所 以 在 这 情形 中 一 1<N(wo)<1, 而 因此 ,N (wo)=0, 这 就 是 说 ,函数 f(z) 在 区 域 
р 内 不 取 任 何 一 个 不 属于 D’ КИН. НТ И, , АЖ w= f(z) 实 施 一 个 把 DD 映 到 DD* 
上 的 单 叶 映射 .定理 于 是 得 证 . 
注意 :在 所 设 的 那些 条 件 之 下 ,我 们 有 
a 
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(这 可 以 从 上 面 的 公式 (7) 或 公式 (8) 看 出 ) ,这 就 是 说 ,在 点 名 的 邻 域内 有 


Г) А [1+O(7)]. (9) 


(= бол“ 

特别 , 设 c=B8=1, 这 就 是 说 ,5 与 w= co 都 不 是 角 点 .: 那 时 不 等 式 (3) 就 具有 и <3 
的 形状 .因此 ,函数 F(z) 在 点 外 的 邻 域内 必须 是 低 于 三 阶 的 无 穷 大 .我 们 在 前 面 所 
举 过 的 函数 w= z 的 例子 便 说 明了 ,只 有 在 这 所 说 的 情形 下 定理 才 是 正确 的 , 即 , 在 
三 阶 无 穷 大 时 ,已 经 不 能 再 确保 映射 是 单 叶 的 了 . 

最 后 ,我 们 来 指出 这 样 的 一 个 事实 : 

Ж оох ДЯ C 的 多 重点 ,那么 为 了 要 边界 对 应 原理 仍然 成 立 , 只 需要 条 
件 (3) 至 少 被 周 线 С 上 对 应 于 点 w= co 的 一 个 点 “如 所 满足 便 够 了 . 

实际 上 ,我 们 把 所 有 对 应 于 点 w= оо ВЯ п 个 点 各 的 邻 域 都 用 小 圆 |z — 5,1 < 
ri (k==0,1,…,n 一 1) 来 去 掉 (n 是 点 w= co 的 重 数 ) ,而 把 余 留 下 来 的 区 域 记 作 Р. 
对 于 任何 一 个 不 在 С’ 上 的 ( 因 之 ,是 有 限 的 ) 值 wo 来 说 ,我 们 总 可 以 把 普选 得 如 此 
小 ,使 得 在 区 域 D 与 D 中 ,函数 f(z) 的 wwo 值 点 的 个 数 是 一 样 的 . 现在 我 们 使 га 
于 零 ,其 余 的 rx,r,,…,r,_1 都 固定 不 动 . 上 述 定理 的 证 明 在 这 里 完全 可 用 ,所 以 ,对 
于 了 -内 所 有 的 点 wo 来 说 ,都 有 N (wo)=1, 而 对 于 不 属于 D” 的 wo 来 说 ,都 有 
N(wo)==0. 这 便 是 所 要 证 明 的 . 

在 下 一 三 中 ,我 们 将 举 一 些 应 用 边界 对 应 原理 的 例子 . 


30. 例题 
(1) ”函数 
vw -ry 12 (1) 
在 单位 圆 的 边界 上 取 值 


де? 1 
(1+e™*) Егу 


Фо 一 


所 以 , 它 在 单位 圆周 与 射线 и21,0=0 的 点 之 间 ,建立 起 一 种 双向 单 值 的 对 应 关系 .这 个 对 应 关系 
除了 在 点 & = -1 处 外 是 处 处 连续 的 ,在 点 名 的 邻 域内 


ry 
在 这 里 可 以 应 用 上 一 目 中 的 定理 4, 因 为 a=1,B=2, 并 且 条 件 (3) 是 满足 的 .所 以 ,函数 (1) 实 
施 一 个 单 叶 共 形 映射 ,把 圆 |z|<1 映 到 从 w 平面 中 去 掉 射 线 宇 1, v=0 所 得 到 的 那个 区 域 上 . 
在 图 41 中 画 出 了 在 所 说 的 这 个 映射 下 互相 对 应 的 曲线 族 .在 w 平 面 中 的 曲线 族 是 正 交 的 ,因为 它 
是 z 平面 中 的 正 交 曲线 族 ( 由 圆周 | = | = const 与 它们 的 半径 所 形成 的 ) 经 过 共 形 映射 所 成 的 像 
(2) 讨论 更 一 般 的 情形 , 函数 


ж 这 样 的 点 的 个 数 ,等 于 对 区 域 D "来 说 的 边界 点 w= % 的 重 数 . 
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(2) 


(2" +1)" 
在 п=1 时 与 前 面 例子 完全 一 样 . 在 单位 加 周 上 取 人 


Г (=) 

我 们 在 单位 圆周 上 标 出 正 ” 边 形 的 顶点 : 

А, =е (k=1,2,.…,n) 
以 及 由 它们 所 形成 的 那些 弧 的 中 点 : 

В, = еі0*- 0% (= 1,2, :-:, пи) 
(942). Е «= соѕ ТЕД Ai1B1 上 从 1 减 小 至 0( 我 们 约定 认为 在 这 弧 上 агр о = 0), В, А, Е 
它 从 0 变 到 一 1 (我 们 约定 认为 在 这 弧 上 arg w= – х); 39 A,B, 上 它 从 一 1 变 到 0 (认为 arg w= 
一 Xx); 在 绝 B,A;3 上 它 从 0 变 到 1 (认为 arg w= 一 2x), 如 此 类 推 ( 图 42(b)). 与 此 相应 ,在 А, В, 8 


上 ,对 应 点 ww 的 模 从 1 增 大 到 co ,而 其 辐 角 等 于 0; 在 ВА ВЕЕ, о Ао Х,аво = 27 Е 
42B: 段 上 ,|z| 从 1 增 大 到 co (仍旧 arg w= 和 全); 在 BA; 段 上 ,|w| 从 % 减 小 到 1,arg w=2: 
所 ;如 此 类 推 .因此 ,点 w 依次 遍历 条 射线 : 


argw= (Е -1)29, |21 (=12，m)， (3) 
并 且 每 一 条 射线 都 按照 彼此 相反 的 方向 被 通过 两 次 (参看 图 42(c)). 圆 周 |z| =1 在 我 们 这 个 映射 
下 的 像 ,以 点 w= % 为 它 的 п 重点 ,这 个 п 重点 对 应 着 圆周 上 的 个 点 及 (k=1,2,…,n). 因 为 
每 一 个 点 В, 66 2" +1 的 零点 ,并 且 都 是 单 点 ,所 以 在 点 Bi 的 邻 域 内 
~ бв 
(=-В,)" | 


其 中 CG 是 一 个 常量 .根据 边界 对 应 原理 (定理 4, 现 在 在 定理 中 有 wm =1, 8, ==), 函数 (2) 实 施 一 
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一 B, 一 — АХ 1 
А, РГА Ау, Аз ——2222274 АТ 022222—=- 
—— ‚ —— 4з . 
—— В; 9? е 
(Б) (с) 
图 42 


个 把 圆 |z| < 1 上映 到 去 掉 了 п 条 射线 (3) 的 z 平面 上 去 的 单 叶 共 形 映射 . 
(3) 对 ww 平面 再 作 添加 的 变换 w= =; ,我 们 便 得 到 一 个 映射 


С) 
77 74 = (4) 
这 上 映射 把 单位 圆 映 到 由 ”条 射线 
|| 1, arg w= (6 1)27, Б 1,2, (5) 


所 构成 的 一 个 “ 星 形 ”的 外 部 上 (图 43 ,我 们 仍然 用 w ЖУК w ). 
当 и=2 时 ,我 们 得 到 


«НЫ 


这 便 是 茹 科 夫 斯 基 映 射 ( 见 第 7 目 ) аз 
(4) 现在 我 们 来 考虑 去 掉 了 nn 条 长 度 等 于 4 的 线段 
1- “过 |z| 云 1， arg == (6 1)27, 有 =1.2 7 (6) 


的 单位 圆 |z|<1 (图 44(a)). 用 上 面 同样 的 方法 容易 验证 上 一 例 中 的 函数 . 


== (= (+1, 
之 | f(z) 4 之 
把 这 区 域 映 到 一 个 由 ”条 长 度 为 
а-а)" +1] 
на 2а 7 (7) 


的 射线 所 构成 的 “ 星 形 " 的 外 部 上 ,这 个 星 形 是 与 星 形 (6) 相 似 的 (图 44(b)). 我 们 可 以 用 相似 变换 
z2 = 了 了 -把 这 星 形 中 的 射线 都 变换 成 长 度 等 于 1 的 线段 ,于 是 函数 (4) 的 反 函 数 


w=g(z2)= [а + (zs 1)", (8) 
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Ф 
Ф 
Ф 
теч чое ә 


`` 
`` 
Ф 
Ф 


(Б) 
图 44 


把 这 个 星 形 的 外 部 变换 到 单位 圆 的 内 部 上 .因此 , ра 


шт) | (9) 
实施 一 个 把 去 掉 了 п 条 线段 (6) 的 单位 圆 映 到 单位 圆 的 内 部 上 去 的 共 形 映射 . 
公式 (9) 在 展开 形式 中 是 十 分 累 装 的 ,因此 为 了 方便 计算 ,对 获得 近似 公式 表现 出 极 大 兴趣 . 
设想 量 a 很 小 ,并 且 从 (7) 中 把 比 a 更 高 阶 的 无 穷 小 量 略 去 ,根据 泰勒 公式 
a 人 ~ 去 [2- na "Ва Г :(1+а+а?) лала, 


类 似 地 ,再 略 去 比 a 高 阶 的 无 穷 小 量 ， 


_ 1 ГУА 2 +1 п 
атаа) 
并 且 根 据 公 式 (8) 
VE 
A 1+ 2" 
= (1+ 1 一 | 
把 上 面 求 出 的 a 值 代入 此 式 ,最 终 我 们 得 到 
ое.) (10) 
这 公式 对 于 不 太 邻 近 于 点 А, = е МНЕ. М a =0 时 ,我 们 得 出 и=, ха 
然 的 . 
(5) 我 们 来 考虑 函数 
ш) = 2 + е. (11) 


А з= х + іу, = и + іо ,1 9 

и= х + е" cos у, 

о=у+е зп у, 
从 这 里 可 以 得 出 :在 作为 带 形 一 x<y<z 的 边界 的 那 两 条 直线 у= +л Е, ЖЖ и=т-е,о= + 
成 立 .这 便 是 说 ,这 两 条 直线 在 映射 下 变换 成 各 被 通过 两 次 的 两 条 射线 -co<xz< -lo= 士 r 
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(Ж “= 在 r=0 时 达到 其 最 大 值 “= -1). 我 们 不 能 对 它 应 用 边界 对 应 原理 ;但 是 对 这 范 
数 的 直接 研究 指明 了 :实施 一 个 共 形 映射 ,把 带 形 一 x<y< л Ню 平面 中 去 掉 两 条 射线 - оо 
<u< 一 1,v= 土 x 而 得 到 的 那个 区 域 上 .图 45 上 画 出 在 这 映射 下 线 的 对 应 关系 ( 引 和 人 了 区 域 的 上 
半 部 分 ,而 下 半 部 分 的 映射 是 对 称 的 . ) 


图 45 
(6) 指数 函数 
= е? (12) 
把 两 条 平行 的 倾斜 直线 
у= (=-а), У=ЁР(х-а,) (2520,50) 
映射 到 两 条 曲线 


w=e е9) (v=1,2). 

在 w 平面 内 引进 极 坐 标 w= ре ,我 们 得 到 p=e ,0=k(x 一 a,), 或 

p= рье* ， (13) 
其 中 р, = е (w=1,2). 这 是 两 条 相似 的 对 数 螺 线 . 假 如 =a, 一 al<2x ,那么 在 平面 z 中 直线 之 
间 的 垂直 线段 的 长 小 于 2x ,并 且 在 它们 之 间 的 带 中 映射 是 单 叶 的 ( 见 第 8 目 ). 使 a Ма, ЖЗ] a,， 
我 们 确信 ,指数 函数 (12) 实 施 把 一 个 以 直线 为 边 的 带 形 映 到 一 个 包含 在 两 条 对 数 螺 线 之 间 的 带 形 
上 去 的 一 个 映射 (图 46). 如 果 &(az 一 a1)=2x ,那么 两 条 螺 线 重合 ,并 且 我 们 得 到 映 到 去 掉 螺 线 的 
平面 的 映射 .在 &(az - ai ) 222 时 映射 不 是 单 叶 的 . 
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У vy 
` SS 
УД х Ў Se AN 
у QI а, х SS р, и 
RN М 
图 46 
(7) ”函数 
хо = Ш 1 1 (14) 
Ра 
在 单位 圆 的 边界 上 取 值 
о 1 е +275. 
1-е 2sin 5 
我 们 令 w= x+ 各 ,并 消去 参数 p, 便 得 出 单位 圆周 | =| = 1 在 这 映射 下 的 像 的 方程 : 
„= 1. (15) 


2cos 0 
这 是 等 阻力 的 悬 链 线 (图 47). НЕ хр р, Н : РА (14) ЗЕ — У Л АВ 1) н 2 
(15) 的 内 部 上 去 的 共 形 映射 . 


v 


工 
2 


—Ш 2 


47 
(8) ”函数 
==’, (16) 
或 ,在 极 坐 标 内 
р=г’,0=2, 
把 圆周 x = cos ф 变换 成 心脏 线 
p= co = (1+8 9) (17) 


(图 48) .根据 边界 对 应 原理 , 函数 (16) 实 施 一 个 把 这 圆周 的 内 部 映 到 心脏 线 的 内 部 上 去 的 共 形 
映射 . 
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(9) РЖ 
w=V х (18) 


或 р=Ут,0= 5, 
其 中 ф=агв = 从 一 5-%3]-5. ,把 上 一 例题 中 的 那个 圆周 г = cos ф 变换 成 双 曲 线 的 一 个 分 支 


po 三 V cos 20 
(图 49) .根据 边界 对 应 原理 ,函数 (18) 实 施 一 个 把 这 圆周 的 内 部 映 到 双 曲 线 右面 那 一 个 分 支 的 内 
部 上 去 的 共 形 映射 . 


$2 一 些 最 简单 的 共 形 映射 


这 一 节 是 用 来 讲解 共 形 映射 理论 的 基本 问题 的 一 些 最 简单 的 方法 的 .这 就 是 寻找 
一 个 函数 ,由 它 来 实施 把 一 给 定 的 区 域 共 形 映射 到 为 一 个 区 域 的 问题 .在 这 里 我 们 将 举 
出 充分 多 的 例题 ,使 读者 可 以 借 此 认识 到 ,怎样 选择 适当 的 初等 函数 的 组 合 ( 如 果 这 是 
可 以 做 得 到 的 话 ), 来 解决 共 形 映射 理论 的 这 一 问题 .这 样 的 选择 首先 要 求 能 自由 地 掌 
握 初 等 函数 的 几何 学 ,所 以 ,我 们 建议 读者 在 读 第 33 目 与 第 34 目 之 前 ,去 把 第 一 章 中 
的 $3 重 看 一 遍 , 在 那里 曾 引 述 了 一 些 可 以 由 初等 函数 实施 的 映射 .在 这 里 ,我 们 也 给 
予 求 共 形 映射 的 近似 公式 方法 以 很 大 篇 幅 . 这 类 方法 对 于 实用 来 说 特别 重要 . 

在 从 事 最 简单 的 共 形 映射 时 ,往往 需要 用 到 分 式 线性 函数 一 一 我 们 现在 就 开始 
来 研究 它们 的 几何 性 质 .我 们 要 指出 ,由 分 式 线性 函数 所 实施 的 那些 映射 ,是 与 罗 巴 
切 夫 斯 基 几 何 学 十 分 密切 地 联系 着 的 ,但 是 我 们 不 可 能 在 这 里 来 说 明 这 种 联系 

31. 分 式 线性 映射 ”由 分 式 线 性 函数 


_az+b 
с: + а (1) 


所 实施 的 那 种 映射 ,我 们 称 做 分 式 线性 映射 ,其 中 a ,b,c 与 d 都 是 复数 常数 ,并 且 


ж №6. В. шабат[3 ] 
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ай — Ьс70" .函数 (1) 是 定义 在 整个 = 平面 上 的 (我 们 认为 它 在 点 z= -对 处 的 值 等 


于 co Е == % 处 的 值 等 于 limw ==). 


由 于 它 的 导数 
dw_ ad 一 pc 
dz (cz+d) 


当 z 隆 一 所 时 是 处 处 存在 的 ,所 以 函数 (1) 在 整个 < 平面 上 除了 一 个 点 z= -所 处 外 


(2) 


是 处 处 解析 的 ,而 在 这 个 点 z= 处 它 有 一 个 一 阶 极点 .方程 (1) 可 以 就 = 单 值 地 


解 出 : 
„= dw+b (3) 


с-а '’ 


并 且 函 数 (3) 也 是 定义 在 整个 w 平面 上 的 (人 它 在 点 ш = 二 处 的 值 认为 等 于 co ,在 点 


w= oo 处 的 值 等 于 一 气 ). 所 以 分 式 线性 函数 实施 一 个 把 整个 z 平面 映 到 整个 zz 平 


面 上 去 的 单 叶 映射 . 

容易 看 出 ,线性 分 式 函 数 是 唯一 一 个 具有 这 种 性 质 的 函数 . 即 下 述 定理 成 立 : 

定理 1 如 果 一 个 函数 F(z) 在 整个 z 平面 上 除了 点 C 处 以 外 处 处 都 是 解析 和 
单 叶 的 ,那么 它 必定 是 一 个 分 式 线性 函数 . 

事实 上 ,点 С 不 可 能 是 函数 f(z) 的 一 个 本 性 奇 点 ,因为 如 果 С 是 一 个 本 性 奇 点 
的 话 ,那么 根据 索 霍 茨 基 定理 (第 22 Н), f(z) 就 明显 不 是 单 叶 的 了 .根据 刘 维 尔 定 
理 ( 用 第 24 目 中 的 形式 ) ,C 也 不 可 能 是 一 个 可 去 奇 点 .所 以 ,点 С 是 一 个 极点 ,而 且 
是 一 阶 的 ,因为 在 高 阶 极点 的 邻 域内 ,函数 仍旧 不 是 单 叶 的 .如 果 СУ оо, ЗВ АЖ 


f(z) 在 点 C 的 邻 域内 的 主要 部 分 有 -二 二 的 形状 ,从 f(z) 中 诚 去 它 ,我 们 得 到 一 个 


在 整个 平面 内 没有 奇 点 的 函数 g(z) = f(z) - Во (点 С 可 以 是 函数 gp(z) 唯 一 的 


奇 点 ,但 它 是 一 个 可 去 奇 点 ,因为 我 们 已 经 从 f(z) 中 把 主要 部 分 减 去 了 ). 因此， 
9(z) 三 A 是 一 个 常数 ,所 以 函数 
B 


Ке) = А += 


是 一 个 分 式 线 性 函数 .如 果 С = % ,那么 函数 (=) ЕВ Аз 的 形状 ,所 以 用 
完全 同样 的 方法 可 以 证 明 : f(z)= Ах + В, Вр, f(z) 是 一 个 线性 整 函 数 .定理 于 是 便 


* 当 od- 如 =0 时 ,我 们 有 -2 = -了 ,于 是 函数 (1) 就 成 为 一 个 常数 . 
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已 证 明 . 

式 (3) 表 明 ,分 式 线性 图 数 的 反 国 数 仍 旧 是 一 个 分 式 线性 函数 . 容易 证 实 ,由 分 式 
线性 函数 所 构成 的 复合 函数 ,也 还 是 分 式 线性 函数 . 

我 们 来 说 明 分 式 线性 函数 的 几何 性 质 . 

ШЖ c=0, 那 么 函数 (1) 便 成 为 一 个 线性 整 函 数 , 它 的 几何 性 质 我 们 已 经 在 第 4 
目 中 讨论 过 了 .要 研究 当 c 关 0 时 函数 (1) 的 几何 性 质 ,我 们 把 它 表 示 成 


w= A+ 2 (4) 


的 形状 ,其 中 A,B 与 C 是 三 个 常数 * ,然后 再 把 这 映射 看 作 是 由 
(а) z=z—C; 


(b) ==; (5) 


(с) х= А + Вг, 
这 三 个 映射 所 组 成 的 一 个 复合 映射 .映射 (a) 是 一 个 平移 ,(c) 是 一 个 平移 同一 个 伴随 
着 延伸 变换 的 旋转 .余下 还 要 研究 映射 (b) ,改变 记号 ,我 们 可 以 把 它 改写 成 


w= (6) 
的 形式 .使 用 极 坐标 z= ке" ,w= ре“ ,可 以 把 映射 (6) 改 写成 
_1 。 _ 
р=—,0= -ф (7) 


的 形状 .把 映射 (7) 看 作 是 由 下 面 两 个 在 几何 意义 上 更 直观 的 映射 所 构成 的 : 
(а) =, =: (Bp=p1,0=—0, 

利用 它们 来 讨论 ,比较 方便 . 

映射 (B) 是 一 个 关于 实 轴 的 对 称 变换 .映射 (a) 是 一 个 反 演 一 一 一 个 关于 单位 圆 
周 的 对 称 变换 (参看 第 2 Н). 

一 般 地 讲 , 如 果 

1) 两 个 点 z 与 zx ”都 位 于 同一 条 通过 点 zo 的 射线 上 ; 

2) |z—zol:|z” - хз |= Rj. 
我 们 就 把 这 两 个 点 z 5х" 称 做 是 关于 圆周 Cu :|z - zo | = Ro 对 称 的 (在 第 2 目 中 所 
说 的 对 称 点 的 构成 方式 ,在 一 般 的 情况 下 仍 是 正确 的 ). 

把 平面 中 的 每 一 个 点 z 都 转换 成 它 的 关于 圆周 Co 对 称 的 点 z ”的 那 种 变换 , 叫 
做 关于 这 个 圆周 Cu 的 对 称 ,或 者 叫做 反 演 . 

我 们 来 证 明 关 于 对 称 点 的 一 个 基本 性 质 : 当 且 仅 当 点 z 与 z* 是 一 束 同 圆周 С, 


ж 要 把 函数 (1) 表 示 成 (4) 的 形状 ,只 需 在 表达 式 (1) 中 ,按照 多 项 式 除法 的 规则 ,用 分 母 来 除 分 子 就 行 了 . 
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正 交 的 圆周 的 顶点 时 ,这 两 个 点 是 关于 圆周 Co 对 称 的 . 

事实 上 , 设 点 z 与 z "是 关于 圆周 СКАЈ, Г 
是 经 过 z 与 > 的 任意 一 个 圆周 (图 50). 经 过 点 zo 
ЕВ Г 的 切线 .根据 已 知 的 几何 定理 ,这 切线 长 
度 的 平方 |z — zo1 等 于 割 线 | z”- zo| 与 它 在 圆 外 
的 部 分 |z 一 zo | 的 乘积 , 即 ， 

|z 一 zx =|z—-zol:|z” - 20|. 

因为 = 与 z" 是 关于 Co 对 称 的 ,所 以 这 个 乘积 
等 于 Ri ,于 是 便 有 |z - zo| = К. АЮ, Г 的 这 条 
切线 是 圆周 C, 的 半径, 而 这 也 就 是 说 , 古 同 С, 图 50 
正 交 . 

反 过 来 说 ,如 果 点 z Уз’ 是 一 束 同 圆周 C, 正 交 的 圆周 | 的 顶点 ,那么 这 两 个 
点 必定 都 位 于 一 条 通过 zo 的 射线 上 ,因为 这 射线 也 是 属于 所 说 的 圆周 束 的 ”. х, (Е 
何 一 个 圆周 械 的 经 过 zo 的 切线 zoz ,都 是 圆周 Co 的 半径 ,并且 根据 同一 定理 有 

|z—zol'|z’ — zo|= К, 

这 就 是 说 ,z 与 ”是 关于 Co 对 称 的 点 .定理 完全 证 毕 . 

顺便 提 一 下 ,由 这 个 性 质 就 可 以 导出 : 当 圆 周 Co 退化 成 一 条 直线 时 ,关于 圆周 的 
对 称 就 化 为 通常 的 对 称 . 

关于 任意 一 个 圆周 C6, 的 反 演 , 是 一 种 第 二 类 的 共 形 映射 (变更 序 向 的 ) .事实 上 ， 
设 zo 与 Ro 是 圆周 Cu 的 圆心 与 半径 ,那么 点 = 的 关于 Co 的 对 称 点 z” ,可 以 用 公式 


2 
2 = +9. (8) 


写 出 ,因为 ,由 这 个 公式 推 得 : 
|2 20| |2 20| = Р ,агр(х“ — zo)=arg(z— zo). 

所 以 , 反 演 与 共 形 映射 
_Ro 
只 相差 一 个 添加 的 关于 w 平 面 中 实 轴 的 对 称 变换 ,这 便 是 说 , 它 是 一 个 第 二 类 共 形 
映射 . 随后 我 们 要 证 明 : 反 演 把 完全 平面 上 的 任何 一 个 圆周 C 仍旧 变换 成 一 个 圆周 
( 圆 性 质 ). 

事实 上 ,我 们 先 设 圆周 C 通过 圆周 Co 的 圆心 =, (Е 51) ,我 们 就 是 关于 这 圆周 
Co 实施 反 演 的 . 作 与 圆周 Co 及 С 的 圆心 连 线 相 垂直 的 一 条 直线 C” ,使 它 与 点 zo 的 


0 = 20 + 


* 在 全 平面 内 我 们 把 直线 看 作 圆 的 特殊 情况 ,这 是 经 过 无 穷 远 点 的 圆 ， 
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Иво (А5 К ЛЕСУ С 的 半径 ). 由 三 角形 zxog > 与 三 角形 хох 的 
相似 关系 (图 51) ,我 们 有 


[= 一 >o| —_ [5 — =. | 


Ка -zo| |=” — 201° 


或 者 
ГЕОРГЕ РУТ 

所 以 ,点 z 与 z* 是 关于 C6 对 称 的 .因此 我 们 已 经 证 明了 :圆周 С 上 任意 一 个 点 z 的 
对 称 点 ,都 位 于 直线 С" 上 ,这 就 是 说 ,C* 是 圆周 C 的 反 
演 .就 特例 说 ,如 果 С 是 经 过 点 xu 的 一 条 直线 ,那么 ,这 直 
线 的 反 演 显 然 就 是 它 自己 . 

现在 设 圆周 (或 直线 )C 不 通过 zu .作出 点 zo 的 关于 
圆周 C 的 对 称 点 z ,并 考虑 以 zj 与 | 为 顶点 的 圆周 束 
| 研 | .因为 所 有 的 圆周 Г 都 通过 zz, 所 以 ,根据 上 面 的 证 
明 , 在 关于 Cu 的 反 演 下 圆周 束 fP+ 便 变换 成 直线 柬 
iT* | .这 直线 束 的 顶点 ,显然 是 在 点 ,的 关于 Cu 的 对 称 图 51 
点 z* 处 . 根据 对 称 点 的 性 质 , { 丰 } 中 所 有 的 圆周 都 同 С 正 交 , 又 因为 在 反 演 下 角度 
保持 不 变 (我 们 已 经 证 明 过 , 它 是 第 二 类 的 共 形 映射 ) ,所 以 圆周 С КИ С” 是 同 直线 
ЯГ" ЕЗЙ. НОН, С" 是 一 个 圆周 .所 说 的 性 质 于 是 便 已 证 明 . 

还 可 以 完全 同样 地 来 证 明 反 演 的 另 一 个 重要 性 质 : 反 演 把 关于 任意 一 个 圆周 С 
对 称 的 任何 一 对 点 z1 与 zx, 都 变换 成 关于 圆周 C* 一 一 圆周 C 在 反 演 下 的 像 一 一 对 
称 的 一 对 点 zi 与 xz 《对 称 点 保存 性 质 ). 

事实 上 ,我们 可 以 作 一 个 以 与 =, ЛЕА | Г}. ЕР РАЛ 
换 成 以 点 z? 与 x2 УМ! Г" |. НМ 卫 与 C 正 交 ,所 以 圆周 Г’ 也 与 
С” 正 交 . 由 此 便 得 出 ,点 z? 与 z? 是 关于 С" 对 称 的 .所 说 的 性 质 已 经 证 明 . 


因为 映射 w = 二 是 由 两 个 对 称 变换 构成 的 (关于 单位 圆周 的 对 称 变换 (a) 与 关 


于 一 条 直线 的 对 称 变换 (B) ) ,所 以 它 也 具有 圆 性 质 与 对 称 点 保存 性 质 . 由 于 构成 任意 
一 个 分 式 线性 映射 的 其 余 那些 变换 (公式 (5) 中 的 变换 (a) 与 (c) , 即 ,平移 与 伴随 着 延 
伸 变 换 的 旋转 ) ,显然 也 都 具有 这 两 个 性 质 ,所 以 对 于 任意 一 个 分 式 线性 映射 来 说 ,这 
两 个 性 质 也 仍旧 成 立 . 

我 们 将 证 明 :任意 一 个 分 式 线性 映射 (1) 在 完全 = 平面 内 都 保持 角度 不 变 . 


对 于 除了 = = -和 与 z= co 以 外 的 所 有 的 点 = 来 说 ,这 是 很 容易 看 出 的 ,因为 在 
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这 样 的 点 处 总 存在 着 5 宅 夭 0 ( 见 (2) 式 ). 要 想 说 在 点 z= -对 与 == oo 处 保持 角度 不 


变 , 就 必须 先 引 进 在 无 穷 远 点 处 的 角度 的 概念 .这 时 可 以 把 定义 限制 于 两 直线 之 间 的 
角度 上 . 所谓 在 无 穷 远 点 处 两 直线 之 间 的 角度 ,我 们 理解 为 是 这 两 条 直线 在 第 二 个 交 
点 (有 限 点 ) 处 的 交角 而 取 相 反 的 符号 (在 图 52(a) 中 ,在 无 穷 远 处 直线 I 与 了 [之 间 的 
角度 a 是 负 的 ). 显 然 ,变换 (a) 与 (c) 都 处 处 保持 角度 不 变 . 


余下 还 要 证 明 : 映 射 (b) ,或 者 完全 同样 ,映射 w= 二 在 点 z=0 与 z= co 处 也 保 


持 角 度 不 变 .而 这 从 图 52 与 我 们 所 采用 的 定义 中 便 可 以 直接 看 出 (在 映射 w = 二 


下 ,直线 arg z = р 变换 成 直线 ав w = – д). 
在 本 目 中 所 证 明 的 分 式 线性 映射 的 那些 基本 性 质 , 可 以 把 它们 叙述 成 下 述 定理 : 
定理 2 任意 一 个 分 式 线性 函数 


_az+b Е 
+994 pc 天 0 


实施 一 个 把 完全 z 平面 映 到 完全 也 平面 上 的 单 叶 共 形 映射 .这 映射 

1) 把 完全 zx 平面 上 的 任何 一 个 圆周 ,都 变换 成 完全 и 平面 上 的 一 个 圆周 ( 圆 
Е); 

2) 把 关于 圆周 C 对 称 的 任何 一 对 点 ,都 变换 成 关于 圆周 C 的 像 对 称 的 一 对 点 
(对 称 点 保存 性 质 ). 

在 结束 时 ,我 们 引入 不 加 以 推导 的 公式 ,按照 这 些 公式 可 以 计算 在 任意 分 式 线性 


(1) 对 应 不 经 过 点 z= -和 的 直线 Re(hz)= “ (а Кеја 全) ио - 
wo | = о, НЕТ 
= 2аас + adA + БСА 
" 2а |12 +2Re( ea) 


(ad — bc )A 
20 |с|? +2Ве( сал) | ` 


(9) 


Я — vw 
C 0 
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(2) 对 应 经 过 点 == -的 直线 Re(hz) = -Rel 和 的 是 直线 


Re( 2 二 ао) = ке[4— 3} (10) 


С 


(3) 对 应 不 经 过 点 == ЧН о (6 орану 


wo | = ©, НН 
И — (а +6) (сх +4) аст гаа = ьс | (11) 
чае 0 Пее, жа с 
(4) 对 应 圆周 |=- =, = | =, +4 | 的 是 直线 
ке 26 pc 五) -= [аа — be |? +2Relc(azo + Б) (аа 一 Фс). (12) 
(czo +4) 21с(с + а) 


这 些 公式 都 可 以 通过 直接 计算 得 到 . 
Я 求 直线 y=x+2 在 映射 w=- 下 的 像 ;因为 直线 不 通过 点 = = 1, 所 以 这 条 直线 变换 
成 一 个 圆 ,该 圆 的 圆心 和 半径 按 公 式 (9) 分 别 求 出 为 


一 十 
w= (37 ,p= = 


(这 里 a=6b=c=1,d= 一 1, 并 由 于 直线 的 方程 可 写成 形状 Rei( 一 7 一 1)(x+iy)|=2, 所 以 
A 二 一 1 一 1 和 a =2). 

32. 特殊 情形 ”首先 我 们 来 说 明 关 于 确定 一 个 分 式 线性 映射 的 条 件 的 问题 ,第 
31 目 中 的 定义 (1) 表 明 и 四 个 系数 a ,b,c Уа 来 给 定 的 .因为 在 这 
四 个 系数 中 有 一 个 不 等 于 0, 并 且 只 要 用 这 个 系数 来 遍 除 分 式 的 分 子 与 分 母 , 便 可 以 
把 它 看 作 工 ,所 以 ， а НИ 量 , 或 六 个 实 参 变 
量 的 . 

由 此 显然 可 以 看 到 ,确定 一 个 分 式 线性 映射 的 条 件 , 可 以 化 为 在 那些 系数 的 实数 
部 分 与 虚数 部 分 之 间 的 六 个 独立 关系 式 . 这 种 条 件 的 最 简单 的 形式 就 是 :在 z 平面 
内 与 w 平面 内 各 给 定 任意 三 个 点 х, 2,235) м, м, шз, ЕЛЕ ЕТ 
射 下 是 互相 对 应 的 . 

为 了 要 建立 一 个 满足 这 条 件 的 映射 ,我 们 考虑 一 个 辅助 的 5 平面 ,而 建立 两 个 
分 别 把 z 平面 与 w 平面 映 到 “平面 上 、 把 给 定 的 那 三 个 点 变换 成 0,1 与 co 的 分 式 线 
性 映射 .这 两 个 映射 很 容易 写 出 : 

xz= 二 一 !. 一 2 一 3 (1) 


я: 25 一 之 1 юз би. 
М7 НН С, ВИПИВ 1] — 1-90 z 平面 映 到 ww 平面 上 、 把 点 z1 , = 5 


ы 


之 “之 | 之 > 之 3 
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Ч) UWI WwW 3 之 之 ] 之 > 之 3 


WW WW 2-3: 2-32, (2) 
我 们 来 证 明 : 由 公式 (2) 所 确定 的 这 个 映射 ,是 满足 我 们 设置 条 件 的 唯一 的 分 式 
线性 映射 .事实 上 ,如 果 存 在 着 两 个 不 同 的 这 种 映射 w= (=) 9 w= /,(z) 的 话 , 那 
么 ,再 应 用 映射 (1) 中 的 那 第 二 个 映射 一 一 我 们 把 它 记 作 5 = 7(w) 一 一 就 得 到 两 个 
不 同 的 分 式 线性 映射 
б=ИА(=)]=1[(=), б=ИЬ(=)]=1(=), 
它们 都 是 把 给 定 的 那 三 个 点 >, 0,1 与 cc 上 去 的 .现在 我 们 来 考虑 映射 


和 = 工 ;[ 工 (5)]， 
其 中 Li 表示 映射 的 逆 映 射 .这 映射 是 一 个 分 式 线性 映射 ,所 以 ,可 以 把 它 表 示 成 
, аб +Ь 
4 “ct+d (3) 


的 形状 . 
显然 映射 (3) 保 留 了 点 0,1 与 co 的 位 置 不 变 . 由 于 无 穷 远 点 互相 对 应 ,我 们 得 出 
с=0,8,0= 4+5. 


Коу еи 2 =0,4 1 = 1.11'00)1=0, гг 


Г.Е ‚ТЕ Г. ==1. {АСЕАН 1,1, ,这 便 证 明了 映射 (2) 是 唯一 的 . 

不 难 证 明 : 当 点 z 或 wi 中 有 一 个 点 是 无 穷 远 点 时 ,公式 (2) 在 那 情况 下 也 仍 保 
持 其 意义 ,不 过 ,要 用 1 来 代替 比例 式 中 这 个 点 所 在 的 那个 分 子 与 分 母 ( 在 公式 (2) 
中 ,这 六 个 点 中 的 每 一 个 点 ,都 参与 分 子 一 次 ,参与 分 母 一 次 ). 事实 上 ,例如 , 设 
шз = 00, х, = co , 那 时 公式 (2) 就 呈 


ии. 1 2-21 1 
1 м 一 zj 1 
的 形状 ,或 
之 ”之 | 
一 十 一 • 
TO wl ( 0, 0) 2 Za’ 


并 且 可 以 直接 看 出 ,由 这 函数 所 得 到 的 映射 解决 了 所 给 的 问题 .这 样 便 证 明了 

定理 1 存在 着 一 个 把 完全 z 平面 映 到 完全 了 z 平面 上 ,并 且 把 任意 三 个 不 同 的 
点 的 变 换 成 任意 三 个 不 同 的 点 由 的 分 式 线性 映射 ,而 且 这 样 的 分 式 线性 映射 只 有 

从 这 个 定理 可 以 导出 

定理 2 完全 z 平面 上 的 任何 一 个 圆 ,都 可 以 借助 一 个 分 式 线性 映射 而 变换 到 
完全 и 平面 上 的 任何 一 个 圆 . 

事实 上 ,我们 只 要 在 = 平面 中 那个 圆 的 边界 C 上 取 三 个 点 z ,把 它们 按照 沿 正 
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问 绕 行 这 个 圆 的 顺序 来 编号 . 如 果 在 ww 平面 中 的 圆 的 边界 C "上 取 二 个 任意 的 点 
wi ,并 且 照 公式 (2) 来 建立 一 个 分 式 线 性 映射 ,那么 ,根据 分 式 线 性 映射 的 圆 性 质 ,这 
映射 把 圆周 C 转变 为 圆周 С”. 于 是 根据 边界 对 应 原理 , 它 使 把 由 圆周 С 所 围 成 的 
圆 K ,变换 成 由 圆周 C ”所 围 成 的 那 两 个 圆 中 的 一 个 

事实 上 , 设 K ЖК" 是 分 别 在 平面 ао 内 给 出 的 圆 , 而 С 和 C” 分别 是 它们 
的 边界 .在 C 上 选取 三 个 点 z, ,它们 以 正 问 绕 行 К 的 次 序 编号 ,并且 在 C ”上 同样 选 
取 三 个 点 zw :如 果 现 在 按照 公式 (2) 构 造 分 式 线性 映射 ,那么 这 个 映射 根据 圆 性 质 将 
把 圆周 С 转换 到 C” ,并 且 根 据 边界 对 应 原理 圆 K 将 转变 到 由 C” 所 围 出 的 两 个 圆 
中 的 一 个 .但 是 由 于 共 形 映射 保持 方向 ( 见 第 27 目 ) ,并 且 点 zw 相对 于 天” 的 位 置 与 
点 =, ЯН К 的 位 置 相 同 , 所 以 К 的 确 是 变换 到 天 ” .定理 得 证 . 

我 们 来 指出 公式 (2) 的 一 个 极限 情形 . 设 我 们 的 问题 是 要 依据 两 对 对 应 点 zi , z， 


与 ww, va ,并 依据 在 点 < 处 的 给 定 的 导数 a= [ 52 | 来 建立 一 个 分 式 线性 映射 ,为 
了 要 解决 这 个 问题 ,我 们 把 最 后 那个 条 件 ,用 点 zs = zs +В 与 点 w= оз + ah 成 对 
应 这 条 件 来 代 蔡 , 于 是 可 以 根据 公式 (2) 来 求 得 映射 


TY — 0 | А -аһ 2-21 . 一 由 


— 


ww тай иь 一切 2-2-0 > 一 之 
在 两 端 中 约 去 一 ,并 取 当 h 一 0 时 的 极限 ,我们 便 得 到 所 求 的 映射 


ww WW WW < бя 
= р] 


(4) 


现在 我 们 来 研究 分 式 线性 映射 的 几 个 重要 例子 : 

(1) 把 上 半 平 面 映 到 单位 圆 上 去 的 映射 ” 设 已 经 给 定 上 半 平 面 内 的 一 个 点 a， 
是 变换 成 圆心 w=0 的 (图 53). 根 据 分 式 线性 映射 的 对 称 点 保存 性 质 , 共 斩 点 去 是 
点 4 的 关于 实 轴 的 对 称 点 ,应 当 变 换 成 关于 单位 圆周 与 点 w = 0 相对 称 的 那个 点 ww 
= %. 因 此 ,所 求 的 映射 应 当 呈 


w=k< < (5) 


的 形状 ,其 中 & 是 一 个 常数 因子 .对 于 任何 一 个 ,这 函数 都 把 上 半 平 面 映 到 某 一 个 
以 点 ш=0 为 圆心 的 圆 上 ,因为 点 w= % 必 须 是 点 w=0 的 关于 这 个 圆 的 圆周 的 对 
称 点 .我 们 需要 选择 А Ки 导 这 个 圆 是 单位 圆 . 为 此 ,只 要 使 点 z=0 变换 成 单位 圆 


周 上 的 一 个 点 : = |k|==1 便 够 了 .因此 ,可 以 令 衣 =e” ,于 是 函数 


ше". 57а (6) 
之 а 


便 是 我 们 问题 的 解答 ,其 中 a 是 任何 一 个 实数 (a 的 改变 ,意味 着 这 个 圆 的 关于 圆心 
НУЖЕН). 
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图 53 


根据 分 式 线性 映射 的 性 质 , 同 圆 | | < 的 半径 束 ( 也 就 是 ,通过 点 w=0 与 
а) = co 的 那些 圆周 的 弧 ) 成 对 应 的 ,是 通过 点 a 与 a 的 那些 圆周 的 弧 ( 在 上 半 平 面 内 
的 部 分 ). 同 以 点 w=0 为 圆心 的 那 族 圆周 成 对 应 的 ,是 那些 以 点 a На 为 关于 它们 
的 对 称 点 的 圆周 (参看 图 53). 

我 们 再 来 指出 上 映射 (6) 的 逆 上 映射 , 那 是 一 个 把 单位 圆 映 到 上 半 平 面 上 去 的 映射 . 
为 简化 起 见 , 设 a = 认 是 一 个 纯 虚 数 ,我 们 得 到 : 

== и (7) 

这 里 设 w= e”, 并 给 分 子 和 分 母 乘 以 e-“**”?, 求 映射 (7) 所 建立 的 在 单位 圆周 

上 的 点 w= e” 与 实 轴 上 的 点 z =z 之 间 的 对 应 关系 


х = сої 5 (8) 
边界 导数 
Е 0 
дш 1,.- 9 40 о: 2а-0 1- соз 0-а) 
sin —5 
在 圆周 上 除了 点 w=e” 处 以 外 是 处 处 连续 的 ,点 w= ел ТРА х = оо (参看 第 29 
目 中 的 定理 1). 


(2) 把 单位 国 映 到 单位 园 上 去 的 映射 ” 设 我 们 已 经 知道 了 圆 |z| <1 的 一 个 点 
а 转变 为 圆 |w|<1 的 圆心 .于 是 点 a 的 关于 单位 圆周 的 对 称 点 a = 十, 就 应 当 被 
映 到 点 ww= оо. 因此 ,所 求 的 映射 应 当 具有 形状 


2-а ,， #-а 
= — 9 
2 – а 1 ағ: 


其 中 & 和 A: 是 某 一 个 常数 .我 们 要 选择 Ai ,使 得 在 记 平 面 中 的 那个 圆 是 单位 圆 . 为 
此 ,只 需要 使 点 < =1 变换 成 单位 圆周 上 的 点 


10 = р 
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А, | =1. 


а 


1-а 
因此 ,可 以 取 A = е“, РЕЖ 


ш=е". (10) 


1-а=’ 
便 解 决 了 我 们 的 问题 ,这 里 的 а 是 任何 一 个 实数 .由 于 
| е 
dz 1.-, 1- [а 


和 |a|<<1, 所 以 在 几何 上 а 表示 在 点 a 处 映射 (10) 的 旋转 角度 
а = СЕЧЕ (11) 


我 们 注意 ,如 果 点 a 趋 近 于 单位 圆 的 边界 ,那么 在 点 a 处 映射 (10) 的 延伸 系数 


dw 1 
= (12) 


a 1-|а|? 


РЖ. 
在 图 54 中 画 出 了 一 些 在 这 映射 下 互相 对 应 的 曲线 .在 平面 中 的 曲线 网 是 图 
53 中 的 曲线 网 的 一 个 部 分 . 


我 们 还 指出 联系 着 单位 圆周 z = е? Уу = e* 上 那些 对 应 点 的 辐 角 的 一 个 关系 式 
(我 们 令 a =0,a = те): 
) = (1+ )со5(ф-— фо) – 27 + 


cos(0 — фо 1- 2исоз(ф-— Фи) + 


(13) 


转 到 更 一 般 情形 ,我 们 注意 到 ,如 果 z 平面 中 那个 圆 的 半径 等 于 尺 ,那么 把 这 个 
圆 映 到 圆 |w|<1 上 去 的 函数 w= f(z), 在 条 件 
f(a)=0,argf (a)=a 


ж 要 得 到 关系 式 (13), 只 需 把 z,w 与 a 的 表达 式 代 入 公式 (10) ,给 两 部 分 都 乘 上 е % ,再 分 出 实数 部 分 来 
便 够 了 . 
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下 具有 形状 


и — е 


іа, К(=- а) 
К? - ағ ` 

这 公式 可 以 由 公式 (10) 中 把 = 换 成 亏 ,同时 相应 地 把 a 换 成 元 而 得 到 ， 

(3) 把 上 半 平 面 映 到 上 半 平 面 上 去 的 映射 ”我们 来 求 出 这 种 映射 的 一 个 普遍 形 
式 .每 一 个 作出 把 上 半 z 平面 映 到 上 半 w 平面 上 去 的 映射 的 分 式 线性 函数 w = 
f(z), 只 要 给 定 了 互相 对 应 的 在 实 轴 x 上 的 三 个 点 内 = zi 与 在 实 轴 w 上 的 三 个 点 
wh = и, ,就 都 可 以 由 公式 (2) 得 出 .因为 数 zx 与 wi 都 是 实数 ,所 以 在 改变 形状 之 后 公 
式 (2) 便 呈 


(14) 


十 
-2 (15) 


的 形式 ,其 中 a ,5b ,c,d 都 是 实数 . 反 过 来 说 ,任何 一 个 具有 实 系数 的 函数 (15) ,都 把 
л 轴 变 换 成 u 轴 , 因 而 , 便 把 上 半 z УИ о 平面 的 一 个 半 平 面 ,上 半 或 者 下 半 . 


为 了 要 使 它 映 成 上 半 о 平面 ,导数 52 在 实 轴 上 就 必须 是 正 的 , 即 


dw ad—bc 
有 | (сх +4)? 20, 
由 此 便 有 аа — bc >0. 因 此 ,在 系数 是 实数 并 且 满 足 条 件 аа - Ьс >0 时 ,公式 (15) 便 
给 出 了 把 上 半 平 面 映 到 上 半 平 面 上 去 的 分 式 线 性 映射 的 一 般 形式 . 
зз. 例题 我 们 在 本 目 中 将 讨论 共 形 映射 的 一 些 例 题 ,它们 都 是 由 初等 函数 的 组 合 所 作 


出 的 . 
(1) 把 带 形 映 到 单位 图 上 去 的 映射 、 设 在 = 平面 内 给 出 一 个 带 形 D: - Ве ат. 


把 它 共 形 映射 到 圆 |w|<1 上 ,并 且 使 得 有 三 对 边界 点 成 对 应 :f( +) = +1,f(ioo)=i (ico 表 


示 在 带 形 上 方 的 无 穷 远 点 ). 首 先 我 们 把 这 个 带 形 旋转 一 个 直角 ,并 把 它 拓宽 到 二 倍 : 
21 一 212; А (1) 
然后 再 用 指数 函数 
之 2 一 el (2) 


1н О 通过 函数 (1) 所 映 成 的 那个 带 形 — >-< Im zi <> ,变换 成 右 半 个 平面 Re 2, >0 (实际 上 ， 
zz2 = е“ е? ,所 以 | z | = ex 是 从 0 Жо ,而 arg 2, = у Д – 本 变 到 本 ). 余 下 就 只 要 把 这 半 


平面 映 到 单位 圆 上 去 ,使 对 应 于 点 z = <, 一 本 ， i oo 的 那 三 个 点 z, = i, – 1,0 变换 成 点 w= 1, 
–1,: 就 是 了 .这 问题 可 以 借 上 一 目 中 的 公式 (2) 来 解决 (我 们 改变 了 在 那 公 式 中 所 采用 的 记号 ): 
之 2 一 1 


оч = 222, 
и) 1 之 2 


或 者 
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[=-1 


0 155 +1 (3) 
把 表达 式 (2) 与 (1) 代 入 (3) ,我 们 便 得 出 这 问题 的 最 后 解 
= а > (4) 


(参看 第 9 目 ) .我 们 还 要 来 说 明 在 这 映射 下 曲线 的 对 应 关系 ,垂直 于 轴 的 直线 族 Re = = сопя. Е 
映射 (1) 下 变换 成 水 平 直线 族 , 映 射 (2) 又 把 它们 变换 成 射线 族 агр =) = const, 这 也 就 是 说 ,把 它们 
变换 成 通过 两 个 点 =, =0. 5 =, = co 的 “圆周 ? 族 . 分 式 线性 映射 (3) 把 这 两 个 点 分 别 变 换 成 点 w = 
i 与 w= 一 i 所 以 , 它 把 我 们 所 谈 到 的 这 射线 族 , 变 换 成 通过 w= 土 ; 这 两 个 点 的 圆周 族 . 在 > 平 
面 中 与 上 面 所 说 的 那 族 直 线 Ке = = const 相 垂 直 的 直线 段 族 Im = = const, 则 被 变换 成 以 这 两 个 点 
ш= +: 作为 它们 自己 的 对 称 点 的 一 族 圆 周 (图 55). 


У 
в в 
се) ЕЕ 402) 
十 二 上 一 全 
р р 


这 函数 的 反 函 数 w=arctan = 元 mn 了 二 之 作 出 一 个 把 单位 圆 映 到 带 形 上 去 的 逆 映 射 .我 们 在 


这 式 子 中 把 iz 换 成 zi ,把 ло ри , 便 得 出 一 个 把 单位 圆 |z| <1 映 到 一 个 宽度 为 Н 的 带 形 


-号 <Im < 怀 上 去 的 映射 ,这 个 映射 的 形状 是 


д0 =--[п = = ай 之 (5) 
(我 们 已 经 把 z 与 w 的 下 标 去 掉 了 ). 映 射 (5) 把 点 z= +1 Ши, = + ,把 点 z= i 映 成 点 w= 
; 分. 它 的 导数 


在 == +1 这 两 个 点 处 变 成 无 限 大 . 

(2) 把 去 掉 了 一 段 线段 的 半 平 面 映 到 半 平 面 上 的 映射 ” 设 从 半 平 面 Im z >0 中 去 掉 了 一 段 线 
段 (a,a+ 认 ). 为 了 要 得 出 所 求 的 映射 ,我 们 利用 下 述 这 个 事实 :映射 w= z 是 把 在 坐标 原点 处 的 
角度 增 大 成 二 售 的 ,因此 ,可 以 把 所 去 掉 的 这 条 线段 与 x 轴 之 间 的 角度 “ 展 平 ”. 
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与 此 相应 ,我 们 把 上 半 = 平面 向 左 作 一 个 距离 为 a 的 平移 z = х - a, 于 是 ,再 应 用 映射 
zs = z1 ,我 们 便 得 到 一 个 去 掉 了 一 条 射线 
—h’<Re =; < oo， Im 2, =0 
的 平面 .然后 ,我们 再 把 z, 平 面向 右 作 一 距离 为 h” 的 平移 z3 = z, + 大 .最 后 , 施 以 映射 z4 =V zs ， 
便 得 到 了 上 半 平 面 .因此 ,所 求 的 映射 的 形状 是 


zs=V (2-а)? +h’. (6) 
再 把 zs 平面 向 右 平移 一 段 距 离 a ,使 点 z= a + 计 被 映 成 点 a ,结果 我 们 得 出 
w=V (2-а)? +h’+a. (7) 
映射 (7) 的 导数 
dw _ 2-а (8) 


Уат 
在 点 В Ур 处 (在 那里 z=4a) 变 成 0, 在 点 C 处 (在 那里 zx = а + л) ХУК. АРЕ v= 


vo = const 的 是 那些 四 次 曲线 
=. | һ? 


它们 都 是 关于 直线 x = a 的 对 称 曲线 ,在 直线 x = a 上 它们 的 纵 坐 标 达 到 了 其 最 大 值 . 4 w 愈 大 
曲线 (9) 同 直线 相差 愈 微 (图 56). 


У 1) 


Clatih)~ 
4 вўр ~—4 4 B—C—D—4 
‘a x / / 7 


56 


当 有 =0 时 ,映射 (7) 就 变 成 恒 等 变 换 w = z .我 们 来 求 当 疡 很 小 时 映射 (7) 的 主要 部 分 .为 此 ， 
我 们 把 公式 (7) 的 形状 稍 加 改变 , 略 去 六 的 二 次 以 上 的 乘 宪 .应 用 熟知 的 关于 方 根 的 近似 公式 ,我 


们 得 到 
2 2 
ш= (ау 1+1 ао. (10) 


对 于 邻近 于 点 a 的 那些 点 z 来 说 ,近似 公式 (10) 是 不 正确 的 ,因为 对 于 这 样 的 点 , 量 -各 就 不 再 是 


微小 的 了 . 

(3) 把 去 掉 了 一 段 半径 的 圆 映 到 单位 圆 上 去 的 映射 (图 S7) 设 从 圆 |z|<1 中 去 掉 了 一 段 直 
线段 [(1 - Ве“ е“ .把 这 样 所 得 出 的 区 域 映 到 单位 圆 上 去 的 那个 映射 ,可 以 借助 几 个 附加 的 分 式 
线性 映射 ,而 化 成 前 面 所 述 的 映射 (7). 但 者 利用 茹 科 夫 斯 基 范 数 (第 7 目 ) 的 性 质 , 便 可 以 更 简单 
些 .我 们 先 把 = 平面 中 的 区 域 作 一 个 角度 为 -a 的 旋转 ,再 应 用 茹 科 夫 斯 基 消 数 


1/zie 
= (=+°), 
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图 57 


把 这 区 域 变换 为 线段 [ 一 1,1+24h, ] 的 外 部 ,其 中 пу" В, т (+) 


把 平面 w 上 的 圆 变 为 线段 [ -1,1] 的 外 部 . 容易 看 出 ， 线性 映射 о = тр 1 把 平面 5 和 w 中 
所 得 的 区 域 相互 转换 ,在 w 和 # 的 地 方 代 和 人 它们 的 表达 式 ,我 们 便 得 出 了 所 求 的 映射 

(и, (ео) (она) -2 (11) 
МА =ОН,# А, =0, РЕ w 三 zx. 我 们 来 求 映 射 (11) 当 4h 很 小 时 的 主要 部 分 .为 此 ,我 们 把 w= 


z 十 w 代 入 公式 (11) ,并 略 去 关于 h1 的 二 阶 无 穷 小 ,同时 要 注意 ,w 与 是 同 阶 的 无 穷 小 (所 以 ,wr 
阶 的 量 就 可 以 略 去 ). 我 们 得 到 : 


(+ 及)| eo et owe” (р) Таене 2, 
ра 2 


或 


1a 十 
由 此 whiz 气 =. 


因此 ,对 于 很 小 的 А 与 不 太 邻 近 于 点 е" 的 那些 点 z 来 说 ,我 们 的 共 形 映射 可 以 用 下 述 近 似 公 
式 来 表示 


wzthzs (12) 
对 关系 式 (12) 求 导数 ,我 们 得 出 导数 的 主要 部 分 
01+. а (13) 


我 们 还 要 指出 在 那 两 个 圆周 上 ,在 映射 (11) 下 互相 对 应 的 那些 点 = е уо = е? 的 辐 角 之 间 的 关 


* 事实 上 ,点 z=(1-A)e" 在 这 个 映射 下 的 像 是 点 
= (1-л+ 1) =1+ в" 
02 1—h 2(1-№)` 
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系 .在 置换 == cz 和 忆 = co 以 后 ,从 (12) 中 区 分 出 实数 部 分 ,并 令 
Ө= ф+ Лр, cos ONcos ф- Ліп ф*, 


我 们 便 得 到 
-sin 9:ApXhi .Re "665 = — А, эт рог 2-7, 
从 这 式 中 就 得 出 
0= ф+ Дре + вис 2-8, (14) 


(4) 把 去 看 了 两 条 射线 的 平面 映 到 带 形 0<m< 囊 上 去 的 映射 (图 $8) 为 了 确定 起 见 ,我 们 
要 求 : 这 映射 把 左面 那 条 射线 变换 成 带 形 的 下 面 那 条 岸 沿 , 把 右面 那 条 射线 变换 成 它 的 上 面 那 条 
岸 沿 ” . 先 用 分 式 线性 变换 


_ та 
把 我 们 的 这 两 条 射线 变换 成 一 条 射线 (0,co ) ,然后 ,再 利用 映射 
z= =) 228 


图 58 


把 这 条 射线 映 成 实 轴 .这 时 我 们 所 考虑 的 那个 区 域 便 变换 成 上 半 平 面 .为 了 要 得 出 所 需要 的 点 的 
对 应 关系 ,我 们 用 下 述 分 式 线性 变换 把 这 个 半 平 面 映 到 它 本 身上 ,使 得 z 平面 内 原来 的 那个 区 域 
中 的 无 穷 远 点 A 与 C 的 像 ( 即 ,点 z; = + ОЖЛ 0 Бой: 


т28=- (ута) 


面 映 到 带 形 上 去 ,并 且 这 带 形 具 有 所 需要 的 边界 的 对 应 关系 
w= LIn(z+V Ра 2) +н+С= На 2 + Ир а+ Ні +С, (15) 


23 = р 


其 中 C= 全 In ЕО ЗИЯЕВ ЛЕ = 平面 内 ,在 映射 (15) 下 对 应 于 两 族 直线 и = const 与 


ж 我 们 取 cos 9 在 点 0= ф 处 的 泰勒 公式 的 前 两 项 . 
жк ”这 两 个 条 件 只 确定 了 映射 的 两 个 实 参 变量 (它们 转化 为 ,给 出 了 两 对 边界 点 的 对 应 关系 ), 第 三 个 参 变量 
仍旧 是 可 以 任意 的 (参看 公式 (15)). 
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о = соп 的 是 以 点 土 a 为 焦点 的 椭圆 族 与 双 曲 线 族 . 
(5) 把 共有 制 妆 一 0 过 x 过 a ,y= 日 的 带 形 0<y<2H 映 到 带 形 0<v<2H 上 去 的 映射 (图 
59) Р 


з У АЕ З АЕРА] е НЕ Е — РАВ (0, рг) В ЕЕ, р = езт. 2 中 的 


М (7) 

хә = zt + Б? = еп + ен 
(在 公式 (7) 中 应 当 令 a=0,h=6) 把 上 面 所 说 的 后 面 那 个 区 域 映 到 半 平 面 上 .再 利用 对 数 函 数 , 我 
们 便 得 出 了 所 求 的 映射 


о=2 Нь z= Ные жет). (16) 
Л Л 

У ) 

ДАН 4 ДНІ 
С 

С 
2222222222277А Р(а+Ні) В р В 
А 

О А 

их ; и и 
图 59 


(6) СЕНЯ 0<у<А, т=а 的 带 形 0<y<1 映 到 带 形 0<v<1 上 去 的 映射 (图 60) в 
ае “把 这 个 具有 割 痕 的 带 形 映 到 去 掉 了 单位 圆周 上 一 段 弧 的 上 半 平 面 上 .映射 


= 21 1 та) 


之 | +1 
У 1 
Д Е/, 277217220 
А ЩЕ 4 
В ; р В=С=р 
ла ух 77) и 
图 60 
把 这 段 圆 弧 变换 成 虚 轴 上 的 一 段 线 段 (0,6i) ,其 中 
1 др: _ др 
b= В > - тап > . 


再 利用 例 2 中 的 函数 (7) ,我 们 便 得 出 一 个 把 所 给 区 域 映 到 上 半 平 面 上 去 的 映射 : 
z3=V +Ь = виа а) + (ап? 他. 


点 A 与 巨 在 这 个 映射 下 变换 成 点 A/ 1+ ла 办 = 一 一 .我 们 先 用 分 式 线性 映射 
COS 
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Е 1+ 之 3 COS т 
之 4 一 о ДИ?’ 
1- 之 3 COS 5 
把 这 两 个 点 分 别 变换 成 点 0 与 ce ,然后 再 利用 对 数 函 数 


2 1: 
=> 4. 


结果 我 们 便 得 出 了 一 个 把 原来 那 区 域 映 到 所 需要 的 带 形 上 去 的 映射 .但 是 ,显然 ,点 zs =О 对 应 点 
C; 为 了 要 把 点 С 变换 成 在 实 轴 上 的 点 a ,还 需要 把 这 带 形 平移 a. 因 此 所 求 的 映射 的 形状 是 


1+ 205 51 2 mh 
ат аа аз) а, 
32822 
或 者 最 后 
виа) + сап? т +а. (17) 
当 р 很 小 时 ,在 记号 arth 后面 的 那个 表达 式 一 一 我 们 用 《来 表示 它 一 一 可 以 用 下 述 方式 来 加 
以 改变 : 
(А) л(= даа) рал тан (24) а) | 
асо) а (ааа) -1) 


(我 们 把 cos,tan 与 V 都 用 它们 的 近似 表达 式 来 替代 ,并 且 在 相 乘 时 略 去 了 阶 数 较 h* 更 高 的 无 穷 
小 ). 利 用 双 曲 函数 的 基本 公式 ,我 们 得 到 


21 AX(z—a) zj 1 
ри 2 + 4 shx(z—-a): 


现在 我 们 将 要 得 出 共 形 映 射 (17) 的 一 个 近似 公式 .为 此 ,我 们 在 公式 (17) 的 右 端 中 ,把 arth { 
用 它 的 以 点 名 = 也 开 2 4 为 中 心 的 泰勒 展开 式 中 前 两 项 来 代 蔡 ， 


arth Yarth 6+0 60). 


бо 
вс о НИНАЛН и, К 


л?Һ? 


2 ah” , л(х-а) 
wt r 1 - ED а) ‘4sh л(=- а) 2+7 аһ 2 | (18) 


(7) 把 偏心 圆 环形 映 到 同心 圆 环形 上 去 的 映射 ”首先 我 们 来 讨论 当 环 形 的 每 一 个 圆周 都 在 另 
一 个 圆周 的 外 部 时 的 情形 (图 61). 取 这 两 个 圆周 的 一 条 公共 切线 作为 直径 ,在 其 上 作 半 圆周 Г. 2х 
半圆 周 与 环形 的 那 两 个 圆周 Cl 和 C; 的 中 心 连 线 相交 于 两 个 点 a 96. а 与 8. 同时 是 关于 圆周 
C1 与 天 于 圆周 C, 的 对 称 点 ,因为 通过 а 与 b 这 两 个 点 的 那 条 中 心 连 线 与 那 条 曲线 卫 , 都 是 同 这 两 


个 圆周 正 交 的 .根据 分 式 线性 映射 的 那些 性 质 , 函 数 
w= = (19) 
把 圆周 Ci 与 С, 变换 成 两 个 圆周 СГ 与 С; ,并 且 对 应 于 点 z= a 5 == 的 那 两 个 点 w=0 与 w= 
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图 61 


,同时 是 关于 圆周 CY 与 关于 圆周 C2 的 对 称 点 .因此 ,点 w=0 是 圆周 СЫ C2 的 公共 中 心 .在 
Ci 与 C: 之 间 的 那个 偏心 圆 环形 ,这 时 就 被 变换 成 在 C? 与 С; 之 间 的 一 个 同心 圆 环形 了 .在 图 61 
中 还 指出 了 在 这 个 映射 下 曲线 的 对 应 情况 :在 = 平面 中 的 那曲 线 网 ,是 图 53 中 的 曲线 网 的 一 
部 分 . 

用 一 个 补充 的 映射 

w=lnw=lnpt+i (20) 

可 把 所 得 到 的 环形 映 到 带 形 上 ,在 此 式 中 9 从 - c 变 到 + co .这 个 事实 ,并 不 与 第 28 目 中 关于 不 
可 能 把 一 个 二 阶 连 通 区 域 映 到 一 个 单 连 通 区 域 上 去 的 说 法 相 矛 盾 ,因为 用 来 映射 的 那个 函数 (20) 
是 多 值 的 . 除 此 以 外 ,函数 (20) 还 作出 一 个 单 叶 映射 ,把 它 的 黎 曼 曲面 中 位 于 这 环形 上 面 的 那个 区 
域 映 到 带 形 上 ,而 这 个 在 黎 曼 曲面 中 的 区 域 显然 是 个 单 连通 区 域 

当 环形 的 一 个 圆周 位 于 另 一 个 圆周 的 内 部 时 的 情形 ,可 以 借助 一 个 补充 的 分 式 线性 变换 =, = 
一 一 ,而 化 成 刚才 所 讨论 的 情形 ,其 中 的 。 是 在 这 两 个 贺 周 之 间 的 任意 一 个 点 ， 


34. 圆 月 牙 形 的 映射 ”我们 把 由 完全 平面 中 的 两 段 圆 弧 (这 就 是 说 ,在 特例 时 ， 
也 可 以 是 直线 段 ) 所 围 成 的 区 域 ,叫做 园 月 牙 形 .我 们 在 这 里 所 讨论 的 那些 例题 ,不 论 
是 在 进一步 的 理论 发 展 过 程 中 ,还 是 在 应 用 中 ,都 起 着 重要 的 作用 . 

(1) 把 一 段 弧 的 外 部 映 到 一 个 圆 的 外 部 上 去 的 映射 ， 这 是 当 围 成 月 牙 形 的 那 丙 
段 弧 相 重合 时 的 退化 情形 .我 们 假定 :在 z 平面 中 的 那 段 弧 АВ 的 两 个 端点 ,是 在 点 
+a 处 ,并 且 mw 平面 中 的 那个 圆 也 通过 这 两 个 点 .此 外 ,我 们 假设 弧 的 中 心 在 点 z= 
hi 上 ,而 圆 的 中 心 在 点 ww= hi 上 ,所 以 弧 在 点 z = а 处 的 切线 与 负 x 轴 组 成 一 个 角 


а =2arctan 全 ,而 圆 在 点 w=a 处 的 切线 与 正 4 轴 组 成 一 个 角 p= 子 一 多 (图 62). 我 
们 借助 分 式 线性 函数 


zi 二 二 (1) 


о з+а’ 
把 弧 АВ 的 外 部 映 到 某 一 条 射线 的 外 部 上 . 因为 | 空 ! | ”>0, 所 以 这 条 射线 对 于 负 


轴 所 成 的 倾斜 角 也 等 于 a .然后 我 们 再 来 求 一 个 把 w 平面 中 那个 已 给 圆 的 外 部 映 到 
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ДЕР АЕ С: Оаа 


+ а’ 


Фи 
dw 


这 函数 把 圆 变换 成 半 平面 ,而 把 它 的 圆周 变换 成 某 一 条 直线 . 因为 | 
以 这 条 直线 对 于 正 轴 所 成 的 倾斜 角 等 于 8. 所 以 ,映射 
ии (074) (2) 


| >0, 


ха 
把 我 们 的 这 个 圆 ,变换 成 一 条 射线 的 外 部 ,这 条 射线 是 与 正 轴 相 交 成 角 
2В=л-а. 


因此 ,这 条 射线 与 前 面 在 映射 (1) 下 所 得 到 的 那 条 射线 重合 . 从 关系 式 (1) 与 (2) 
中 消去 =, ,我 们 便 得 出 所 求 的 映射 
(ота) = 后 


由 这 个 方程 式 中 ,我 们 得 到 


2 
== 1 ш + С ‚ W=z+Vz -а?. (3) 
2 0) 


在 所 讨论 的 这 个 映射 下 ,任何 一 个 在 点 w=a 处 与 圆周 С 相 切 的 圆周 C ,都 被 
变换 成 一 条 包围 着 弧 АВ 而 且 在 点 B( 即 z= a) 处 有 一 个 返回 点 的 闭 曲 线 , 这 曲线 很 
像 飞 机 机 器 的 断面 图 (图 63). 函数 (3) 把 这 曲线 的 外 部 共 形 映射 到 由 圆周 С 所 围 成 
的 那个 圆 的 外 部 上 去 . 茹 科 夫 斯 基 所 提出 的 求 各 类 机 辟 断 面 (站 科 夫 斯 基 断 面 ) 的 方 
法 ,就 是 以 这 个 结果 为 基础 的 . 

站 科 夫 斯 基 断 面 的 形状 依赖 于 三 个 参 变 量 :a 表示 机 咽 的 宽度 ,h 表示 它 的 弯曲 
程度 以 及 da 表示 两 个 圆周 С 与 C 的 圆心 之 间 的 距离 ,是 表示 机 必 的 厚度 的 (图 63). 


(2) 把 去 掉 了 一 个 弓形 的 半 平 面 映 到 半 平 面 上 去 的 映射 ”函数 := 一 二 把 所 
给 的 区 域 (图 64) 映 到 一 个 扇形 a<arg z,<x 上 . 所 以 ,函数 
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= (е zi) 一 = 22)" 
便 把 这 个 区 域 映 到 上 半 个 平面 上 .我 们 还 规定 能 满足 хо (оо ) = оо, и" (оо) = 1. НУ] 
在 前 一 映射 下 点 z= co 转变 到 点 z= -1 于 是 就 必 


须 再 作 一 个 补充 的 分 式 线性 变换 


其 中 的 常数 & 须 从 所 要 求 的 第 二 个 规定 条 件 中 求 
出 .实际 上 ， 图 64 


(=) (=) 
之 之 之 


dz п-а 
要 求 出 lim 信 < ,我 们 把 大 括 弧 中 的 那 两 个 乘 寡 按 二 项 式 公 式 展开 ,每 一 个 乘 帮 中 保 
ая: | 我们 得 出 : 


и] (а) та 
因此 ， ш (оо) (ат), 
和 т 
最 终 我 们 有 
wa п) е О 


其 中 С 是 任意 一 个 实数 常数 .为 了 要 得 到 映射 (4) 在 a 与 a 很 小 时 的 主要 部 分 ,我们 
使 用 泰勒 展开 式 中 开头 的 几 项 .于 是 便 有 
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之 


м | 


л2 д’ бл л 2 
由 此 便 得 出 
а та 12 _ а аа а?а ... 
1 (1 а | == (1 т 2 би? . 
再 把 它 乘 以 
2 3 
ап а [1+ +++ )， 
区 一 Q лп я 
就 得 到 


2 2 
аа аа ага 

ш = 2|1+5— + 
| 2rz 2r’z 6rz- 


2 
te Саа +04 + сопы, (5) 


现在 来 计算 所 去 掉 的 那个 弓形 的 面积 o ,我 们 有 o = ог – rcos ax ,其 中 = = 
是 圆 的 半径 . 略 去 了 高 阶 的 无 穷 小 ,我 们 便 得 到 : 
=“ | -一 一 cot а) 


因此 ,公式 (5) 最 后 可 以 写成 


wz + 22. + const (6) 
的 形状 . 
作 一 个 平行 的 平移 ,就 可 以 得 出 一 个 更 一 般 的 结果 : 
шу + 2. 1 + сопѕі (10(00) = оо, зр’ (оо) = 1) (7) 


这 函数 实施 一 个 共 形 映射 , 它 把 去 掉 了 由 线段 (2 ,2 + а) 5 — Вел ДТ В 
成 的 一 块 面积 о 后 的 半 平 面 y>0, 映 到 半 平 面 v>0 Г. 
(3) 把 去 看 了 一 个 月 牙 形 的 圆 映 到 一 个 圆 上 去 的 映射 
设 月 牙 形 的 那 两 个 角 点 是 邻近 于 点 e* 的 ,并 且 所 去 掉 的 
那个 月 牙 形 的 面积 o 很 小 (图 65). 作 两 个 补充 的 分 式 线性 
映射 


_ .1- xe _ .1- ме 
Е ее Те", 
分 别 把 > ИБ о 平面 内 的 单位 圆 , 映 到 上 半 Е 平面 与 
上 半 w 平面 上 . 图 65 
这 时 月 牙 形 с 被 变换 成 与 点 4=0 相连 接 的 一 个 月 牙 形 
1а? д 
а 一 Az а отд. 


ж 在 这 里 与 在 下 面 ,省 略 号 ”… ”都 表示 4 阶 的 无 穷 小 . 
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根据 上 一 个 例题 中 的 公式 (6) ,这 时 我 们 得 到 


A б б 
或 者 , 回 到 变量 z 与 w 上 来 ， 


Е 
。 іа — м \3 
аі 0 іа бы + де“ (1+ ze ) (8) 


е 一 ix 
j++- 8л 1—xe 


Е 
СЕЛЕ: ГК с 更 高 的 无 穷 小 ) .在 这 个 映射 下 ,点 z=0 被 变换 成 点 


а 再 作 一 个 补充 的 分 式 线性 变换 а о Е w 平面 中 的 那个 圆 映 
я ЕЕ ИЕ озо зов, 


се!“ 
“2 Зя б 
ил = = 5и) + (ще “-е“), 
се 8л 
1 一 ZW) 
8л 


在 用 w 的 近似 值 (8) 取 代 w, 并 进行 简单 变换 (在 变换 中 我 们 再 次 略 去 ,高 于 o 的 阶 
的 无 穷 小 ) 最 后 得 出 ， 


+ 


w= }(2)25 х2 1+5 二 ‚ #00) 三 0 (9) 


(我 们 再 写 w 来 代替 и). УЕ z=ey 上 的 点 与 圆周 让 =e 上 的 点 
之 间 的 下 述 对 应 关系 : 


ёб 9 =1+.200:258, 


或 者 (如 采取 它 的 虚数 部 分 ,并 且 略 去 高 阶 无 穷 让 的话 , 便 有 
02 + со 二 7 (10) 
对 于 映射 在 边界 上 的 导数 的 模 , 有 : 
91 10 1, (11) 
"2 
对 于 在 坐标 原点 处 的 导数 


Р (0)%1 +52. (12) 


(4) 把 去 掉 了 一 个 月 牙 形 的 带 形 映 到 带 形 上 去 
的 映射 ” 设 从 带 形 0<у<1 中 ,去 掉 了 一 个 由 实 轴 上 
的 线段 (0,a ) 与 一 段 曲 率 很 小 的 圆 弧 所 围 成 的 弓形 с 
(图 66) .我 们 先 作 两 个 补充 映射 5= er ,ow = em， 
别 把 这 两 个 带 形 映 到 上 半 平 面 上 ,然后 再 使 用 公式 Е 66 
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oO С 
0226 + 一 一 11° 
Л Л 


1. 
5 
| 和 


б 


– 1 


1 
ш) =— Ш 0252 + — 
Л е 


(我 们 在 各 处 都 略 去 了 阶 数 较 更 高 的 无 穷 小 ). 再 把 w ЗР ТАТЕ — В М, 
我 们 便 有 


се" +1 


ШАУ у 1787 了 cth 5. (13) 
如 果 再 对 z 平面 作 一 个 补充 的 平移 变换 ,我们 便 可 以 得 到 一 个 更 一 般 的 结果 ;函数 
2025 2 + 了 cth Ts- 5) 十 const (14) 


ЛИ ВМ ЛВ +а) ЕЯ = Жо 的 带 形 
0< y<1 ,上映 到 带 形 0<K<z<1 上 .这 个 图 数 , 在 y=0,y=1 这 两 条 直线 上 的 点 与 v= 
0,=1 那 两 条 直线 上 的 点 之 间 ,建立 了 如 下 的 对 应 


л(х-Ь) 
2 


“= x+ Zeth + сопѕі, 


(15) 
о л(х-Ь) 
в 


и=х+ і 

(5) 在 把 圆 月 牙 形 映 到 带 形 上 去 的 映射 中 延伸 系数 的 公式 ” 设 月 牙 形 р 是 由 

两 个 圆 弧 CC 与 C, 所 围 成 的 ,Cl 与 C, 相 交 于 点 土 a .并 设 点 一 读 | 与 一 计 , 分 别 是 圆 弧 

C1 与 C, 同 虚 轴 的 交点 (图 67). 利 用 上 一 目 例 1 中 的 公式 (5), 容 易 建 立 起 一 个 把 月 
牙 形 D 映 到 带 形 0<v<h 上 去 的 共 形 映射 


十 const. 


Qa 二 之 


кА |, (16) 


* 在 公式 (7) 中 ,我 们 令 6= L,const= 9. 


[34] $2 一 些 最 简单 的 共 形 映射 .121 · 


Я Ал, = 2arctan ^^, A=1,2”. 把 表达 式 (16) 微 分 ,我们 得 出 
2 Е 2ай 
Ј (=) = – А, ,)(а2 = =?) 
由 公式 (17) 可 以 得 出 一 个 在 应 用 上 很 重要 的 近似 公式 . 设 зод C2 上 的 一 个 点 ,7 
是 圆周 C, 在 点 处 的 法 线 被 包含 在 月 牙 形 р 内 的 那 一 段 ,3 是 CI 与 C, 在 线段 的 
两 个 端点 处 的 切线 的 交角 ,而 i,k; 则 分 别 是 C 与 C; 的 曲率 (图 67). 我 们 假定 ,h 以 及 
р. = 2-5) п 都 是 一 阶 的 无 穷 小 ,而 且 曲 率 局 与 已 是 有 界 的 .这 时 便 可 以 证 明 : 
Рп kn kn 9? +0, (18) 


= 1+- ++ +3 
其 中 的 у 可 以 表示 成 具有 有 界 系 数 的 一 个 关于 n,9,ki - МАНА. 

为 了 要 从 公式 (17) 中 导出 公式 (18) ,应 当先 在 公式 (17) 中 把 参 变量 a ,4 ,ha хо 
都 用 n ,3,k| 一 &, 来 表示 ,然后 把 | 六 (zo)| 按 n ,3,k| ПЕР Е 
的 那些 项 为 止 .但 是 ,在 实际 施行 这 个 方法 时 ,要 引起 非 
常 繁复 的 计算 .所 以 ,我 们 在 这 里 只 从 圆周 C, 同 轴 Oz 相 
合 时 , 亦 即 А, =0 时 ( 见 图 68) 的 特殊 情况 出 发 ,来 求 得 公 
式 (18) .在 这 样 的 情形 下 ,公式 (17) 给 出 


120.1, 


а л 


(17) 


Н д, = 2агсіап т ед Ci 所 对 的 圆心 角 的 一 半 ( 图 
68). 男 一 方面 ,我 们 有 


. 1 
А, = агсѕіп ak! = ай | + a kl +, 


sin 9 一 cos 9 _ 005 А! 


а’ В Rk 
所 以 
2 9 – А, 
= 全 3 7 3 тр г 3 7 3 № то + ‚+ 
ак + еа ki а2 р? ак + а Ёт ар — РТ 


* 为 了 得 到 公式 (16) 只 要 注意 到 ,在 第 33 目的 函数 (5) 中 用 一 代 z, 实 施 一 个 把 所 给 出 的 月 牙 形 映 到 水 
平 的 带 形 上 的 映射 ,这 水 平 带 的 边界 经 过 点 
Н — 1}, . Н he 


= =-2: — 一 三 一 ;1 -一 
ай, 1 x atctan 了 1 一 一 人 


(与 第 9 目的 公式 (11) 比 较 ). 这 条 带 形 的 宽 户 = 二 (Ai - Аз) ,由 此 可 求 出 刀 . 留 下 的 事 是 ,这 样 平移 带 形 ,使 得 
它 的 下 沿岸 与 实 轴 重 合 ,我 们 也 就 导出 公式 (16)， 
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随后 ,在 精确 到 4 阶 无 穷 小 的 程度 内 ,我 们 有 


2пЬ, =2(cos 9 — соѕ Al)AT 一 二 (At — 9094) 
дгар — 9+1 а" (19) 
1 4 12 


1 1129 1 1 
CC )~ (1-а Јав 9+9") 


1 94+ 1 4.4 1 2,20 
+59 + 68 AI 一 68 619. 


212 2 
Xa Ё; = 9 


把 这 两 个 展开 式 中 的 第 一 个 用 第 二 个 来 除 ,我 们 便 在 精确 到 2 阶 无 穷 小 的 程度 内 
得 到 


р а 194 ак) 1 | 
人 一 1 十 一 一 “一 一 一 
f(z) 155 1 | рб /) ago|: 


再 利用 在 同样 的 精确 程度 内 成 立 的 那个 关系 式 
2пЬ, =2(соз 9 — соѕ А! а? А? — 9°, 


"а. 


(20) 


最 后 我 们 得 出 
212 2 
е (6,2969 )1-|=® 


ЖУ 2, = 0 时 的 公式 (18) 相 符合 . 
为 了 要 过 渡 到 &, 取 0 时 的 一 般 情形 中 去 ,我 们 取 一 个 辅助 的 < 平面 ,以 及 这 个 
平面 内 由 实 轴 上 的 一 段 线段 С, 与 曲率 为 Е; 的 一 段 圆 弧 Cr 所 围 成 的 一 个 月 牙 形 
D" .把 虚 轴 上 包含 在 月 牙 形 р" 内 的 那 一 段 线段 记 作 n* ,而 把 弧 C7 与 虚 轴 的 垂直 
线 在 它们 交点 上 所 形成 的 那个 角 记 作 9 (图 69). 作 一 个 把 下 半 < 平 面 映 到 那个 曲率 

为 ,的 圆周 C, 的 外 部 上 去 的 共 形 映射 
6 dz 21 1 


(21) 


_1 
~ Raitt’ de  №(1+6) 
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这 时 月 牙 形 р" 被 变换 成 一 个 由 圆 弧 C? 与 具有 茶 一 曲率 А, НАД С, ТНУ НР 
形 DD, 虚 轴 被 变换 成 实 轴 ,而 线段 2 则 被 变换 成 在 实 轴 上 的 一 段 线段 ,并 且 


(22) 


又 圆周 С, 与 实 轴 的 垂直 线 在 交点 z, 上 形成 角 9( 图 69). 
现在 我 们 来 求 &| 与 其 余 那 些 参 变 量 之 间 的 关系 .为 此 ,我 们 把 弧 Ci 的 长 度 单元 
用 ds 来 表示 ,把 C, 的 切线 与 x 轴 所 形成 的 角度 用 a(s ) 来 表示 (s 从 点 zi 计算 起 ， 


«(0)=9+7), НАД С; 的 对 应 于 ds 的 长 度 单元 记 作 а". 于 是 便 有 pi = 9. 
但 是 , 角 a 的 无 穷 小 增 量 可 以 表示 成 
da=k* ағ" С 


的 形状 ,其 中 那 第 二 项 дав Че = Im а 9 е ,表示 在 毗连 点 “= 一 7 i 的 圆周 Cr 


的 弧 ас = е?аѕ` 上 的 ато ССН. 根据 公式 (21) ,这 增 量 等 于 
eds” 2cos 9 


ити" ， 
所 以 对 于 曲率 我 们 有 
_ аа _ 2cos 9 \ 45" (+ 2cos 9 \(1- л“)? 
= 人 + ~ +) 2 №: 
因为 ,按照 同一 公式 (21) ， 
ds _ 1 Ки. _ 
а 3) 
di le 
由 此 与 公式 (21) 的 第 二 式 我 们 便 得 出 一 =1+ “站 ,我们 求 得 
“AL 2 _ 2cos 9 ь Ёп NT _ Ёп 
ki kl-n’) 1 一 7 рн 2ов 9(1+ 5" 2 ) (23) 


设 函数 w= f(z) 把 由 弧 CI 与 C; 所 围 成 的 那 月 牙 形 共 形 映射 到 宽度 为 h 的 市 
形 上 去 .根据 公式 (21) ,在 对 应 于 点 《=0 的 那个 后 =, 我 们 有 
> 


0 2. 


_ | dm 
之 一 Z0 4$ 


|f (zo)|= че |. о 
ЧЕ 24 | 可 以 根据 公式 (20) 来 算出 ,只 要 在 式 (20) 中 把 У Й л Ув 就 是 
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了 .利用 公式 (22) 与 (23) 所 求 得 的 ”与 Ar 的 值 ,我 们 在 精确 到 2 阶 无 穷 小 的 程度 
内 得 出 : 


dw = | nk э) 
а c=0 1 1+ 6 МЕ 
=. 2 (1+) ня | ьп) я Д 
л в (1+^5" 2] 56 $913 
_h2/, RE kn Вт kn’ г) 
А (тели. 6 213) 


因为 根据 所 给 的 条 件 , 差 А, 一 &, 是 个 无 穷 小 量 ,所 以 在 与 上 面相 同 的 精确 程度 内 ， 
К,А п? = k2n“ ,于 是 我 们 便 得 出 所 求 的 公式 


2 2 2 
Са) (в н л 9 


63 +5). 


33 ”对称 原 理 与 多 角形 的 映射 


在 这 里 我 们 将 要 讨论 在 实际 构造 共 形 映射 时 起 着 很 大 作用 的 两 种 方法 .其 中 的 
第 一 个 方法 以 依靠 所 谓 的 对 称 原理 ,这 原理 由 B. 黎 曼 提 出 ,而 由 H. 施 瓦 芯 予以 证 
明 .我们 在 第 36 目 中 将 看 到 ,这 个 方法 使 我 们 能 够 在 某 些 情况 下 充分 地 实质 性 地 简 
化 求 共 形 映射 问题 的 解 . 

第 二 个 方法 在 应 用 上 特别 重要 ,因为 它 使 我 们 能 够 写 出 一 个 函数 (固然 ,一 般 地 
讲 , 只 能 写成 积分 的 形状 ) ,这 函数 实施 把 上 半 和 平面 映 到 任意 一 个 由 多 角形 所 围 成 的 
区 域 上 去 的 映射 . 

35. 对 称 原理 ”在 一 种 特殊 的 情况 下 ,对 称 原 理 给 出 了 关于 实施 共 形 映射 的 那 
个 函数 的 解析 延 拓 的 存在 性 的 一 个 简单 的 充分 条 件 . 

定理 1(B. 黎 曼 ,H. 施 瓦 欧 ) 设 区 域 了 | 的 边界 含有 一 段 圆 狐 C, 并 设 函 数 w= 
广 (z) 实 施 把 这 区 域 映 到 一 个 区 域 D* ИЖ, КЛАНА С 变换 
成 Di 的 一 段 边 界 C* ,而 C" 也 是 一 段 圆 陶 .在 这 些 条件 之 下 ,函数 f1(z) 经 过 圆 陶 
C 在 区 域 D, 内 有 一 个 解析 延 拓 р, (2), р, ЖТК С 与 成 对 称 的 那个 区 域 , 这 
时 函数 妈 = 户 (z) 实 施 一 个 把 区 域 D, 映 到 关于 C ”与 Ог 成 对 称 的 那个 区 域 D; 上 
去 的 共 形 映射 ,而 函数 


(=), 在 DD 内 ， 
w= (х) =4 р, (2) = р (5), ЖС Е, 
(=), 在 О. р, 
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则 实施 一 个 把 区 域 Di +С+р Еж, +С" +0; 上 去 的 共 形 映射 ”. 
为 了 要 证 明 这 个 定理 ,我 们 作 分 式 线性 映射 


十 “+” 
с = (=). ра. (в), (1) 


这 两 个 分 式 线 性 映射 分 别 把 С 与 C ”变换 成 5 平面 与 w 平面 中 实 轴 上 的 线段 卫 与 
T" . 设 这 时 区 域 D, 与 Di 分 别 被 变换 成 区 域 A, 与 A， ,而 函数 w= /1(z) 则 被 变换 
成 一 个 函数 w= 1, f11 (6) = gp1(8), 这 函数 实施 一 个 把 区 域 A| 映 到 ду 上 去 的 共 
形 映 射 ( 图 70)”. 把 相对 于 直线 本 与 A 成 对 称 的 那个 区 域 记 作 Д, ,我 们 在 A: 内 构 
造 一 个 函数 


ш=ф(б)=ф, (5), 


并 且 来 证 明 : 它 是 函数 ф, (5) 的 解析 延 拓 .首先 ,图 数 op; (5) 在 区 域 A, 内 是 解析 的 . 
因为 对 于 人; 中 的 任何 两 个 点 《与 5+A5 来 说 ,我 们 都 有 


РЕА gO АО 00) САО СРО, 
дб Аб 


其 中 与 5+AZ 都 是 A, 中 的 点 .由 于 pi(5) 在 A, 内 是 解析 的 ,上 式 的 右 端 当 A5-0 
时 有 极限 ,所 以 ,在 区 域 A 内 的 任何 一 个 点 《处 ,导数 
Ф205) = Ф105) (2) 
也 都 存在 ,这 便 是 说 , gu( 5) 在 Д, 内 是 解析 的 .根据 函数 p; (5) 的 构成 方式 , 它 在 线 
段 下 上 的 边界 值 也 都 存在 
р(х) = іф, ( 5) = т pi(5)， (3) 
因为 ,根据 在 共 形 映射 下 的 边界 对 应 定理 (第 29 目 ) ,有 limg,(5)= go (z) 存 在 .因此 
关系 式 (3) 便 呈 px(z)= gitz) 的 形状 ,但 是 ,因为 pi(z) 的 值 都 是 实数 (根据 已 知 条 


ж 为 了 要 使 这 个 映射 是 单 叶 的 ,必须 要 求 区 域 Di 与 D, 不 相交 ,于 是 区 域 D? 与 D? 也 不 相交 . 
жж ”这 种 情形 下 的 对 称 原理 , 欧 拉 还 在 1777 年 便 表 述 过 了 . 
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‚Г 是 实数 轴 上 的 线段 ), 所 以 在 线段 夏 上 有 

ф(х) = ф(х). (4) 
因此 ,根据 连续 延 拓 原理 (第 25 目 ) ,我 们 便 可 以 作出 结论 说 , ф (5) ФСО) Г 
的 解析 延 拓 

从 函数 wz(5) 的 构造 上 还 可 以 得 到 :函数 p;(5) 把 区 域 A, 共 形 映射 到 一 个 相对 
于 卫 与 Ai 成 对 称 的 区 域 A> 上 去 .由 pg1(5) 与 它 的 解析 延 拓 pz (5 所 构成 的 那个 
РА Ф(б): 

Ф1 (5), 在 Ai 内 ， 
rt ЖГ Е, 
Ф(5), 在 А.М, 
就 实施 一 个 把 区 域 A, +Г+А, В] А, +Г” + A2 上 去 的 共 形 映射 . 

现在 我 们 利用 (1) 的 逆 代 换 , 以 回 到 原来 的 变量 z 与 w 上 来 .根据 分 式 线性 映射 
的 性 质 ,我 们 便 在 关于 圆 弧 C 与 D, 对 称 的 那个 区 域 D, 内 得 出 一 个 函数 f,(z), 它 是 
函数 f(z) 经 过 弧 С 的 解析 延 拓 ,并 且 实 施 一 个 共 形 映射 ,把 区 域 D, 映 到 相对 于 圆 
Д C 与 DT 对 称 的 那个 区 域 р: 上 .定理 于 是 得 证 . 

作为 应 用 对 称 原 理 的 一 个 例子 ,我 们 来 证 明 当 已 经 给 定 了 三 对 边界 点 的 对 应 关 
系 时 共 形 映射 的 唯一 性 定理 ,这 定理 我 们 在 第 29 目 中 曾经 提 到 过 . 

定理 2 把 区 域 DD 映 到 区 域 D” 上 ,而 且 把 区 域 中 的 三 个 边界 点 zi 变换 成 区 域 
D 的 三 个 边界 点 wi 的 共 形 映射 w= f(z) 是 存在 的 ,并 且 这 样 的 共 形 映射 只 有 一 
个 .这 六 个 点 z, 与 wi 都 是 任意 给 定 的 ,不 过 需要 保持 在 行经 这 两 个 区 域 的 边界 时 它 
们 的 相互 顺序 . 

我 们 首先 来 讨论 当 D 5р" 都 是 单位 圆 时 的 情形 .按照 第 32 目 中 的 公式 (2) ,可 
以 构成 一 个 把 圆 |z|<1 | w|<1 上 去 的 分 式 线性 映射 ,使 其 满足 已 给 的 条 件 
fz ) = wi .我 们 来 证 明 这 个 映射 是 唯一 的 .假设 w= g(z),g(zi)= wi 是 男 外 一 个 
把 圆 |z|<1 映 到 圆 | w|<1 上 去 的 映射 .函数 g(xz) 满 足 对 称 原理 的 条 件 ,因此 , 它 
可 以 解析 地 延 拓 到 相对 于 圆周 |z| =1 与 圆 |z|<1 对 称 的 那个 区 域内 去 , 即 , 可 以 解 
析 延 拓 到 这 个 圆 的 外 部 | z| >1. ЖЖ w= g(z) 同 它 自己 的 延 拓 合 在 一 起 ,作出 完全 
х 平面 的 一 个 单 叶 映射 ,因此 根据 第 31 目 中 的 定理 1, 它 也 是 一 个 分 式 线性 函数 .于 
是 便 可 以 断定 g(z) 三 f(z), 因 为 ,根据 第 32 目 中 的 证 明 , 给 定 了 三 对 点 的 对 应 ,分 
式 线性 映射 就 可 以 完全 被 确定 . 

一 般 的 情形 ,可 以 简单 地 化 成 刚才 所 讨论 的 那 种 情形 .事实 上 , 设 和 = p(xz)，,& 
= pg(z4) 与 w= 二 ф(10), оь = y(wi) 是 任何 两 个 分 别 把 区 域 D 与 D’ || <1 
与 |lw|<1. 上 去 的 共 形 映射 ,w= Е(6),Е(5,) = о Е <1 А || <1 Е 
去 的 那个 映射 (这 映射 的 存在 性 和 唯一 性 是 有 保障 的 ). 显然 ,函数 
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ш=ф Fo(z)= f(z) 
一 一 其 中 y ”是 y 的 道 映射 一 一 作出 一 个 映射 ,这 映射 把 区 域 D 映 到 区 域 D" 上 去 ， 
而 且 保 持 所 给 三 对 边界 点 的 对 应 .假如 还 有 第 二 个 把 区 域 D 映射 到 区 域 D" 的 映射 
w=g(z) 存 在 ,而 且 也 保持 那 三 对 边界 点 的 对 应 的 规定 ,那么 就 要 得 出 :有 第 二 个 把 
圆 | 51<1 || <1 上 去 的 映射 
w=Wp ' (5) = С(5) 
存在 ,也 满足 规定 ССС, ) = wi, 而 这 是 同 前 面 的 结论 相抵 触 的 .定理 便 已 经 完全 证 
明了 . 
我 们 还 要 考虑 的 是 :应 用 这 个 对 称 原理 ,来 讨论 多 阶 连通 区 域 共 形 映 射 的 存在 问 
题 . 根 据 第 28 目 中 的 基本 定理 ,任何 两 个 单 连通 区 域 都 是 可 以 彼此 单 叶 地 并 且 共 形 
地 互相 映射 的 . 男 一 方面 ,我 们 也 已 经 知道 ,不 可 能 把 一 个 单 连通 区 域 单 叶 并 且 共 形 
地 上 映 到 一 个 多 阶 连通 区 域 上 去 .于 是 就 发 生 了 一 个 问题 :是 否 可 以 把 一 个 多 阶 连通 区 
域 映 到 另 一 个 具有 相同 连通 阶 数 的 多 阶 连 通 区 域 上 去 ? 现在 已 经 知道 ,一般 地 讲 , 这 
问题 的 回答 是 否定 的 .事实 上 ,甚至 于 连 在 最 简单 的 同心 圆 环 形 的 情形 ,也 要 有 下 述 
定理 : 
定理 3 要 想 有 一 个 把 环形 н< |51 <, В] 0 о 之 |w|<<p, 上 去 的 共 形 映 
Ж w= f(z) 存 在 ,其 充分 必要 条 件 是 这 两 个 环 相 似 : 
а (5) 
为 了 要 证 明 条 件 ($) 是 必要 的 ,我 们 注意 ,函数 (е) ДЕ ХЕКЕ Е, ЕН. 


根据 这 个 原理 ,可 以 把 它 解析 延 拓 到 区 域 -< |z|<r 和 疡 <|z| < 元 内 去 ,这 两 个 
区 域 分 别 是 相对 于 圆周 | = | — ”1 及 圆周 | = | — УМБ 1 < | 之 | < ”成 对 称 的 . РЖ 
f(x) (连同 它 的 延 拓 在 一 起 ) 把 扩大 了 的 环形 寺 <|z|< 宛 映 到 环形 元 < ао < 


上 .于 是 ,我 们 对 于 函数 f(z) 再 应 用 对 称 原理 ,就 可 以 把 它 再 延 拓 到 环形 (2 :| < 


|=1< (52) 内 去 .无 限制 地 继续 实施 这 样 的 延 拓 , 我 们 便 得 到 : f(z) 实 施 一 个 反 

区 域 0<1z|< om 映 到 区 域 0< |zw|<co 上 去 的 单 叶 映射 .并 且 ,或 者 是 
limf(2) =0, limf(2)=%, 

或 者 是 limf(z)=%,limf(z)=0, 

这 要 看 对 应 于 圆周 | = | =x 的 是 圆周 | | = p, 还 是 圆周 | w| = ps 而 定 .由 此 我 们 便 

可 以 断定 :f(z) 是 一 个 分 式 线性 函数 ,具有 下 述 两 种 形状 之 一 ; 


f(z)= ах, (==>, (6) 
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其 中 а 是 一 个 复数 常数 .显然 ,在 这 两 种 情形 中 ,等 式 (5) 都 是 满足 的 . 

条 件 (5) 的 充分 性 可 以 从 下 述 事 实 得 出 ; 当 具 备 了 条 件 (5) 时 ,这 两 个 环形 是 相似 
的 ,因此 ,可 以 用 一 个 简单 的 延伸 变换 把 它们 中 的 一 个 映 到 另 一 个 上 去 . 

作为 对 所 证 明 的 这 个 定理 的 补充 ,我们 还 要 指出 :任何 一 个 二 阶 连通 区 域 ,终究 
可 以 被 映 到 某 一 个 环形 p, <1w|<p, 上 去 ,并 且 , 当 半径 pl 已 经 给 定时 ,对 于 已 知 的 
区 域 来 说 ,半径 p, 是 单 值 地 确定 了 的 .完全 同样 ,任意 一 个 n 阶 连通 区 域 ,都 可 以 被 
映 到 某 一 个 由 平面 中 去 掉 ”个 圆 而 得 到 的 区 域 上 去 .这 些 命题 的 证 明 ,读者 可 以 在 
M.B. 凯 尔 迪 什 的 论文 [7] 或 柯 度 (R.Kypaht) 的 书 [5] 中 找到 . 

最 后 ,我 们 要 举 出 对 称 原理 在 被 映射 区 域 的 边界 含有 解析 弧 时 的 一 个 推广 .如 果 
一 段 弧 С 可 以 用 参数 方程 

х=2х(1), y=y(t), а<1<р8 
来 给 出 ,其 中 zx(z) 与 y(z) 都 是 实 变量 上 在 区 间 (a,8) 上 的 解析 函数 , 即 , 这 两 个 图 数 
在 这 区 间 内 每 一 个 点 加 的 邻 域内 ,都 可 以 展开 成 上 - Е, ЯВА НАЛ, С 
是 解析 弧 .这 时 我 们 假定 ,在 这 区 间 内 的 任何 一 个 点 处 ,导数 z (1) 5 у (1) 都 不 会 同 
时 变 成 零 ( 即 ,在 С 上 没有 奇 点 ). 曲 线 С 也 可 能 是 条 闭 曲 线 , 只 要 rx(a)= zx(B)， 
у(а) = y(B). 

下 面 的 定理 称 为 解析 延 拓 原理 : 

ЖАНА) ИЖ w= f(z) 实 施 一 个 共 形 映射 ,把 边界 上 含有 一 段 解 
ЖА C 的 一 个 区 域 品 , 映 到 菜 一 个 区 域 D” 上 ,并 且 对 应 于 颖 C 的 ,也 是 区 域 万 ”的 
边界 上 的 一 段 解 析 颖 C”* .在 这 些 条 件 之 下 , 通 数 中 = f(z) 可 以 经 过 颖 C 作 解 析 
ЖБ. 

事实 上 , 设 zo 是 弧 C 上 的 任意 一 个 点 ,z=z(t)=z)+zi() 是 这 曲线 的 方 
程 ,并 且 zo = zx(zo). 由 于 C 根据 条 件 是 解析 弧 , 所 以 在 КЗ 1 - | <д 
内 ,图 数 z= z(i) 可 以 展开 成 1 БК. АРТИ КЕ Е, ХТ г 的 那些 复数 
值 (我 们 用 “来 表示 ) 来 说 ,在 圆 |5- 如 |< 8 内 这 震级 数 也 是 收敛 的 .因此 ,在 这 个 圆 
内 定义 了 一 个 解析 函数 z= z(5). 因 为 z(zo) 关 0, 所 以 ,在 必要 时 把 6 再 减 小 ,我 们 
总 可 以 把 映射 z= z(&) 认 为 是 一 个 共 形 映射 .根据 它 的 构成 方式 ,z = >z(5) 把 圆 
|g 一 to|< 之 6 的 一 条 直径 映 到 曲线 C 的 包含 点 zo 的 某 一 段 上 .我 们 假定 ,这 时 上 半圆 
变换 为 区 域 DD 的 内 部 ,而 下 半圆 则 变换 为 D 的 外 部 . 

完全 同样 地 , 如果 w = w(t) 是 曲线 С" 的 方程 ,我 们 可 以 构成 一 个 共 形 映射 
ш = w(w), 把 圆心 在 实 轴 上 的 某 一 个 圆 |w — то | < у = (т) = Р(х) 
的 一 个 邻 域 上 ,并 且 把 这 个 圆 的 一 条 直径 变换 成 曲线 С" 上 的 某 一 段 .我 们 也 假定 ， 
上 半圆 变换 为 区 域 D" 的 内 部 ,下 半圆 变换 为 D" 的 外 部 . 

РЖ о = Fz) 构 成 一 个 共 形 映射 

о = 01 (6) 11 = ф($) 
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(w=w(w), 是 多 =w(w) 的 反 函 数 ), 这 映射 把 圆 | 5 一 zo|1<6 的 上 半圆 上 映 成 圆 | о – 
г | 过 51 的 上 半圆 的 某 一 部 分 ,并 且 把 第 一 个 半圆 的 直径 变 成 第 二 个 半圆 的 直径 的 一 
部 分 .根据 已 经 证 明了 的 对 称 原 理 (定理 1) ,可 以 把 函数 pg(&) 解 析 地 延 拓 到 下 半圆 
内 ,并 且 p(5) ( 同 它 的 解析 延 拓 一 起 ) 实 施 一 个 共 形 映射 ,把 整个 圆 |15-zl<8 映 
到 圆 |o — то | < 9) 的 包含 了 一 段 直径 的 某 一 部 分 上 . 

所 构成 的 这 个 w= ФОС) АНТЕ, Е Г АЖ f(z) 的 经 过 曲线 С 上 一 段 的 
一 个 解析 延 拓 . 事 实 上 ,在 区 域 D 的 外 部 对 应 于 下 半 个 圆 15- 加 <8s 的 那 一 部 分 
内 ,wow=o2(5) 的 延 拓 定义 了 一 个 解析 上 图 数 w= ш (фі 602) | (这 里 的 5(z) 是 =( 6) 
НБС ВЕ), ЕЗД С 的 一 段 上 的 边界 值 ,与 f(z) 的 边界 值 相同 .根据 连续 延 拓 原 
理 , 这 国 数 便 是 函数 f(z) 的 解析 延 拓 .由 于 zo 是 曲线 С 上 的 任意 一 个 点 ,因此 可 以 
断定 ,f(z) 经 过 整 段 弧 С 都 是 能 作 解 析 延 拓 的 .定理 得 证 . 

特别 是 ,车 所 给 的 区 域 的 整 条 边界 С 与 C ”都 是 解析 曲线 ,那么 函数 (>) АЕ 
经 过 区 域 D 的 整个 边界 都 能 作 解 析 延 拓 的 (因而 ,在 闭 区域 D 上 是 解析 的 ). 

在 下 一 目 中 ,我 们 将 举 出 许多 应 用 对 称 原理 来 实施 共 形 映射 的 例题 . 

36. 例题 

(1) 把 十 字形 的 外 部 映 到 圆 的 外 部 上 去 的 映射 (图 71) 沿 虚 轴 作 一 条 辅助 的 割 痕 (在 图 中 用 
虚线 来 表示 ) ЕАВ ,并 在 图 形 的 右面 一 半 考 虑 映射 zx = zx” .这 映射 把 所 考虑 的 那 一 半圆 形 ,变换 成 
沿 实 轴 去 掉 了 一 条 从 A(- оо) 8] D(a’ ) 的 射线 的 平面 zi ,然后 我 们 再 利用 映射 

Е зу а =М а? -а?, (1) 

把 所 得 到 的 区 域 变 换 成 右 半 平 面 . 这 时 那 条 辅助 的 割 痕 就 被 变换 成 虚 轴 上 一 条 包含 点 % 的 从 
F( 一 i/) 到 B(ig) 的 线段 ,其 中 f=V a + с, рема +b (71). 


РАЖ == 22 -а 满足 对 称 原理 的 条 件 , 因 此 , 它 可 以 有 一 4 4 
个 经 过 РАВ 到 左 半 平面 内 去 的 解析 延 拓 , 并 且 , 它 同 它 的 解析 延 883 | pgi) 
拓 ( 我 们 重新 用 z, = 22 一 a 来 表示 它 ) 一 起 实施 一 个 映射 ,这 映 Сә ру ҢС 
射 把 所 给 的 十 字形 的 外 部 , 映 到 z, 平 面 中 虚 轴 上 一 段 线段 BF 的 Е о 
外 部 上 . © 加 


余下 还 要 把 最 后 那个 区 域 映 到 单位 圆 的 外 部 上 去 .为 此 ,我 们 

先 应 用 一 个 把 线段 BF 的 外 部 变换 成 单位 线段 [一 1,1] 的 外 部 的 | 

| _ 2: 一 ， 4 

线性 映射 z= тете, - 28 ,然后 再 作 一 个 茹 科 夫 斯 基 映 射 的 

逆 映 射 (参看 第 7 目 ): 图 71 
ша 81) а Рин а +1: |, (2) 

便 得 到 所 求 的 结果 了 . 
特别 , 当 b=c=a 时 ,我 们 得 到 ш=— (У Пора’), НН 
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2-5, (3) 
(参看 第 30 НИЗ). 

(2) 987 88 1<|:1<1+а,ав z= 261 (二 0,1,…,n 一 1) 的 单位 图 的 外 部 映 到 
单位 圆 的 外 部 上 去 的 映射 (图 72) 我 们 在 加 的 半径 的 延长 线 上 ， 从 点 Bi 与 点 B, 起 到 无 穷 远 作 两 
条 辅助 割 线 ,并 建立 一 个 共 形 映射 ,把 所 得 到 的 扇形 映 到 同 是 那样 的 一 个 扇形 上 去 ,但 是 要 使 点 
Bi 与 B, 落 到 A 与 As 的 位 置 上 .这 可 以 用 下 述 方式 来 实现 :利用 变换 = = z ,把 扇形 映 到 去 掉 了 
半 个 圆 的 上 半 平 面 上 ,然后 再 利用 茹 科 夫 斯 基 函 数 z， 5 (= к), 把 它 映 成 上 半 平 面 .这 时 点 
B1 与 B, 被 变换 成 点 


+(1+а)= + [(1+а)% +(1+а) 73]. (4) 


然后 ,我们 用 变换 =, = 了 圭一 一 元 和 一 把 这 半 平 面 加 以 压缩 ,再 使 用 茹 科 夫 斯 基 的 逆 映射 z4 = zs +V 23-1. 


结果 我 们 重 又 得 到 了 一 个 去 掉 单位 半圆 的 上 半 平 面 ,但 是 现在 点 Bi 与 B: 已 经 被 变换 成 点 二 1 Г. 
下 就 只 要 使 用 映射 w= 24" наа Ттт НИЗУ ЈЕ В 1] — 1-28 Е ВОВА: 


-re ТЕ 2 + (22 – х7 а а |". (5) 


РАСС) ДЕ КЛИ НОКИИ. ЛУ ААК Е, И Н: ва пу 2356 В B,C 延 拓 的 ,并 
且 , 它 同 它 本 身 的 延 拓 一 起 实施 一 个 映射 ,把 = 平面 中 第 一 个 扇形 与 第 二 个 扇形 的 上 总和, 上映 到 zw 
平面 中 第 一 个 扇形 与 第 二 个 扇形 的 总 和 上 (图 72). 所 得 到 延 拓也 可 以 经 过 线段 В, С 再 延 拓 ,新 的 
延 拓 把 z 平面 中 的 第 三 个 扇形 映 到 mw 平面 中 的 第 三 个 扇形 上 (使 得 点 B; 落 到 圆周 上 ). 重复 这 样 

的 推理 ,最 后 我 们 便 得 出 :函数 (5) 同 它 的 解析 延 拓 一 起 作出 了 所 要 求 的 那个 映射 . 
在 图 72 中 展示 了 所 讨论 的 映射 在 n=8 和 a=0.25 В}, МЛ || = р 的 一 部 分 像 . 可 看 出 ,在 
р=1.8 时 ,去 掉 线 段 的 大 影响 实际 上 没有 显露 出 来 一 一 实际 上 ,这 些 像 与 贺 周 没有 不 同 . 


[36] $3 ”对 称 原理 与 多 角形 的 映射 - 131. 


当 4a=0 时 ,就 有 а = 0, 于 是 ,函数 (5) 化 成 公式 осе а .我们 来 找 出 当 a 很 小 时 映射 (5) 的 主 
要 部 分 .从 关系 式 (4) 我 们 得 出 wz . 略 去 阶 数 按 a? 更 高 的 无 穷 小 ,从 公式 (5) 便 得 出 我 们 所 
讨论 的 共 形 映射 的 一 个 近 他 公式 : 


0-2) 
=) 


或 者 ,最 后 我 们 得 到 下 面 的 公式 


4a， 
25 +27 + (22 - 57 2)[1 р) 
之 之 


pm 


WW 


1 一 


2 п 
па zz +1 
4 1 | (6) 


(参看 第 30 目的 例 4 中 的 (10) 式 ). 公 式 (6) 适 用 于 不 太 邻 近 那 个 1 п 次 方 根 的 那些 点 . 


.25 


—4 
| 
Ц 


=—0.75 
=-0.5 
=-0 


图 73 


(3) 把 去 掉 了 一 些 线段 0 过 y 志 hh ,z=ka (k=0, 土 1, 土 2,…) 的 上 半 平 面 映 到 上 半 平 面 上 的 
映射 ”从 线段 的 端点 A_1 与 Ao 到 无 穷 远 作 两 条 辅助 的 割 痕 A_1C 与 AoC( 图 73 中 的 虚线 ) ,然后 
我 们 来 把 所 得 的 这 半 个 带 形 CB_1 BoC 映 到 一 个 同样 形状 的 半 带 形 上 去 ,但 是 要 使 点 A 与 Ao 被 


变换 成 这 半 带 形 的 两 个 顶点 .为 此 ,我 们 先 把 我 们 的 半 带 形 映 成 半 平 面 := = сов 22 ( 见 第 9 Н). 
再 把 所 得 的 半 平 面 用 映射 z, = 一 二 xi 压缩 (使 得 点 A-1 与 Au 被 变换 成 点 = = 土 1) ,然后 再 利用 
h — 


C 
а 


第 一 个 映射 的 逆 映 射 :w= —-агсооѕ z2 .因此 ,我 们 得 到 所 要 求 的 把 半 带 形 映 成 半 带 形 的 映射 : 


克之 
COS — |. 


ch а 0) 
а 


а 
ш) — — arccos 
Л 
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ХТЗ 1] А ИУ БА СЛ АВК 2 В 220, ЗЕТЕ Ну ДЕЯ : РЖ (7) ЗЕ 8 — К АТЖ НУВ ЯТ, Е 
把 图 73 “НЕ” ВА. 

Я 73 上 展示 了 所 讨论 映射 在 h=0.5 а = 2 时 线 = const Ж о = сопѕ 的 像 .可 看 出 ,在 v= 
2 时 丢掉 线段 的 大 的 影响 实际 上 没有 显露 出 来 一 一 所 讨论 的 像 实际 上 与 直线 没有 不 同 . 


hy 
1 
12 
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А} В, С, 4 В Сі А В. 
-—-277777777777}----- ~- 022220202220----- 
一 0 р л-Ь л л+рЬ 


74 


(4) 把 一 个 去 掉 了 一 些 线段 -a<x<a,y=kH (=0, 土 1, 土 2,…) 的 平面 映 到 一 个 在 实地 
上 去 掉 了 一 些 线段 的 平面 上 去 的 映射 (图 74, 这 两 个 区 域 都 是 无 限 多 阶 连通 的 ). 

我 们 沿 虚 轴 作 一 条 辅助 的 割 痕 ( 图 中 的 虚线 ) ,然后 来 把 所 形成 的 那 两 个 区 域 中 的 一 个 ,譬如 
说 右面 那个 , 映 成 上 半 平 面 .为 此 ,我 们 先 把 = 平面 旋转 90", 再 利用 上 一 例题 的 结果 :函数 


— 1 д 
отн) ей! (8) 
“五 


实施 一 个 把 原 区 域 的 右 半 映 成 上 半 平 面 的 共 形 映射 .这 时 ,点 А. (z= 4a) 变换 成 点 w = arccos 1 = 
0, 点 B_1(z=0) 被 变换 成 点 w = arccos =, ЕС ‚(== 一 1 玉 ) 被 变换 成 点 w = arccos 一 


ch 28 һ 2 
Н 
=x 一 5, 点 A-1 变 换 成 x, 点 B_, 变 换 成 x+5 ,一般 地 讲 , 点 Ai 被 变换 成 点 w= - kr ,而 线段 В, 
С, 则 被 变换 成 线段 


[-(Е+1)х+ьЬ, – ль] (k=0,+1,+2,.…). 
根据 对 称 原理 ,我 们 可 以 把 函数 (8) 经 过 这 些 线段 BC 来 延 拓 ,于 是 便 得 出 :函数 (8) 同 它 的 解析 延 
拓 一 起 ,实施 一 个 共 形 映射 ,这 映射 把 所 给 的 区 域 , 映 到 去 掉 了 一 些 线段 (kr Б, тър) (R=0， 
+1, 土 2,…) 的 w 平面 上 .问题 便 解 决 了 . 
(5) 由 二 次 曲线 所 围 成 的 区 域 的 映射 


А. 抛物 线 ” 设 坐标 原点 在 抛物 线 的 焦点 处 ,抛物 线 的 方程 为 交 =2p( x+ 将 ) (图 75). 


[36] $3 对称 原理 与 多 角形 的 映射 - 133. 


а) 利用 函数 w =Vz ,可 以 把 这 抛物 线 的 外 部 映 到 半 平 面 Im w >A/ 分 上 去 .实际 上 , 令 z= 
л + у, = и + їо, ПР: 


T=u =, y=2uv, (9) 
由 此 可 以 看 到 :直线 оз с 被 变换 成 抛物 线 六 =4c? (z+). 当 c=A/ 如 时 ,我 们 便 得 到 所 给 出 的 
М. 因此 ,函数 
ш ілу 5. (10) 
就 实施 一 个 把 抛物 线 的 外 部 映 到 上 半 平 面 上 去 的 共 形 映 射 . 函数 (10) 在 抛物 线 的 内 部 有 一 个 
点 . 
Е" 为 了 要 得 出 对 抛物 线 内 部 的 映射 ,我 们 沿 射线 ВЕС 作 一 条 割 痕 (图 75) ,并 且 注 意 :借助 函 


Ж = =V zx 可 以 把 抛物 线 内 部 的 上 一 半 映 到 半 带 形 0< У! 5. ,0< zij<co 上 .再 利用 函数 z, = 


2 іг 
^/ р 


应 用 对 称 原理 ,然后 再 使 用 变换 w= i V1+ zz ,我 们 就 得 出 所 求 的 把 抛物 线 的 内 部 映 到 上 半 个 平 
面 上 去 的 映射 : 


,可 以 把 这 半 带 形 映 到 上 半 平 面 上 ,这 时 与 制 痕 ВЕС 对 应 的 是 射线 - 1< zz < оо. 


COS 


. 71| _ 2 
ш 14200 7 = “ch ялу 5: (11) 
В. 双 曲 线 а 为 了 要 找 出 一 个 把 围 在 双 曲 线 
а? у 
ро 


Е 75 图 76 


的 两 文 之 间 的 那个 区 域 (图 76) 映 到 上 半 平 面 上 去 的 共 形 映射 ,我们 沿 实 轴 作 一 条 割 痕 BD ,并 且 注 
意 :函数 


w= (+) 


(ЕФ с= уа? +6 ) 把 所 给 区 域 的 上 面 那 一 半 映 到 遍 形 
OG<arg zi<x-0, |2|>1 


. 134 . я ЕЯ [37] 


上 ,其 中 0 = атсооѕ 二 (参看 第 7 Н). 根据 对 称 原 理 ,这 函数 实施 一 个 把 整个 所 给 的 区 域 映 到 整个 
扇形 0<аг zi<r-0 上 去 的 共 形 映射 .并 且 ,函数 


_ A 十 A/ 2 .2 2 
ш = (е о (| (12) 


显然 就 实施 把 围 在 双 曲 线 的 两 个 分 支 之 间 的 那 区 域 映 射 到 上 半 个 平面 上 去 的 映射 . 
b) 为 了 要 得 出 双 曲 线 右 支 内 部 的 映射 ,我 们 沿 射线 DFG 作 一 条 割 痕 , 并 且 注 意 :函数 zi = 


у) = о" ,实施 一 个 把 这 区 域 的 上 面 一 半 映 到 扁 形 0<arg z1<0,|zi| >1 上 去 的 
共 形 映射 函数 z= 让 (zx 了 + zi 子 )=ch( ав 之 ) 又 把 这 扇形 映射 到 上 半 平面 上 ,这 时 对 应 于 


射线 ОРС. 的 ,是 实 轴 上 的 一 条 射线 (一 1,%). 应 用 对 称 原理 ,然后 再 利用 一 个 补充 的 映射 w = 
i V 1+ z ,我 们 便 得 出 了 所 求 的 那个 映射 , 它 把 双 曲 线 右 支 的 内 部 映射 到 上 半 平 面 上 去 


w= іл | 1+ (ав =) = Уе | аков 2. (13) 


С. ЖИ а) 函数 
ш= 21У С (14) 
ЗЕНА + > =1 的 外 部 映 到 单位 贺 的 外 部 上 去 的 共 形 映射 ,其 中 с = а р (参看 


第 7 目 ). 这 函数 在 椭圆 的 内 部 有 一 个 支点 (图 77). 
b) 为 了 要 得 出 一 个 椭圆 内 部 的 映射 ,我 们 沿 长 轴 作 一 条 割 


痕 ,然后 利用 函数 z, = 二 (z+V 过 二 已 ). 于 是 我 们 得 到 一 个 把 


椭圆 内 部 的 上 面 一 半 映 到 上 半 个 环形 1< |, |2 ,Im zi >0 


上 的 映射 ,这 时 制 痕 变 换 成 实 轴 的 两 条 线段 AP ,Pa C 及 半 个 单 
位 圆周 .函数 z, =ln zi 再 把 这 半 个 环形 映 到 和 矩形 0<Re =.<а,0 


<Im z,<x 上 ,其 中 d= In .我 们 还 不 能 应 用 对 称 原理 , 因 图 77 


为 我 们 的 割 痕 的 像 是 一 条 三 节 的 折线 АЕ, Е, B. 需 要 先 把 这 和 矩形 映 到 上 半 平 面 上 ,以 使 得 这 折线 
变换 成 一 条 直线 段 . 把 一 个 矩形 映 到 平面 上 去 的 映射 ,不 可 能 借助 初等 函数 的 组 合 来 得 出 一 一 它 
是 由 椭圆 函数 所 作出 的 ( 见 第 39 目 中 的 例 1) ,所 以 ,把 椭圆 的 内 部 映 到 半 平 面 上 去 的 那个 映射 ,也 
不 能 用 初等 函数 来 写 出 . 

37. 多 角形 的 映射 ”在 着 手 推 导 把 半 平 面 映射 到 多 角形 上 去 的 公式 之 前 ” ,我们 
要 先 来 说 明 关 于 共 形 映射 在 区 域 的 角 点 处 的 状态 这 个 问题 .为 了 简单 起 见 , 我 们 假 
设 :区 域 A 的 边界 ,在 角 点 wo 的 邻 域内 是 由 两 条 直线 段 构成 的 .在 这 两 条 线段 之 间 
的 那个 角度 ,我们 用 от 来 表示 , 设 0<a 三 2 (图 78). 设 函数 w= f(z) 作 出 一 个 把 


* 这 一 公式 的 另 一 种 更 结构 性 的 推导 见 后 面 的 第 44 Н. 


[37] $ 3 ”对 称 原理 与 多 角形 的 映射 . 135. 


上 半 平 面 映 到 区 域 A 上 的 共 形 映射 ,并 且 , 对 应 于 角 点 wo 的 ,是 在 实 轴 上 的 一 个 
点 20. 
为 了 说 明 图 数 f(z) 在 点 zo 的 邻 域内 的 特性 ,我 们 引进 一 个 辅助 的 变量 w = 
(w - 00). МЕЖ 
w= {1/(z)— мл =w(z) (1) 
实施 一 个 共 形 映射 ,这 映射 把 点 zo 的 邻 域 中 属于 上 半 z 平面 的 那 一 部 分 , 映 到 点 w 
=0 的 一 个 邻 域 中 属于 某 半 wow 平面 内 的 那 一 部 分 上 ,这 时 对 应 于 = 平面 中 实 轴 上 的 
线段 的 ,是 一 段 直线 段 (图 78) .根据 对 称 原 理 , 函 数 w(z) 可 以 解析 延 拓 到 点 zu 的 整 


= = 
Габ ~ 一 一 ~ 


== = 
27 = ~ 


720 7, 


图 78 


个 邻 域内 ,并 且 因 此 可 以 用 泰勒 级 数 来 表示 
w(z)=c1(z 一 z0)+c2(z 一 z0) +. 
在 这 个 级 数 中 没有 向 数 项 ,因为 со = w(zo)=0. 但 是 ,由 于 这 函数 作出 一 个 共 形 映 
射 , 所 以 c1 = о (zo) 关 0. 现 在 再 利用 关系 式 (1) 回 转 到 函数 f(z) 上 来 ,我 们 便 得 到 : 
在 点 zo 的 邻 域内 ,函数 f(z) 可 以 表示 成 下 列 形式 
Р(х) = оу + (2 zo) {cr tes (аво) + |. 
因为 在 大 括 弧 中 的 那个 表达 式 在 = = zo 时 不 等 于 0, 所 以 在 点 zo 的 某 一 邻 域内 可 以 
分 出 函数 jcl + с (= 一 zo)+…1" 的 一 个 单 值 解析 分 支 来 .把 这 分 支 展 开 成 泰勒 级 
数 ,我 们 便 得 出 函数 /(z) 在 点 xo 的 邻 域内 的 最 终 表示 式 
f(z)=wot+(z—z0)" {co + с (2-20) +1. (2) 
由 此 便 可 以 看 出 : 当 w>1 时 ,导数 (2) = 0; 4 а<1 8, Г’ (20) = оо. МР, 
映射 z= ф(х) Жї, Ч а<1 Еф (wo)=0, 当 a>1l 时 ,9 (мо) = о. 
由 这 个 关系 式 (2) ,我 们 还 可 以 看 到 , zo 在 а7-1 Н а522 时 是 函数 f(z) 的 一 个 
支点 . 
注意 到 ,更 一 般 的 情况 , 当 点 wo 的 邻 域 中 区 域 A 的 边界 由 光滑 的 或 者 甚至 解析 
弧 组 成 ,而 这 两 条 弧 在 点 wo 处 相交 成 角 ол 的 情况 ,所 作出 的 结论 一 般 说 来 是 不 正 
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确 的 ”. 在 这 种 情况 下 ,映射 函数 不 一 定 有 形状 (2) :在 它 的 展开 式 的 主要 项 中 可 能 出 
现 这 样 的 因子 ,它们 在 趋 问 零 和 无 穷 大 时 比 = — = ЕЕ. 
例如 ,我 们 在 上 半圆 | | < х, у220 内 观察 函数 


w=zln[ 三 )， w(0) =0， (3) 
其 中 对 数 的 分 支 由 条 件 0 二 arg < л 定 出 .容易 看 出 ,在 г 足够 小 时 ,这 函数 把 xz 轴 
上 的 线段 (0,r) 变 换 成 и 轴 上 线段 0,rn 了 | ,把 线段 ( - ,0) 变 换 成 弧 узи = 


zln 一 ,= -xz, 而 把 半 个 圆周 | =| = О рт 变换 成 接近 于 半圆 周 的 弧 (图 
79). 


图 79 


у 在 点 也 = 0 处 光滑 地 与 线段 { 0,rln 二 衔接 ,所 以 角 a=1; 同 时 (3) 的 展开 


式 的 主 项 被 因子 ln 二 “破坏 ”了 .对 于 函数 


хи = Т: ш(0) = 0 (4) 


ln 一 

可 观察 到 类 似 的 影响 . 

我 们 转 到 多 角形 的 映射 上 来 . 设 在 w 平 面 内 给 出 了 一 个 没有 自己 相交 的 点 的 闭 
多 角形 A, A,…A, ,并 且 它 不 包含 无 穷 远 点 (我 们 将 在 下 目 中 来 解除 这 个 限制 ). 

根据 黎 曼 的 基本 定理 (第 28 目 ) ,必定 有 一 个 函数 w= f(z) 存 在, 它 实施 把 上 半 
х 平面 映 到 这 多 角形 的 内 部 A 上 的 共 形 映射 .为 了 确定 起 见 ,我 们 规定 :>z 平面 中 实 
轴 上 的 三 个 点 (例如 ,ai а. 5 as) 与 A 的 边界 上 的 三 个 点 (例如 ,三 个 顶点 A ,A, 与 
A;) 是 相对 应 的 .于 是 根据 第 35 目 中 的 定理 2, 函数 f(z) 就 被 单 值 地 确定 的 .我 们 先 
假定 :这 函数 是 已 知 的 ,特别 是 ,被 变换 成 多 角形 的 顶点 А. ,…,A, 的 那 n 一 3 个 zx 轴 
上 的 点 a4,… ,a 都 是 已 知 的 .我 们 的 任务 是 要 找 出 这 函数 的 解析 表达 式 . 

因为 在 实 轴 的 每 一 段 (w , a;1) 上 ,函数 w= f(z) 都 只 取 位 于 直线 段 A,A,;1 上 
的 那些 值 ,所 以 ,根据 对 称 原理 ,可 以 把 这 函数 经 过 这 线段 解析 延 拓 到 下 半 平 面 内 去 . 


ж 在 第 三 版 中 这 个 地 方 不 正确 ,M. A. 拉 夫 连 季 耶 夫 和 B.B. 沙 巴特 善意 地 提醒 我 们 注意 . 
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ХРЕН ЕН ЗСК „Е ГРА НИ] КРАЕВ А.А, 与 多 角形 
A 成 对 称 的 那个 多 角形 A- 上 (图 80). 这 解析 延 
拓 又 可 以 经 过 任何 一 段 线段 (ar ,ar ) 而 被 延 
拓 到 上 半 z 平 面 内 ,这 时 新 的 解析 延 拓 所 实施 
的 那个 共 形 映射 ,把 上 半 = 平面 映 到 关于 线段 
АА’ 与 多 角形 A' 对 称 的 那个 多 角形 A" 上. 
我 们 假定 :我 们 已 经 完成 了 一 切 可 能 的 像 
上 面 所 说 那 种 形式 的 解析 延 拓 .一 般 说 来 , 结 
ЖИВ АНИ АЖ w = F(z)， 
对 于 这 顶 数 来 讲 ,原先 的 那个 函数 f(z) 是 它 在 
上 半 平 面 内 单 值 分 支 中 的 一 个 ， но 
 ш=Г, (2) 5 ш=Г,, (=) р 下 (z) 在 上 半 平 面 内 的 任意 两 个 分 文 .按照 
我 们 的 函数 下 (>) 的 构成 方式 ,这 两 个 分 文 分 别 实施 把 上 半 和 平面 映 到 两 个 多 角形 A 
与 A"“ 上 去 的 共 形 映射 ,这 两 个 多 角形 A 与 A 一 彼此 相差 偶数 次 的 关于 边 的 对 称 
变换 .但 是 ,因为 每 一 对 关于 任意 两 条 直线 的 对 称 变换 ,都 可 以 化 成 某 一 个 平移 与 旋 
转 , 所 以 在 上 半 平 面 内 处 处 都 有 f(z)=e*f,(z)+a, 其 中 的 a 与 a 都 是 常数 .对 
于 函数 F(z) 在 下 半 平 面 内 的 任何 两 个 分 支 来 说 ,同样 的 结论 也 是 正确 的 . 
ЗЕН, 


f(z)_d 
#(=)= РС=) Zln Л (=) 


在 上 半 和 平面 内 是 解析 的 ,因为 ,三 на азва 函数 f(z) 的 导数 ， 
那 就 必定 处 处 都 不 会 变 成 零 .根据 前 面 对 函 数 下 (x) 的 分 支 所 作 的 讨论 ,在 f(z) 作 


一 切 可 能 的 解析 延 拓 时 ,这 个 函数 g(z) 仍 旧 是 单 值 的 ( 我 们 有 :六 (=)= es 六 (=), 


ое) 
因此 我 们 可 以 得 出 结论 说 :g(z) 在 完全 zx 平面 内 ,除了 对 应 于 多 角形 的 顶点 的 
那些 点 z= a 处 以 外 ,处 处 都 是 单 值 的 解析 函数 . g(x) 在 无 穷 远 处 是 解析 的 ,因为 点 
z = 变换 成 在 多 角形 的 边 上 的 某 一 个 点 ,而 不 变换 成 多 角形 的 顶点 . 
为 了 要 说 明 函 数 g(z) 在 点 z= 处 的 特性 ,我 们 取 某 一 个 分 支 f(z), 并 使 用 公 
式 (2). 于 是 就 有 
f(z)= A, + (2-а,)* |со+ с (2-а) +1. 
从 这 个 式 子 便 容易 得 出 g(z) 在 点 z= a 的 邻 域 内 的 洛 朗 展开 式 : 
_f(z)_ (а, —1)aco(z— а, ) +... 
#(=)= F(z) особ а, )® 1+... 


= не (е-а,) + 
2а 


138. 第 二 章 共 形 映射 [37 | 


由 这 展开 式 可 以 看 出 :点 xz=w 是 g(z) 的 一 阶 极点 ,具有 留 数 a – 1. 
因此 ,函数 g(z) 在 完全 平面 内 只 有 п 个 奇 点 .从 g(z) 中 减 去 它 在 这 些 点 处 的 
展开 式 的 主要 部 分 的 和 ,我 们 得 到 一 个 函数 


а -1 a —1 а, = 1 
С(2) = в(2) Ша, Za za 
这 因 数 在 整个 完全 平面 内 都 是 正则 的 ,因而 必定 是 一 个 常数 (参看 第 24 目 中 所 叙述 


的 柯 西 - 刘 维 尔 定理 ). 由 于 在 点 = % 处 函数 f(z) 是 正则 的 ,所 以 在 这 个 点 的 邻 域 
内 有 


а, 4, 
Р) ау + S++ 


а _ 
р(р + 1-52 +.“ 


于 是 g(%)=0, 因 而 ,G(%) 也 等 于 0. 所 以 
, а-1 а 1 
g(z)=Eln О) = 全 аз "аа (5) 


十 
把 表达 式 (5) 沿 着 在 上 半 平 面 内 的 任何 一 条 路 线 求 积分 ,然后 把 对 数 的 形式 指数 
化 ,我 们 得 到 


а, —1 


(=) = С(а-а м (za) --(=-а,)%"`. (6) 
再 求 一 次 积分 , 便 得 出 了 所 求 的 f(z) 的 表达 式 . 这 样 就 证 明了 下 面 的 定理 : 
定理 1(H. 施 瓦 茨 , 卫 . 克 里 斯 托 弗 * ,1867 一 1869 年 ) ”如果 函 数 w= f(z) 实 施 
一 个 把 上 半 平 面 Im z >0 映 到 一 个 有 界 的 多 角形 A 的 内 部 的 共 形 映射 ,A 在 其 顶点 
A, 处 有 角度 wur (0<w 委 2,&=1,2,…,7), 并 且 , 实 轴 上 对 应 于 这 多 角形 的 顶点 的 
那些 点 а, (– о<а, «а, <. «а, < 00) #2 2, н, ЯА f(z) 便 可 以 用 积分 
f(z)=C| (2-а) lz a) lz a) а + С, (7) 


来 表示 ,其 中 zo,C 与 C1 是 某 三 个 常数 . 

求 施 瓦 茨 - 克里斯托弗 (Schwarz-Christoffel) 积 分 时 ,假定 了 对 应 于 多 角形 顶点 
的 那些 点 a 都 是 已 知 的 .但 是 ,在 共 形 映射 的 具体 问题 中 ,往往 是 仅 给 出 了 多 角形 的 
Т А, ,而 这 些 点 a4 却 仍 是 未 知 的 .按照 第 29 目 中 所 说 的 ,其 中 有 三 个 点 (例如 aj， 
az ,4a3) 可 以 任意 指定 ,而 其 余 的 那些 点 以 及 常数 С 5 С, ,就 必须 从 所 给 问题 的 条 件 
来 确定 ”. 这 种 情形 是 实际 使 用 施 瓦 次 -克里斯托弗 积分 时 的 主要 困难 . 


ж 爱 尔 文 : 克 里 斯 托 弗 (E. Christoffel,1829 一 1900) ,德国 数学 家 . 
жж 常数 zo 总 可 以 立即 确定 ,例如 , 令 zo=0. 所 以 在 以 后 我 们 便 不 把 它 当 作 公 式 (7) 中 未 知 的 参数 . 


[38] 5з 对称 原理 与 多 角形 的 了 映射 . 139 . 


ВЕНЕ НУ а,, С 与 C1 的 方法 ,我 们 将 在 下 面具 体 的 例题 中 来 说 明 . 由 上 面 所 
叙述 的 定理 1 的 证 明 中 ,可 以 知道 ,实际 求 出 这 些 常 数 ,在 原则 上 是 可 能 的 .事实 上 ， 
设 已 经 给 定 了 一 个 多 角形 A .根据 基本 定理 ,我 们 可 以 断言 :必定 存在 着 一 个 把 半 平 
面 In z >0 映 到 多 角形 A 上 去 的 唯一 的 共 形 映射 w = f(xz), 它 把 实 轴 上 三 个 给 定 的 
А a1,42 与 аз А 的 三 个 顶点 , 壁 如 说 ,变换 成 A , А, 5 Аз. ХАО (2) 
而 言 ,根据 上 面 的 证 明 , 在 适当 地 选 定 常数 a4,a;,…,a,,C 及 Cl 时 ,公式 (7) 便 成 
立 . 因 此 , 当 三 个 a 已 经 给 出 时 ,其 余 的 那些 常数 便 也 同时 被 唯一 地 确定 了 .我 们 还 

要 注意 :依照 (6) 式 ,在 z 平面 的 实 轴 上 , 当 == х >а, Н, ЧЮ 都 有 arg(x 一 
a )% =0, 所 以 arg f(x)=arg C. 由 于 那 段 ( 含 有 点 z= co 的 ) 线 段 (a, ,ai ) 在 映射 
w 二 f(z) 下 被 变换 成 线段 A,A ,所 以 arg С 等 于 这 线段 A,A 与 и 轴 所 成 的 那个 角 


度 0 (图 80 中 we<=0-r). 给 出 一 个 顶点 的 位 置 ,常数 C 就 可 以 被 确定 .要 确定 常数 
a 与 C, 可 以 利用 已 知 的 多 角形 的 边 长 
机 [PFCz)ldar (k=1,2,…,n—1), (8) 


尽管 实际 上 我 们 远 非 经 常 应 用 这 种 方法 .在 实际 中 常常 不 得 不 利用 近似 方法 来 确定 
常量 a, 和 C. ВЕ П. Ф. Фильчаков №) 8 [10] = 9 Г. Н. Положий 
的 文章 [12] 中 了 解 到 . 

38. 补充 注释 ”我们 来 讨论 上 目 中 未 曾 弄 清楚 的 一 些 情形 . 

(1) 多 角形 有 一 个 顶点 是 无 穷 远 点 的 像 ММ, Ша, = оо ГЕ 
成 上 一 目 所 研究 的 那 种 情形 ,我 们 作 一 个 分 式 线性 变换 5= 一 一 + a ,把 半 平 面 
Im = >0 变 换 成 半 和 平面 Im 5>0, 把 点 al а,, "а, = 分 别 变换 成 有 限 点 ， ат, 
a;,"…,a,. 应 用 上 一 目 中 的 公式 (7) ,我 们 得 出 


2С | (Ga "(баз)" б- а, паб + С, 


гера ауес ауана 
把 所 有 括号 中 的 分 母 都 取出 来 写成 共同 的 分 母 ,并 从 每 一 个 括号 中 都 取出 一 个 因子 
а, -а, (k=1,2,…,n 一 1), 便 得 


z _ _ - dz 
оС), (2-а) '(х-а,)% "(= а, “и aa тия + Са, 


1 2 


其 中 а, = = 二 7 ,是 一 些 实数 常量 ， 而 C 是 复数 常量 ( 它 的 表达 式 中 包含 所 有 取出 


* ”如果 有 一 个 点 w =0, 那 么 应 该 取 [= 一 上 +a’, 其 中 a 是 一 个 与 所 有 的 a 都 不 同 的 数 . 


- 140 · 第 二 章 共 形 映射 [38 | 


的 因子 ) .再 利用 几何 学 中 关于 п 边 形 项 角 的 和 的 一 个 基本 定理 
а! На) + Фа, =п-2, (1) 
结果 我 们 便 得 出 
w=C| (2-а) (= -а,)% (za 1)" idz+C,. (2) 


因此 ,如 果 多 角形 A Я Р АУА 
远 点 相对 应 ,那么 便 在 施 瓦 蒋 一 克里斯托弗 公式 中 , 丢 SN 


掉 那 个 与 这 顶点 有 关 的 因子 . да? 
在 实际 应 用 时 ,可 以 利用 这 事实 来 简化 施 瓦 艾 — Ny 


克里斯托弗 积分 (参看 第 39 目 及 其 后 ) 
(2) 多 角形 有 一 个 或 几 个 顶点 在 无 穷 远 点 БЕ 4 {ат 全 
角形 4 的 一 个 顶点 A 是 无 穷 远 点 .我 们 在 射线 А А ХУ уа 


上 与 AiA4,1 上 ,各 任意 取 一 个 点 A 与 A% ,把 这 两 个 мт а 
点 用 直线 段 连接 起 来 ,然后 来 考虑 所 得 到 的 那个 (> + \ 


1) 角 形 A“( 图 81). 根 据 上 一 目 , 把 半 平 面 映 到 多 角形 
A“ 上 去 的 那个 函数 ,可 以 用 公式 图 81 
ш c| (2-а): (2-а;)% (5-а, )%71--(=-а,)% а +С, (3) 


来 表达 ,其 中 а, 5а, ЗЕТ А, 处 的 顶 角 与 在 顶点 Ax 处 的 顶 角 ,以 r 为 单位 
ЖЕ а, Зах 轴 上 对 应 于 这 两 个 顶点 的 两 个 点 . 

令 线段 АА, 向 无 穷 远 处 移 远 ,但 始终 保持 同 它 原 来 的 位 置 相 平行 .这 时 点 а, 9 
a" 便 逐渐 合成 一 个 点 ,就 是 对 应 于 顶点 Ai 的 那个 点 a .在 (3) 式 中 含有 а, 5а, 
那 两 个 因子 , 则 在 趋 于 极限 时 变 成 (z 一 а, )%**'% 习 .我 们 把 射线 А, А, ВА, А, Е 
ВА, 处 的 那个 交角 乘 以 -1, 记 作 ал. РЕ, Н 83Р А, А.А; ,我 们 有 as + ax 
一 a 二 1, 而 这 就 是 说 ,a На, -2=а, 一 1, 因 此 ,(3) 式 仍然 可 取 通 常 的 形状 : 


w=C| (2-а). (2-а,)% (2-а, )*% а: +С. (4) 
20 


当 多 角形 有 几 个 顶点 在 无 穷 远 处 时 ,可 以 进行 同样 的 讨论 . 

因此 ,对 于 有 一 个 或 几 个 顶点 在 无 穷 远 处 的 那些 多 角形 来 说 , 施 瓦 英 一 克 里 斯 托 
弗 公式 仍然 有 效 , 只 需 把 顶点 在 无 穷 远 处 的 那 两 条 直线 之 间 的 角度 ,规定 为 这 两 条 直 
线 在 有 限 点 处 的 那个 交角 乘 以 -1 (参看 第 31 目 ). 

在 我 们 的 无 穷 远 处 角度 的 定义 下 ,关于 多 角形 顶 角 的 和 的 那个 关系 式 (1) ,仍然 
是 有 效 的 .实际 上 ,对 于 顶点 都 在 有 限 点 处 的 那个 (mn +1) 角 形 A 来 说 ,根据 公式 (1) 
我 们 有 Уча, + ax 二 n 一 1, 在 这 里 У 是 表示 多 角形 A 中 ,除了 那个 在 顶点 A = оо 
处 的 角 以 外 ,所 有 的 顶 角 之 和 (我 们 仍然 沿用 前 面 所 用 的 那些 记号 ). 作 代 换 а, + а, 
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= w+1, 便 得 出 对 于 多 角形 A 的 关系 式 (1). 

(3) 多 角形 外 部 的 映射 ”这 种 情形 与 在 第 37 目 中 所 人 研究 的 那 情形 的 不 同 之 处 
在 于 ,在 上 半 平 面 中 对 应 于 多 角形 的 无 穷 远 点 的 某 一 个 有 限 点 "a 处 ,函数 /(z) 有 
一 个 一 阶 极点 ( 硅 有 高 阶 极 点 存在 , 便 要 同 这 映射 的 单 叶 性 相 矛 盾 了 ). 也 同 在 第 37 
目 中 一 样 ,可 以 证 明 : 在 这 个 点 处 g(z) 将 有 一 个 一 阶 极点 ,其 留 数 等 于 一 2. 同样 的 
结论 ,对 于 下 半 平 面 中 的 点 a 来 说 也 是 成 立 的 ,因为 扩 & 是 函数 A(z) 的 解析 延 拓 的 
一 阶 极 点 .因此 ,我 们 便 有 函数 g(z) 的 展开 式 
由 此 便 得 出 下 述 的 公式 , 它 表示 一 个 实施 把 上 半 平 面 映 到 多 角形 的 外 部 上 去 的 共 形 
映射 的 函数 


2 
w=C| (2-а) (еа, )% 
20 


dz 
(2-а) (z—-a) 
在 这 公式 中 ,a 是 多 角形 那些 项 角 的 外 角 , 以 x 为 单位 来 度量 ,a 是 实 轴 上 对 应 于 多 
角形 的 项 点 的 那些 点 ,a 是 上 半 平 面 中 对 应 于 多 和 角形 的 无 穷 远 点 的 那个 点 ,zo,C 与 
C1 则 是 某 三 个 常数 . 
(4) 把 单位 圆 的 内 部 (外 部 ) 映 到 多 角形 的 内 部 (外 部 ) 上 去 的 映射 ”这 映射 可 以 
由 函数 


+С. (5) 


=C| (ха) (=-а,)®° (zz 一 ah) + С, (6) 


实施 .在 这 里 a 是 多 角形 的 那些 内 角 ( 外 角 ), 以 x 为 单位 来 度量 ,a (1а, | =1) 是 单 
位 圆周 上 对 应 于 多 角形 顶点 的 那些 点 ,C 与 C, 是 某 两 个 常数 . 此外, 当 把 单位 圆 的 外 
部 映 到 多 角形 的 外 部 上 时 ,还 假定 z 平面 中 与 w 平面 中 的 无 穷 远 点 互相 对 应 . 

对 于 把 单位 圆 的 内 部 映 到 多 角形 的 外 部 上 去 的 映射 ,有 公式 


w=C| CC (7) 
70 


其 中 那些 记号 的 意义 同 在 公式 (6) 中 的 一 样 ,并 且 假 定 ,多 角形 的 无 穷 远 点 与 圆心 相 
对 应 . 

公式 (6) 与 (7) ,都 可 以 像 在 本 目 开 头 处 导出 公式 (2) 时 所 做 的 那样 ,对 = 平面 作 
一 个 辅助 的 分 式 线 性 映射 ,而 化 成 上 一 目 中 的 形式 . 

(5) 逆 问 题 ”现在 设 已 经 给 定 了 任意 两 组 实数 а, 与 w , 满足 条 件 - co < ai< 


а.<.-- Ка, 20,2, У a =n -2 以 及 任意 两 个 复数 C 与 C1. 我 们 利用 
k=1 


ж 如 果 多 角形 的 无 穷 远 点 是 与 z 平面 的 无 穷 远 点 相对 应 的 ,那么 这 无 穷 远 点 便 是 多 角形 的 一 个 边界 点 ,于 
是 我 们 就 有 了 在 (2) 中 已 研究 过 的 那 种 情形 . 
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这 些 数 来 构成 一 个 施 瓦 获 - 克里斯托弗 积分 
С), (2-а) '(=-а,)° (= -а,)" аг +С. (8) 


可 以 证 明 : 在 这 些 条 件 之 下 , 施 瓦 医 一 克里斯托弗 积分 决定 了 一 个 函数 , 它 把 上 半 平 
面 共 形 映射 到 某 一 个 多 角形 上 去 ,这 多 角形 在 其 顶点 处 的 顶 角 等 于 mr 
事实 上 ,函数 (8) 的 导数 的 辆 角 


arg 20 =arg C+ У) (а, — larg(z—a) (9) 
k=1 


在 实 轴 的 每 一 段 线段 (a а, 1), =1,2,-*-, п 一 1 上 都 保持 不 变 的 值 * ,而 导数 分 


本 身 , 在 这 样 一 段 线 段 的 内 部 又 是 不 会 变 成 0 的 .因此 ,函数 (8) 把 线段 (os ак, ) 双 
癌 单 值 地 映 到 某 一 条 直线 段 A,A, ;1 上 .对 于 实 轴 上 包含 了 点 z= co 的 那 段 线段 (a，， 
ai ) ,也 完全 同样 .实际 上 ,第 一 ,根据 条 件 >2u = п 一 2, 线 段 (a, ,co) 与 (- о, а) 
我 们 的 映射 下 旋转 了 同样 一 个 角度 .第 二 ,积分 (8) 在 点 z= co 处 是 收敛 的 ” ,所 以 
当 zx 一 士 co 时 ,函数 w 趋 于 同一 个 极限 . 

因此 ,函数 (8) 作 出 在 实 轴 与 某 一 条 折线 A,A;…A, 之 间 的 一 个 对 应 关系 .在 一 
般 情 况 下 ,这 折线 可 以 有 自 交 点 和 不 界定 任何 平面 区 域 (此 时 它 将 界定 黎 曼 曲面 上 一 
个 非 单 叶 区 域 ) .把 这 些 情况 排除 在 外 ,我们 将 认为 A A,…A, 是 某 一 ( 单 叶 ) 多 角形 
的 边界 . 

我 们 注意 :在 这 个 多 角形 的 顶点 中 ,可 能 有 一 些 是 在 无 穷 远 处 的 一 一 这 就 是 那些 
使 得 有 a 三 0 的 顶点 А, (事实 上 , 当 = 越 接近 它们 的 对 应 点 必 时 ,函数 оо = оо, 
为 ,由 于 被 积 函 数 的 无 穷 大 阶 数 宇 1 ,积分 (8) 是 发 散 的 ). 可 是 ,即使 是 在 这 种 情形 中 ， 
我 们 也 仍 可 以 应 用 边界 对 应 原理 ,并 且 可 以 断言 :函数 (8) 实 施 一 个 把 上 半 z 平面 映 
到 多 角形 A, A,…A, 的 内 部 上 去 的 共 形 映射 .这 多 角形 在 顶点 A 处 的 项 角 等 于 a， 


因为 ,由 (9) 式 中 可 以 看 出 , 当 按照 从 左 到 右 的 方向 通过 每 一 个 点 w 时 ,arg 人 2 改变 
- (а, -1)=n— чета, 对 应 的 线段 A_1 A, 便 按照 着 时 针 的 方向 转动 一 个 角度 
x 一 asx. 我 们 的 命题 已 经 完全 证 明了 . 

便 是 在 条 件 > os =n -2 不 满足 时 ,这 命题 也 仍然 是 正确 的 . 在 这 种 情况 只 是 
出 现 了 多 角形 的 一 个 添加 的 对 应 于 点 = = oo 的 第 +1 个 顶点 .读者 可 以 自行 验证 : 


* ”我 们 规定 :arg(z 一 ae) 等 于 0 或 等 于 z, 依 zz>wx 或 z 刀 中 而 定 . 所 以 ,在 每 一 段 线段 (ak ,а, +1) Е, (9) 
式 的 那个 和 式 中 所 有 的 项 都 是 常数 . 


xx ”第 一 个 结论 是 由 arg 9 在 线段 (au ,co ) 上 等 于 arg C ,而 在 线段 ( - co ,ai) 上 等 于 arg C+ (а, - пя 
=arg C -2x 推出 .第 二 个 结论 是 由 于 ;在 点 = = oo 的 邻 域内 ,被 积 函 数 的 主要 项 具有 а -" = z-2 的 形状 . 
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如 果 У) а «п 一 2, 则 这 个 顶点 是 一 个 有 限 点 ;如 果 >) т 

(6) “ЕН Е, НЕ (Т. К. Lahtin) ,我 们 求 出 圆 外 部 | = | > 
1 映射 到 由 坐标 原点 引出 的 n 条 直线 线段 所 组 
成 的 “ 星 形 ”的 外 部 的 一 般 公 式 ( 图 82): 1,5 
LL, ,之 间 的 角 用 а, т 表示 ,对 应 这 个 角 的 顶点 和 
端点 二 的 圆周 上 的 点 分 别 通 过 as 和 六 (k=1， 
2,…,n, 上 ,411 三 上 | ) 表 示 . 

首先 我 们 讨论 《 的 上 半 平 面 到 所 给 区 域 的 
映射 . 设 af 和 以 是 平面 8 的 实 轴 上 的 点 ,它们 分 
别 对 应 LL,1 角 的 顶点 和 线段 Т, 的 端点 ,并 且 
ao 是 对 应 ш = co 的 上 半 平 面 的 点 .映射 函数 mw 图 82 
= Fr(z) ,显然 ,在 点 “= al 的 邻 域内 应 当 有 形状 

КО = (6 а;)% (5), pi(al)#0, 
而 在 和 = Б; 的 邻 域内 有 形状 
Р) = с +(5-Ь, ) (5), с, 70, 0, (6, )50, 

其 中 w (5 和 上 几 (5) 在 所 提 到 的 邻 域内 是 正则 函数 .最 后 ,在 点 a 和 a 处 它 应 该 有 一 
阶 极点 ,并 且 在 平面 5 的 其 余 点 上 应 该 是 正则 的 .如 上 面 一 样 , 由 此 我 们 作出 结论 ， 
映射 函数 的 对 数 导 数 应 该 在 点 5 = а 处 有 一 阶 极点 Е а, ,在 点 5= ua 和 5= 


а 处 有 一 阶 极点 , 带 有 留 数 -1 并且 在 点 5= 姑 和 5 平面 的 其 余 点 上 是 正则 的 . 
由 此 可 见 ， 


= 2 11 


因而 ,在 积分 和 反对 数 演算 后 我 们 得 到 
П 409% 
КР а-а): 
其 中 C' 为 某 个 常数 . 
完成 补充 映射 z= (8 一 a)/(& 一 a), 把 上 半 平 面 映射 到 单位 圆 的 外 部 |z| >>1, 我 
们 得 到 所 要 找 的 映射 有 形状 


w=CLT| (#-4,)%, (10) 
之 +1 
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其 中 С Жа, ( | а} | 一 1) 为 某 一 些 常 数 ” . 

与 拉 替 金 公式 (10) 一 样 ,使 用 通常 的 把 圆 外 部 映射 到 多 角形 外 部 的 公式 是 较 方 
便 的 ,对 我 们 的 情况 这 公式 有 形状 

w=C| T (а) (=- в). (11) 

公式 (10) 和 (11) 联 合 考虑 能 够 避 开 令 人 厌倦 的 积分 . 

作为 例子 ,我 们 考虑 特殊 情形 и =2, 此 时 多 角形 表现 为 两 条 在 坐标 原点 相交 成 
角 а, = a 的 线段 的 外 部 .我 们 有 а =2- a ,并 且 公 式 (10) 和 (11) 分 别 采 用 这 样 的 形 
状 


ww= 和 (za)"(z 一 ao) (12) 
w=0 (41), ав). (13) 


比较 导数 ,经 简单 变换 后 我 们 将 有 
(ав) 6) == — (а 1) (а ау) = - ааз, 
由 此 为 了 确定 常数 51, 和 65, 我 们 得 到 方程 


z*—(a—1)(a,—ai)z—aia,=0. 

АП, ВМА Б, = 1, ЖЕ (а – 1) (а - а) =1- аца, ЖЬ, = – аџа,. А 
(12) 包 含 四 个 实 参 数 (C= С, + ©, а, =е" az=e”), 选 择 它们 ,可 以 达到 点 bi， 
6, 和 线段 的 端点 Li 和 工 ,的 对 应 关系 . 

在 下 一 目 中 ,我 们 将 要 就 施 瓦 次 一 克里斯托弗 公式 对 于 多 角形 映射 上 的 应 用 , 举 
一 些 例题 . 

39. 例题 

(1) 把 上 半 个 平面 Im z>>0 映 到 一 个 矩形 А, А, А. А. ЕЕВИЯ(И 83) 我 
们 先 来 讨论 一 个 映射 , 它 把 z 平面 中 的 第 一 象限 映 到 所 给 矩形 的 右 半 面 OA1 А, В 


上 ,并 且 使 三 对 点 0>0,A1**1, Bo 成 对 应 .我 们 把 变换 成 点 A, 的 原 像 记 作 工 ， 
其 中 0<k<1. 所 求 的 那个 映射 可 以 看 作 是 这 映射 根据 对 称 原理 经 过 y 轴 的 正 向 半 
负 的 解析 延 拓 ,所 以 ,可 以 令 A 一 一 二 和 A4 -1 因此 所 求 的 映射 可 以 写成 


* ПН СЯ раа 94 (ЖЖ, а-я а-я ано, ЖИ 


z—1 z—1 
> ав =2. 


k=1 
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=C | dz 
оу (1-22) (1- А222) 


КД” + 
77 2 
Аз В А, 
у 
А Аа 4 аз а4 ау а 
-К 20 ZJ KY и 7777 1: 0—1 1) А 217 AN 
к К 


图 83 


的 形状 (由 于 点 O*>0 的 对 应 关系 ,常数 C| =0). 要 确定 常数 C 与 &, 可 以 用 点 А, = 
1 的 对 应 关系 


! dt 
K=C — 》 1 
|. (1—1°)(1- А1) р 
与 点 Axe 志 的 对 应 关系 
ру ! We: dt 

К+:К =С C = К +:С | 一 一 一 一 一 一 

| т | т | V(t *—1)(1~- kz’) 
(我 们 把 从 0 到 三 的 积分 分 解 成 两 个 一 从 0 到 1 的 与 从 1 到 元 的 ,并 利用 等 式 


(1)). 由 此 有 
, + dt 
кс] V (22 1) (1 6222). 2) 
ВЛ Е (0<R<1) 是 已 经 给 定 的 , 而 和 矩形 的 长 与 宽 则 选择 得 使 (1) 式 与 (2) 
式 中 的 常数 С 等 于 1. 
| dt ， di 
к= | а-Р)а-Е?рР)’ к = ] И(Р-Ба-РР) (3) 
于 是 ,把 半 平 面 映 到 我 们 这 个 矩形 上 的 那个 映射 ,将 可 由 图 数 
w= | 一 一 天 一 一 (4) 
0м (1—z’)(1—k’z’) 
来 实施 .积分 (4) 不 能 表达 成 初等 函数 , 它 是 属于 所 谓 的 椭圆 积分 之 列 的 .使 它 反 演 的 
РАЗ (БП ,把 矩形 映射 到 半 和 平面 上 去 的 那个 因数) ,是 属于 雅 可 比 (Jacobi) 椭 圆 函 数 行 
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列 中 的 , 它 有 个 专门 的 记号 
z=sn w=sn(vw;k), (5) 

并 特别 称 为 椭圆 正弦 .我 们 将 在 最 后 一 章 中 来 比较 详尽 地 介绍 这 种 函数 ( 见 第 102 
Н) ,在 那里 我 们 将 要 讨论 关于 把 任意 一 个 矩形 (而 不 是 像 在 这 里 那样 具有 固定 的 长 
与 宽 ) 映 射 到 半 平 面 上 去 的 问题 的 解答 . 

在 这 里 我 们 只 指出 函数 sn z ”的 一 个 重要 性 质 :sn z 已 被 判明 是 一 个 具有 两 个 
周期 的 亚 纯 函 数 ,这 两 个 周期 的 比 是 个 纯 虚 数 . 

为 了 证 明 这 个 绪论 ,我 们 把 所 说 的 这 个 矩形 用 数字 (1) 来 表示 ,而 把 它 的 边 用 数 
字 工 , 工 , 焉 ,K 来 表示 ,如 同 在 图 84 中 所 标 出 的 那样 .原先 定义 在 矩形 (1) 内 的 那个 
РАЖ w = sn z ,我 们 可 以 根据 对 称 原 理 来 加 以 延 拓 ,例如 ,可 以 把 它 经 过 边 工 延 拓 到 
矩形 (2) 内 .这 延 拓 实施 一 个 把 (2) 映 到 下 半 平 面 上 去 的 映射 .再 经 过 矩形 (2) 的 边 卫 " 
来 延 拓 这 个 映射 , 便 得 到 函数 w= sn z 实施 一 个 把 矩形 (3) 重 新 映 到 上 半 平 面 上 来 
的 映射 ,如 此 类 推 ( 图 84 中 画 上 和 斜 线 的 那些 和 矩形 ,是 映 到 上 半 平 面 上 的 ,没有 画 斜 线 
的 那些 矩形 ,是 映 到 下 半 个 平面 上 的 ). 

这 样 ,我 们 便 把 函数 w= sn z 延 拓 到 整个 z 平面 上 .同时 ,这 函数 是 单 值 的 , 因 
为 如 果 我 们 在 线 生菜 杀 闭 周 线 后 重新 冀 到 了 原 Д, 2 
ВЕНЕТА, П, ВЕЕ С Я аа уу — 


的 那些 新 的 值 就 将 同 原先 的 那些 值 一 致 (它们 以 №7 
原先 的 那个 规则 ри ЕР ,并 且 ， т В 
部 是 正则 的 ,只 有 边界 上 的 一 一 个 点 К" Ыш о Zi 
在 延 拓 中 对 应 于 它 的 那些 点 要 除外 (在 图 84 中 
这 些 点 用 又 形 标 出 ) ,函数 sn = 在 这 些 点 处 有 极 图 84 
点 ,因为 ,在 共 形 映射 下 ,这 些 点 被 变换 成 点 w= %. 因 此 ,sn z КРАЖ. 
其 次 ,我 们 在 图 84 中 用 黑 圆 点 标 出 矩形 (1) 中 的 任意 一 个 点 z, 以 及 所 有 由 这 个 
点 用 偶数 次 延 拓 所 得 出 的 那些 点 ”. 这 些 点 具有 下 列 形式 
<+4пК +2п Кл, 
其 中 п, п’ =0, 土 1, 土 2,… 在 所 有 这 些 点 处 函数 sn 都 取 同 样 的 值 : 
sn(z+4nK+2n K’'i)=sn =. (6) 
这 性 质 就 表明 了 sn = 有 两 个 周期 .r=4K Уг =2K'i. 
从 对 于 sn = 的 延 拓 的 讨论 中 ,还 可 以 得 出 :这 函数 是 个 奇 函 数 
sn(—z)=—snz. (7) 
(2) 具有 水 平 割 痕 的 带 形 ( 图 85) ”这 区 域 乃 是 一 个 四 角形 , 它 的 三 个 顶点 A1, A, 与 A; 都 在 


* 我 们 改换 了 变量 的 记号 . 
жж 我 们 用 白 的 小 圆圈 来 标 出 我 们 这 个 函数 在 其 上 取 值 sn z 的 那些 点 . 
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无 穷 远 ,并 且 角 а, = az = as =0. 我 们 令 os =0, а, =1 Ма, =oo, 并 且 取 х, =0 (Рн а, 5 А, 
的 对 应 关系 ,立刻 可 以 得 出 Cl =0). 因 此 点 A; 是 与 负 向 半 轴 上 的 某 一 个 点 a3 = -а 相对 应 的 .这 
时 施 瓦 区 一 克里斯托弗 积分 便 呈 下 列 形式 
оС у С [ва-=)+ав(1+=)| (8) 
(对 应 于 点 A: 的 那个 因子 消失 ,参看 上 一 目的 (1) 中 所 说 的 ). 要 确定 常数 C 与 a ,我 们 使 用 下 述 的 
想法 : 当 点 z 沿 着 一 个 半径 x 足够 小 的 半圆 周 C, 584 5 а, =1 时 ( 即 , 当 向 量 1- 2 = re? 旋 转 
180"  , 它 的 辐 角 从 0 变 到 一 x 时 ) ,其 对 应 点 w 就 应 当 从 射线 A4A, 上 过 渡 到 А, А, Е, В w 的 增 
量 应 当 与 - д, 相差 很 小 ; 
Aw= ~ Ш + O(r), 
其 中 O(7) 是 当 x 一 0 时 的 无 穷 小 .这 个 想法 被 证 明 是 由 于 当 > 很 小 时 ,半圆 周 C, 的 像 , 同 连接 射 
线 А. А. 5 A,A: 并 且 垂 直 于 它们 的 那 直 线段 ,相差 很 小 . 
另 一 方面 , 当 增 量 Az 很 小 时 ,(8) 式 中 的 大 括号 内 第 二 项 的 增 量 也 必定 很 小 ,因为 这 个 项 在 点 
х= 1 处 是 连续 的 .而 其 第 一 项 
12(1 — =) =шу+2Ф 
的 增 量 则 等 于 - к, НА, 
Аю = — Сіл + O(r). 
把 所 得 的 Aw 的 两 个 表达 式 相 比较 ,并 当 r->0 时 取 极 限 , 便 得 出 : 


сем. 
Л 


类 似 地 , 当 点 z 沿 着 圆周 z+ a= re* (gq 从 x 变 到 0) 绕 过 点 a3 = -а 时 , 增 量 
Aw= – Сам + O(r) 
应 当 与 — 认 , 相 差 很 小 ,由 此 便 得 出 
hh 
Ау’ 

结果 我 们 得 到 ,实施 把 半 平 面 Im = >0 ЖЕ РН Я К ЕСЕ 85) 的 共 形 映射 ,具有 形 
状 

= (1 =) 1+"). (9) 


我 们 再 实施 一 个 补充 的 映射 
— е0 + 01 і) ， 


其 中 Н= А, + А, ,这 映射 把 我 们 那个 具有 制 痕 的 带 形 , 映 到 去 掉 了 一 段 长 度 为 1 的 倾斜 线段 的 上 


) 


и 2 777 
| 4 
Аз 
| и 
РД SD А 4 Cm а 
А) А © 
7—1 ДА 
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半 平 面 In о >0 (图 86) 上 ,然后 应 用 公式 (9), 便 得 出 一 个 把 半 平 面 In = >0 映 到 这 个 区 域 上 去 的 
映射 


В wii= nl-z)+ (та) 


(我 们 已 经 在 式 中 把 о 重 又 记 作 忆 ). 再 作 一 些 简 单 的 变换 之 后 ,我 们 便 得 出 


(21) (1+) 
所 去 掉 的 那 段 线段 与 正 轴 形成 一 个 角度 x 豆 ， 这 个 角度 我 们 记 作 ал 《图 86). 引 进 参数 о, 49% 


们 得 出 一 个 映射 , 它 把 上 半 平 面 In z >0 Тао, ") 的 上 半 平 面 In w>0 上 去 ,这 个 
映射 就 是 


1-а 
ю= (2-10 (1+9). (10) 
0 
44 
ид 
РА 
4А, Аз РА, ал 4, 
О у, и 
图 86 


在 图 86 中 表示 在 这 映射 下 对 应 于 直线 Im z = const 的 线 . 
当 a= 方 时 ， 我 们 得 出 一 个 已 经 讨论 过 的 结果 ( 见 第 33 目 中 的 例 2). 


(3) 在 图 87 中 的 多 角形 乃 是 一 个 有 两 个 顶点 在 无 穷 远 的 四 角形 ”由 于 可 以 应 用 对 称 原理 ,我 
们 限于 讨论 多 角形 的 上 一 半 一 一 三 角形 А, А А; ,其 三 个 顶 角 是 QI1 一 0,a2 一 一 QyQa3 一 =1+ а (23а, 


1) .我们 规定 ,z 轴 上 对 应 于 这 三 个 顶点 的 点 是 :a1 = 0,a = , 
= -1. 考 虑 到 点 а 5 A; 相 对 应 ,我 们 有 i 
и ГАЯ 
«= cf 117 (е1) +. Ta- 
А! А 
要 确定 常数 C 我 们 利用 下 述 事实 当 点 z 绕 行 半 个 圆周 c : 7 = и 
z= ге (фл 变 到 0) 时 ,由 上 式 这 个 积分 所 规定 的 那 函数 获 т 
得 一 个 增 量 ал 


Aw=C| 空 +0(r)= — Crxi t+ O(r) 


图 87 
(函数 (z++1)“ 在 圆周 c, 上 与 1 相差 很 小 ;(z+1)*=1+O(r)). 


另 一 方面 ,在 这 种 绕 行 时 ,对 应 点 w 从 射线 A1 A; 转 到 射线 A1 A ,因此 增 量 Aw 与 - 有 i 相差 很 
小 .由 此 ,C= 二 ,于 是 ,把 上 半 平 面 共 形 地 映射 到 图 87 中 那 多 角形 的 上 半 个 上 去 的 函数 ,具有 形 
状 
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w= 上 | еъ. (11) 
1 


л 
在 这 式 中 把 = 换 成 e ,我 们 便 得 出 一 个 映射 , 它 把 带 形 0 < у<л 映 到 这 多 角形 的 上 半 个 上 去 ,这 
映射 是 
w= А | (+deti | (12) 


因为 按照 对 应 点 的 选择 ,这 带 形 的 下 沿 是 与 多 角形 的 中 线 相 对 应 的 ,所 以 ,根据 对 称 原理 ,这 
个 函数 (12) 实 施 一 个 把 带 形 -x<y<x 映 到 整个 这 多 角形 上 去 的 共 形 映射 . 

当 a 是 个 有 理 数 时 ,积分 (12) 可 以 用 初等 图 数 来 表达 (这 个 积分 可 以 化 成 对 二 项 式 的 微分 的 
积分 ). 当 a=1 时 ,我 们 得 到 一 个 已 经 知道 的 映射 ( 见 第 30 目 中 的 例 5): 


w= (+zt+1). (13) 
Л 
当 a= 方 时 ,我 们 得 到 
ш= 20 ет къб 1-1) |. (14) 


(4) 把 带 形 一 x<Im zx<z 映 到 去 掉 两 条 射线 的 平面 的 共 形 映射 (图 88,0<a<1) 再 次 应 用 
对 称 原理 一 一 平面 w 内 的 区 域 的 上 面 一 半 是 一 个 带 有 两 个 顶点 在 无 穷 远 处 和 三 个 角 w =а-1 
а) = -а, аа =2 的 三 角形 .为 了 使 用 施 瓦 区 -克里斯托弗 公式 ,把 带 形 0< y<r 映射 到 半 和 平面 : 
5=e= .顾及 到 在 图 88 上 所 指出 的 点 的 对 应 关系 ,我们 采取 а, =0, а = - co ,此 时 点 a; 落 在 负 半 


А, {7 


ЕЕ 
一 二 二 一 一 一 一 
ПК О О ТО О ОИ И 
А ГТ | | | ГТ А, 
и LI IT TI х 
| И 


图 88 
轴 上 ,并 且 我 们 令 а, = 一 a, 其 中 a 是 一 个 暂时 还 未 定 的 正 数 . 施 瓦 茨 -克里斯托弗 公式 取 形 状 
w=C| нас = С(5 +4161) с, (15) 
其 中 C 为 正常 数 , 因 为 射线 А, A, 在 映射 时 不 转动 ,从 而 arg C=0 (看 37 目 末 的 注 )， 0590. 
因为 把 “的 正 值 代 和 人 (1$) 应 该 导出 实 的 世 ( 见 图 88). 为 了 公式 (15) 取 更 简单 的 形状 ,我 们 令 


-二 1, 亦 即 <= 二 ,我们 将 有 
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ш Сре) С. (16) 
点 5= 一 a 和 w= le” 的 对 应 关系 给 出 


上 (em а +e*"a’ )+CI=1enr， 


由 此 ,顾及 到 常数 С 和 Ci 是 实数 ,我 们 得 出 值 C =0 和 C= тт ае (1 а) е Е 
e 代入 (16) 式 ,我 们 求 出 要 找 的 映射 
— la* (1— a)! “(e” 一 ee Dz). (17) 


在 图 88 中 也 表示 出 在 这 个 映射 下 线 的 对 应 关系 ， 
(5) 在 图 89 ФИА ЛЯ (0<а<5 ) 乃 是 一 个 有 两 个 顶点 在 co 处 的 四 角形 , 它 的 四 个 顶 


Жж а, =а-2, а. =2, = -а,аа=2 Ж1]% а, =0, а, =1,аз = о, Р а, ТЕТ ТЯН 
Е, а. = 一 0. 这 时 施 瓦 茨 一 克里斯托弗 积分 的 形状 是 


vw с |. 2% (2-1) (2+ Б) аг 


а 1 Б-1 ,-! ВБ ә а(1+6)-2 
Сы та а 2 о. | (18) 


(a 天 0,a 天 1). 要 确定 常数 C 与 2 ,我 们 可 以 利用 下 述 两 事实 :1) 射线 А, A; 是 被 变换 成 正 向 半 轴 
(0,90), ТД агр C=0, 即 ,C 是 一 个 正 的 常数 ;2) 点 z= -5 与 w= аі 相对 应 .在 公式 (18) 中 ， 
代入 х= Бе" ,w= а 后 ,把 实数 部 分 与 虚数 部 分 分 开 , 我 们 便 得 到 两 个 方程 : 


a-1 _ 2 一 а(1-+Ь) _ аб“ а(а-1)(а-2) 
5 (1+Ь), Сеш 25-а+Ь) ， (19) 


这 两 个 方程 使 我 们 可 以 (即使 是 近似 地 ) 求 出 那么 知 的 两 个 常数 ， 
特别 , 当 a= 士 时 ,我 们 得 出 5=3,C= 3034 ,于 是 作出 映射 的 那个 函数 便 呈 下 列 形式 


„=3а/3= (1-1). (20) 
当 a=1 时 ,我 们 得 到 的 不 是 表达 式 (18) ,而 是 
w=C|zt+ E+(6- Dinz-1-6|. (21) 
为 了 要 确定 常数 C 与 5 ,我 们 有 方程 
p+1 А 
а 6=2.7—7, С= ту. (22) 


(6) 图 90 ШИСИ О 
AiA;A;As, 它 的 四 个 顶 角 是 ai = 2. ‚42 = а4 = 0, аз = > (За, =2). 如 果 取 а, =0, а) =1, аз = 
а? ,а = о, АЖ 

= с] 1% ен 


便 实 施 一 个 共 形 映射 , 它 把 上 半 《 平面 到 这 个 四 角形 上 去 为 了 计算 常数 a 与 C, 我 们 分 别 考 
ВЕ, Хх 沿 着 以 点 5= 1 为 圆心 半径 为 无 穷 大 的 半圆 周 Cx 绕 行 ,以 及 当 点 5=1 为 圆心 半径 为 无 
穷 小 的 半圆 周 c, 绕 行 时 w 所 得 的 增 量 ,对 应 第 一 个 绕 行 ,射线 А, A 转变 到 射线 А.А. ,因此 ， 
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А 369) 
—и 


A 2 (0) [下 
А: (©) 


图 89 图 90 
Ди =Н+О(1К). Я— Ш Е СИА Е РИВА, 
Auw= СА | 6 1+0(2) = -inC+O( 去 ). 
比较 这 两 个 表达 式 ,我 们 求 出 C= Hi/x. 第 二 个 绕 行 所 对 应 的 是 射线 А, A, 转 变 到 射线 А, A,, 因 


№,Ло= А + O《r), 而 施 瓦 获 一 克里斯托弗 积分 给 出 Aw= Cv 1-а? (ix)+ O(r), 比 较 这 两 
个 表达 式 就 导出 等 式 а = № +1” )/Н°. 


заа = 二 ,可 以 把 我 们 所 考虑 的 积分 化 成 


2—1 1 | 
w=2C], ре ао, 


作 了 这 样 的 代 换 之 后 ,积分 便 容易 计算 了 .把 所 求 得 的 a 与 C 的 值 代入 ,并 实施 积分 ,我 们 得 出 


_ 21 й | 
w= 各 [harctan 友 2 + Нам ==). 


这 时 对 应 于 w 平面 中 那 条 沿 虚 轴 的 辅助 制 痕 的 ,是 5 平面 中 沿 着 负 向 半 轴 的 那 条 制 痕 , 因 此 , 根 
据 对 称 原理 ,我 们 所 得 出 的 这 函数 , 便 把 去 掉 了 正 向 半 轴 的 “平面 共 形 地 映射 到 所 给 的 整个 五 角 
形 上 去 . 

令 5= > ,结果 我 们 得 出 了 一 个 共 形 映射 , 它 把 上 半 个 = 平面 映射 到 所 给 的 整个 五 角形 上 去 


_ 21 
п (hen Нап) 09) 
(7) 在 图 91 中 的 那个 多 角形 的 顶 角 是 а = as = us =0,a = w = 部” 设 对 应 于 这 五 个 顶点 的 


2 
那些 点 是 а: = -а, а. = -1,аз= – 6, а4 =0, а; = ©. 于 是 ,把 上 半 平 面 映 到 这 多 角形 上 去 的 那个 
= С |, В (24) 
沿 着 圆心 在 坐标 原点 的 无 穷 大 半圆 周 求 积分 ,我 们 便 得 出 C( - т) = – п. АЕ С= 12. ЖЖ 
圆心 在 点 z= -a 处 的 无 穷 小 半圆 周 以 及 圆心 在 点 = = — 6 处 的 无 穷 小 半圆 周 来 求 积分 ,我们 分 别 
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С. аа) in) = hi 


УРЫ b 


及 с. (-ж)=Аь, 


М а(а-1) hi М Ь(1-6) А, 
НИ а-в в ав № 
а 3 а 3 


由 最 后 这 两 个 方程 , 便 可 以 求 出 常数 a 与 5. 积分 (24) 可 以 表 
成 初等 函数. 图 91 
(8) 在 结束 时 我 们 举 一 个 把 圆 |z|<<1 映射 到 多 角形 


这 区 域 是 一 个 十 角形 , 它 的 五 个 角 а= ЕТ B= 专 . 利 用 38 目 中 的 公式 (6), 为 了 求 出 对 应 


于 星 的 顶点 的 圆周 上 的 点 ,我 们 考察 它 的 十 分 之 一 部 分 一 三 角形 A1 В, О (图 92). 这 三 角形 可 
了 映射 到 扇形 0< arg z<r/5,|z|<1, 这 样 ,使 得 点 А, 5 1, В, 35] e™ .按照 对 称 原 理 ,映射 延 


拓 到 整个 星 形 ,并 且 点 A 转变 到 a = e3w (1 5), В, ЕЕ Ь, = ec 0(-1 的 5 
次 寄 根 ),&=1,2,3,4,5. 根 据 映射 的 唯一 性 ,可 以 按照 38 目 中 公式 (6) 找 到 这 个 映射 ,因而 这 公式 
采用 形状 


a, a) 
“5 Тс) “ ==], 4 (25) 


(我 们 利用 明显 的 恒等式 T] (=-w) = 1, Се 
ь,) = “+1; [| 为 乘积 符号) 

我 们 把 常量 С 取 成 实 的 . 它 由 星 的 尺寸 ОВ, = Р 决定 : 
因为 点 z= -1 转变 为 星 的 顶点 ,而 z=0 转 变 为 中 心 ,所 以 
ар (1-2) 

R=C| Cs dr 


在 置换 := ( 125 ) 后 ,这 积分 转变 为 通过 欧 拉 工 函数 表 


示 的 积分 


1 | 27911912) 45 4: = = Г(1/10)Г(1/5) 
5.725 ) о 225 Т(3/10) 


( 见 第 90 目 ). 由 此 推 得 ， 


__544Г(3/10) 
С=тагеугало) 5 26) 


40. 角 的 圆 化 ”在 许多 实用 的 问题 中 ,需要 考虑 到 ,所 讨论 的 那些 多 角形 的 顶 


* 不 难 检查 ,这 里 应 当 取 根 的 负 值 . 
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角 ,在 实际 上 总 是 圆 化 了 的 .在 本 目 中 我 们 将 给 出 一 些 计算 这 种 圆 化 的 影响 的 近似 方 
法 . 
(1) 小 于 zx 的 角 的 圆 化 ”我 们 先 来 求 得 实施 下 

述 映射 的 那个 函数 :这 上 映射 把 上 半 z 平面 映 到 去 掉 © 

了 一 小 块 面积 的 上 半 《 平面 上 ,这 一 小 块 面积 是 : 线 
段 ( 一 1,1) 以 及 立 在 这 线段 上 而 在 其 两 个 端点 处 与 
实 轴 相 切 的 一 段 曲线 弧 围 起 来 的 "(图 93). 为 了 要 
求 得 这 个 函数 ,我 们 考虑 映射 ЕСМ 一 1, 它 
把 上 半 个 5 平面 映 到 去 摊 了 半 个 单位 圆 的 上 半 个 > 
平面 上 . 取 来 作为 上 面 所 说 那 段 曲线 的 ,是 ,平面 
中 一 个 半 椭 圆 在 5 平面 中 的 逆 像 ,这 个 半 椭 圆 接近 图 93 
一 个 半圆 周 ,并 以 1 与 1+h 为 其 半 轴 .于 是 , 剩 下 来 就 是 要 求 得 一 个 把 去 掉 了 那 半 
个 椭圆 的 上 半 > 平面 映 到 上 半 z 平面 上 去 的 映射 .最 后 这 个 问题 可 以 用 初等 的 方式 


来 解决 .我 们 先 使 用 相似 变换 ә =, 其 中 c=V(LI+A) -1= 0 А (2+ А), 5 


ИАН + АВ а. = (=, - 1) таквин оя 
1+ 1+ с? — 2+h 
h 


С 


面 中 便 得 到 一 个 圆 ,其 半径 为 = 最 后 ,再 使 用 变换 = = 
上 (全 + 工 ) 便 得 到 了 上 半 = 平面 .我 们 有 
23 = (2 + 22-1), 


=! 
或 者 ,把 7 与 c 的 表达 式 代 入 ,得 到 
=: +(1+А)М 22 -1. 
最 后 ,我 们 省 略 去 阶 数 较 h 高 的 无 穷 小 ,结果 便 得 出 : 
(+) hl С 10) (sD. (1) 
再 利用 两 个 补充 的 线性 变换 5= ak + 5 ,z= ах + 5b, 我 们 可 以 得 到 一 个 更 一 般 的 结 


* 第 34 目的 例 (2) 中 的 函数 不 能 适用 ,因为 在 那里 曲线 弧 是 不 与 坐标 轴 相 切 的 . 
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果 : 函 数 * 
ба КОБ) 0861) (а) (е6) (а В) = (=), (2) 


其 中 Б, = р-а, Б, =Ь+а, іх ЕРАЛАШ Im z>0 映射 到 去 掉 了 一 小 块 面积 
的 上 半 个 平面 Im >0 上 去 ,这 块 所 去 掉 的 面积 ,是 由 线段 (5 一 a ,b+ a), 与 立 在 这 
线段 上 并 且 在 其 两 个 端点 处 与 这 线段 相 切 的 一 段 曲 线 弧 所 围 成 的 .与 曲线 的 最 大 纵 
坐标 成 比例 的 那个 值 А ,假设 是 一 个 关于 a 的 高 阶 无 穷 小 (图 94). 

现在 设 函 数 w = f(&) 实 施 一 个 把 上 半 平 面 
Im 《>0 映 到 某 一 个 多 角形 A 上 去 的 共 形 映射 ， 
并 且 点 5 对 应 于 这 多 角形 的 一 个 小 于 z 的 角 的 顶 


点 В. 利用 函数 (2) 作 出 一 个 补充 的 映射 《= © 2 У, 

gs (zz) ,我 们 便 得 到 了 一 个 共 形 映射 : 
w= flg,(z)], (3) | © 

它 把 上 半 z 平面 映射 到 区 域 A 上 去 ,区 域 A 是 由 

A 中 在 顶点 B 的 一 个 足够 小 的 邻 域内 、 把 角 B 圆 图 94 


化 后 得 到 的 (图 94) .重复 应 用 这 个 方法 , 便 可 以 把 4A 中 所 有 的 那些 小 于 x 的 顶 角 ,都 
施行 圆 化 . 
(2) 大 于 zx 的 角 的 圆 化 不 失 一 般 性 可 以 认为 :在 多 角形 A 中 ,我们 所 要 圆 化 
的 那个 角 在 顶点 A 处 ,而 A 位 于 点 w=0 上 , 边 А, A, 是 沿 着 正 向 半 轴 走 的 ,并 且 ， 
а, = 二 0,A 的 其 余 那 些 顶 点 的 逆 像 一 a,, 一 a;,…, 一 a, 都 是 负 的 (这 总 可 以 通过 对 平 
面 作 一 些 补充 的 分 式 线性 映射 达到 ) .在 这 些 假定 之 下 ,我们 可 以 利用 施 瓦 奖 -- 克 里 
斯 托 弗 积分 ,可 以 把 上 半 个 z 平面 共 形 映射 到 多 角形 A 上 去 的 函数 写成 下 列 的 形状 
w=C| z"1 lg9(z)dz, (4) 


ЕФ ф(х) = (= +а,)® (5 +а,)*%" ,而 C 是 一 个 正 的 常数 (根据 我 们 对 于 线段 
А, А, ЖН, п аге C=0). 
为 了 要 使 在 顶点 A; 处 的 那个 角 圆 化 ,我 们 不 考虑 函数 (4) ,而 考虑 函数 


w=f(z)=C| [ав уба В) ф(х) ае, (5) 


其 中 8 与 y 是 两 个 待定 的 常数 .我 们 设 В 是 个 很 小 的 正 数 (对 于 每 一 个 =”, 都 有 p< 
а). 38 目 中 的 第 5 部 分 ,函数 


ш= (а) = СУ | (z+B) ' vo(z)dz 


х 我 们 已 把 z 与 ¢ 重 又 写作 z у. 
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实施 一 个 映射 ,这 映射 把 半 平 面 In zx >0 映 到 一 个 其 边 与 A 的 边 相 平行 的 多 角形 
上 ,并 且 点 z= -8 对 应 于 一 个 位 于 zx 的 负 半 轴 上 的 项 点 B”( 在 这 个 顶点 处 的 顶 角 
等 于 cir) ,而 其 余 的 那些 项 点 A2,…,Ai 与 点 一 a，…, 一 a 相对 应 (这 个 多 角形 在 图 
95 中 用 虚线 来 表示 ). 

我 们 再 考虑 消 数 


ш= л (а) 2171 Ф(х)аг, 


这 函数 把 半 平 面 Im z 20 映射 到 一 个 具有 顶点 A1, A,…, A, 的 多 角形 (在 图 95 中 
我 们 用 细 线 来 表示 ) 上 去 .对 于 每 一 个 固定 的 z 来 说 ,把 问 量 (=) НИ f(z) 相 
加 ,就 可 得 到 由 (5) 式 所 定 出 的 那个 向 量 w. 只 要 把 它们 实际 相 加 起 来 ,我 们 便 可 以 
确认 : 当 点 z 画 出 整 条 实 轴 时 ,点 то 便 画 出 一 条 闭路 线 A, А, ~ АВА, ,这 路 线 的 全 
部 , 除 挥 了 BA, 那 一 段 外 ,是 由 平行 于 所 给 多 角形 的 对 应 边 的 一 些 直线 段 所 构成 的 
(在 图 95 中 的 粗 线 ). 


图 95 


为 了 要 得 出 BA, 这 一 段 的 参数 方程 ,我 们 引进 一 个 正 的 参数 上 = -> (0<:< 
B). 这 时 由 (5) 式 得 出 


dw du . Яо nil __ а, 一 | _ 
о иа ен у(8- 1)“ '[ф(- 2), 


从 这 里 我 们 便 有 BA 的 切线 对 于 и 轴 的 斜率 


dv 

А в— 4 — sin аул! Sin ал 

ап Ө = 二 三 рр = 
Я 一 一 I I 
2и Cos 27 * Ё"! у(8 = 1)“ cos алт 0( 1) 


由 这 个 表达 式 中 可 以 看 出 :在 大 于 x 的 角 的 情形 ( 即 , 当 1<al<2 时 ), 在 对 应 于 点 
A 的 那个 点 1:=0 处 ,tan 0=0; 而 在 对 应 于 点 В 的 那个 点 上 = 8 处 ,等 于 tan ат. 
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此 ,在 大 于 x 的 角 的 情形 下 , 弧 BA 确实 贺 化 了 在 顶点 A 处 的 那个 角 ” 
根据 边界 对 应 原理 ,函数 (5) 把 半 平面 In = >0 共 形 映射 到 由 周 线 A A;… 
A,BA, 所 围 成 的 那个 区 域 A 上 去 .变动 常数 C,8 与 7, 我 们 便 可 以 使 这 个 区 域 人 与 
所 给 多 角形 区 域 A 的 差 , 随 意 小 到 什么 程度 
我 们 将 就 一 个 简单 的 例题 来 说 明 这 映射 是 如 何 作 ， 
成 的 .我 们 考虑 在 图 96 中 所 描绘 的 那个 多 角形 一 一 这 4 | 4 
是 上 一 目 中 例 3 的 三 角形 的 一 个 特例 . 假设 与 点 A,， 
4: 及 A 相对 应 的 ,是 实 轴 上 的 三 个 点 0,1 及 ,这 时 一 zt 2 
МЕС — 克里斯托弗 积分 可 以 写成 下 面 的 形状 BY рр 


Е (6) 2 К 


0 1 – 之 ? А, 
其 中 C 是 一 个 正 的 常数 (在 线段 (0,1) 上 w 应 当 取 正 
值 ). 按 照 前 面 所 叙述 的 方法 ,我 们 不 用 函数 (6) 而 令 图 96 


w=C| Ви, (7) 


这 函数 把 线段 (0,1) 变 换 成 正 向 半 轴 ,而 且 我 们 要 求 :在 经 过 点 z=1 时 , 它 要 获得 一 
个 增 量 ср ,由 此 如 在 39 目 中 一 样 得 出 
Cxr(1+yvV1+B)=h. (8) 
下 面 ,我 们 还 要 求 :对 应 点 z= ВВ = 一 pop 一 ip, 这 样 ,使 得 在 8 很 小 时 ,曲线 绝 
BA 近似 于 半径 为 о 的 圆 弧 . 作 代 换 z= – г 之 后 ,这 便 化 为 方程 
p+ рес, УЕ 


在 这 个 方程 中 把 实数 部 分 与 虚数 部 分 分 开 ,再 求 出 积分 , 便 化 成 下 面 那 两 个 关系 式 
o=2CIYB- arctanV В}, 
(9) 
р=2Су /TF Barth I в 
由 所 得 到 的 这 三 个 关系 式 (8) 与 (9) ,可 以 求 出 p,C 与 y 来 ,把 它们 作为 参数 В М 
数 . 当 8 很 小 时 ,我们 有 


1-48). 1+ В. (10) 


* 当 a1<1 时 ,我 人 有 名 


一 tan а rc 
0 1 Зи 


= 0, ЛЫЖ A1B 并 不 圆 化 这 个 角 . 这 时 仍 可 以 使 角 圆 
в 


t 三 


化 ,只 要 取 函 数 
ш = с" [а 1+ (= 8) | Ф(=)а= 
(其 中 8>0) 来 代替 (5) 便 够 了 .但 是 这 种 方法 ,不 如 本 目 开 始 时 所 述 的 那 方法 来 得 方便 . 
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于 是 ,映射 的 函数 便 可 以 写成 下 面 的 形状 (在 不 计 关 于 В 的 高 阶 无 限 小 的 精确 程度 
№) 


w= 全 arthVz -/=+ (4-1 | 


(11) 


在 这 一 章 中 我 们 介绍 了 共 形 映射 某 些 理论 问题 ,它们 与 第 28 目 开 始 时 所 叙述 的 
一 系列 问题 有 关 . 在 下 面 两 章 中 读者 将 找到 这 些 问 题 的 进一步 的 例子 .在 第 三 草 中 解 
决 平面 向 量 场 理论 的 各 种 不 同 边界 问题 时 共 形 映射 将 还 会 遇 到 ,它们 与 应 用 紧密 相 
关 . 第 四 章 专 讲 共 形 映射 理论 中 的 变 分 原理 ,我 们 在 那里 讨论 在 被 映射 区 域 的 边界 变 
化 时 共 形 映射 的 性 状 ( 第 28 目 中 的 问题 3) ,同时 还 有 某 些 近似 公式 . 

我 们 将 不 涉及 共 形 映射 的 近似 计算 的 方法 (除了 第 45 目 中 的 网 格 方 法 ,这 方法 
可 能 被 用 于 这 个 目的 ). 这 些 计 算 的 分 析 方 法 读者 可 以 在 Л. В. Канторович Я В.И. 
Крвлов 的 书 [9] 中 了 解 到 .对 于 许多 实际 目的 , 较 好 的 计算 方法 是 利用 物理 类 比 的 方 
法 , 它 是 使 用 不 复杂 的 专门 化 了 的 仪器 和 导电 纸 的 计算 方法 ,在 II.@. Фильчаков 和 
В. И. Панчишин #3 [11] 20%. 

读者 可 以 在 В. Коппенфельс 和 Ц. Штальман 的 书 [13] 中 了 解 到 某 些 实用 的 方 
法 . 


我 们 已 经 说 过 , 复 变 函数 论 ,特别 是 它 的 几何 部 分 一 共 形 映射 的 理论 ,是 基于 
各 种 物理 学 上 的 观念 而 产生 并 且 发 展 起 来 的 . 欧 拉 和 达 肯 贝尔 从 流体 力学 上 的 考虑 
而 获得 了 复 变 函数 的 解析 性 的 条 件 , 黎 曼 在 他 的 著作 中 ,经 常用 到 关于 流体 的 平面 流 
动 与 热流 的 解析 函数 的 解释 . 

反 过 来 ,从 另 一 方面 讲 , 复 变 函 数论 的 发 展 , 又 使 得 可 以 创立 新 的 方法 ,来 解决 数 
学 目 然 科 学 各 部 门 (流体 力学 与 空气 动力 学 ,弹性 理论 ,静电 场 ,磁场 , 热 场 ,等 等 ) 中 
的 重要 实用 问题 .必须 指出 ,在 复 变 也 数论 的 应 用 中 的 先进 地 位 与 主要 的 功绩 ,无 疑 
地 要 归于 俄国 的 学 者 . 

尼 古 拉 : 伊 戈 罗维奇 . 茹 科 夫 斯 基 与 谢 尔 盖 * 阿 历 克 赛 耶 维 奇 " 恰 普 雷 金 (1869 一 
1942) 于 20 世纪 之 初 , 在 将 函数 论 应 用 到 流体 力学 与 空气 动力 学 方面 ,获得 了 许多 最 
重要 的 结果 . 复 变 函数 论 的 方法 ,在 他 们 的 那些 著名 的 论文 中 ,以 及 在 Н.Е. ВРХ 
斯 基 的 著作 “航空 学 的 理论 基础 (TeoperHYeckre основы воазухоплавания ) ” ( 1911 年 ) 
中 ,起 着 极 重要 的 作用 .由 于 他 们 的 这 些 工 作 , 有 理由 认为 俄国 不 仅 是 航空 事业 的 发 
源 地 ,而 且 也 是 理论 空气 力学 的 发 源 地 . 就 是 在 今天 ,函数 论 在 流体 力学 与 空气 动力 
学 上 的 最 重要 与 最 诛 人 的 应 用 ,也 是 由 办 联 学 者 们 (M.B. 饥 尔 迪 什 ,C.A. 克 里 斯 蒂 
安 诺 维 奇 ,B. B. 戈 鲁 别 夫 ,JI. 了 . 谢 道夫 等 ) 所 得 出 的 . 

古 利 * 瓦 西里 耶 维 奇 " 科 洛 索 夫 * 在 1909 年 奠定 了 复 变 函数 论 应 用 到 弹性 理论 
的 平面 问题 的 基础 . 尼 古 拉 * 伊 万 诺 维 奇 穆 斯 海 利 什 维 里 在 20 世纪 20 年 代 ,运用 函 


* 古 利 ' 瓦 西里 耶 维 奇 ' 科 洛 索 夫 (1867 一 1936) ,俄罗斯 学 者 ,弹性 理论 专家 . 
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数论 的 方法 ,得 到 这 问题 的 辉煌 的 解答 .这 些 方 法 叙述 在 “平面 弹性 理论 的 阁 干 基本 
问题 (1933 年 )L10j] 一 书 中 . 复 变 函数 论 的 方法 ,在 对 于 物理 学 各 部 门 的 研究 中 ,也 
占有 显著 的 地 位 (了 B.A. 福 克 、H.H. 鲍 戈 留 波 夫 、B.C. 弗 拉 基 米 洛 夫 等 ). 

在 本 章 中 ,我 们 将 讨论 与 复 变 函 数论 有 关 的 一 些 基本 的 物理 观念 以 及 复 变 函数 
论 的 一 些 最 简单 的 应 用 .我 们 先 从 叙述 与 平面 向 量 场 的 势能 密切 相关 的 、 含 两 个 变量 
的 调和 函数 的 理论 ,调和 函数 与 解析 函数 的 基本 边 值 问题 开始 ,然后 根据 理论 的 发 
展 ,来 叙述 重要 的 应 用 问题 . 


$1 调和 函数 


含 两 个 实 变量 的 实 函数 u(x,y) ,如 果 在 一 个 区 域 D 内 具有 连续 的 二 阶 偏 导 
数 ,并 且 满足 微分 方程 

д? ц 
12 
(д= 22, + 3 是 微分 算 子 的 记号 )， 便 称 做 在 区 域 D 内 的 调和 函数 * . 这 个 微分 广 


程 通常 称 为 拉 普 拉 斯 方程 .但 是 , 拉 普 拉 斯 (P.S. Laplace) 研 究 这 方程 是 在 1782 年 ， 
而 远 在 他 之 前 ,L. 欧 拉 在 其 关于 流体 力学 以 及 数学 物理 的 其 他 学 科 的 著作 中 ,已 经 
利用 过 这 方程 式 了 . 

我 们 立刻 可 以 注意 到 ,由 于 拉 普 拉 斯 方程 是 线性 的 ,所 以 一 些 调和 函数 (с, у) 


的 任何 具有 实 常 数 系数 a 的 线性 结合 >; ани, (х,у), ИКЕ ТА. 


在 本 章 的 随后 几 节 中 我 们 将 看 到 ， 在 物理 学 中 所 研究 的 那些 重要 的 向 量 场 的 势 
能 ,都 是 调和 函数 ,而 任何 一 个 调和 函数 ,也 都 可 以 在 物理 学 上 代表 某 一 个 向 量 场 的 
势能 .因此 ,在 一 般 的 情形 中 ,调和 函数 常常 被 称 做 势 函数 ,调和 函数 的 理论 被 称 做 势 

41. 调和 函数 的 性 质 ”首先 ,我 们 来 说 明 在 解析 函数 与 调和 函数 这 两 个 概念 之 
间 的 关系 ,这 关系 可 以 在 下 面 两 个 简单 定理 中 表达 出 来 . 

定理 1 任意 一 个 在 区 域 D 内 的 单 值 解析 函数 f(z)=u(zx,y)+iv(x,y) 的 实 
数 部 分 与 座 数 部 分 ,都 是 在 这 区 域内 的 调和 函数 . 

这 定理 的 证 明 可 以 直接 由 柯 西 - 黎 曼 条 件 


92 и 
= ини 
Аи ay =0 


ж 在 这 里 所 讲 的 处 处 都 是 含 两 个 变量 的 调和 函数 ,因为 正 是 这 种 调和 函数 ,是 同 解析 函数 密切 地 联系 着 的 . 
在 实用 上 说 起 来 ,满足 方程 式 


е7 
Ли = оО 
的 含 三 个 变量 的 调和 函数 x(z,y,z), 其 重要 性 也 不 稍 逊 ,但 是 ,我 们 不 去 讨论 它们 . 


. 160. 第 三 章 ”函数 论 的 边 值 问题 及 其 应 用 [41] 


ди до ди доу (1) 


де бу’ бу Әх 
РР. 855 Е, Н РТР А Л 26 ГНО С, Л РА ЕН (1) И х Бу 


来 微分 .把 其 中 的 第 一 个 方程 按照 х 微分 ,第 二 个 方程 式 按照 у 微分 ,再 利用 混合 导 
数 相等 定理 , 即 -了 2 = 一 站 这 个 结果 ,我 们 得 出 
dydT dxdy 
Ou Pv _ Фи 
дах? дхду ду’ 
“и, ди 
由 此 便 有 Au=- 5+—5=0. 
да? ay 


对 于 函数 w(z,y) 来 说 ,证 明 完 全 类 同 . 

设 有 两 个 在 区 域 Р 内 的 调和 辑 数 wx(z,y) 与 v(x,y), 它 们 以 柯 西 -和 歼 曼 条 件 
(1) 互 相 联系 看 , 则 此 两 个 调和 图 数 就 称 为 是 共 力 的 . 

定理 2 {ТЯ ЛЕ ФА КЮ 内 的 调和 函数 wx(zyy), 总 可 以 找 出 一 个 
Беж ДРАЖ о(т,у). 

事实 上 ,我 们 来 考虑 积分 


ди ди 
(ху) = | dy， 
20 


其 中 zx。 = хо + уо МЕЛ, х = л + iy 是 区 域 内 的 一 个 变动 点 .根据 拉 普 拉 斯 


方程 元 | 5" )= 0 [5% ) ,这 个 积分 与 积分 路 线 无 关 , 而 仅 是 点 z 的 函数 .我 们 也 


ду ~ дж\дх 


把 这 个 消 数 记 作 w(z,y). 利 用 曲线 积分 的 性 质 ,我 们 有 


900 | vo( 工 十 2) 一 Do(Z， 2) |. 1 三 _ ди 


Әх А-0 h h—0 h ду х 


5 
до, 
ду 


= 守 . 所 以 ,vo(z,y) 便 是 所 求 的 与 函数 и ссу) Зно К. 因为 这 函数 是 由 它 自 


己 的 偏 导数 来 定 出 的 ,可 以 相差 一 个 常数 项 ,所 以 ,所 有 那些 与 (=, О Я 
函数 的 全 体 ,可 以 用 公式 


v(x,y)= | -Fdr + нау + С (2) 
20 


来 给 出 ,其 中 的 С 是 一 个 任意 ( 实 的 ) 常 数 . 
我 们 要 注意 ,一般 说 来 ,在 多 阶 连通 区 域 D 内 ,积分 (2) 


(我 们 可 以 沿 水 平 线段 从 = 到 z+h 取 积 分 ,在 这 线段 上 dy =0); 类 似 地 ,可 以 有 


9 9 
о(х,у) = | -Fydr + ardy+C 


规定 了 一 个 多 值 函 数 .如 果 连 接点 zo 与 z 的 两 条 路 线 L 与 二 ,不 可 能 始终 保持 在 区 
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域 万 的 内 部 ,而 从 一 条 路 线 变形 到 另 一 条 的 话 ( 即 , 如 果 在 那个 由 工 5 Г. 所 围 成 的 
区 域内 ,含有 不 属于 的 点 的 话 ) ,这 积分 沿 着 Г, БИЧ Г, 便 可 能 获得 不 同 的 值 . 显 
然 , 第 13 目 中 相应 的 推理 可 以 完全 移 用 到 现在 这 情形 中 来 ,并且 可 以 确定 :在 多 阶 连 
通 区 域内 ,由 积分 (2) 所 规定 的 那个 函数 v(xz,y) 的 值 的 普遍 公式 ,其 形状 为 


v(z,y)= | им Г I +N Г, ++ МГ +С, (3) 
Lo ду Әх 


其 中 М, ЕВО, Г, НИНЕ у, 的 积分 ,每 一 个 7 都 在 其 内 部 包含 了 D 的 
边界 的 一 个 连通 部 分 : 
Г,= | и. + “ду (4) 


(参看 第 13 目 中 的 (2) 与 (3) 两 式 ) .这 些 和 常量 到 叫做 积分 (2) 的 周期 ,或 周期 常量 . 

如 果 在 位 于 D 内 的 某 一 个 区 域 D 内 ,可 以 分 出 由 公式 (3) 所 和 定 出 的 那个 盟 数 
zz,y) 的 一 个 单 值 连续 分 文 来 ,那么 ,这 分 支 显 然 是 一 个 同 и(х, у) 95А 
数 .所 以 我 们 把 函数 v(xz,y) 看 作 是 多 值 调和 函数 .要 注意 ,这 函数 的 偏 导 数 仍 是 单 
值 的 


这 可 以 由 公式 (3) 中 得 出 . 

显然 ,定理 2 可 以 表述 为 

定理 2。 任何 一 个 在 区 域 DD 内 的 调和 函数 ,都 可 以 看 作 是 某 一 个 解析 函数 
f(z) 的 实数 部 分 或 虚数 部 分 . f(z) 精 确 到 可 以 任意 加 上 或 减 去 一 个 常数 项 ,这 常数 
项 是 虚 的 或 是 实 的 ,这 取决 于 :此 调和 另 数 是 f(z) 的 实数 部 分 ,还 是 虚数 部 分 . 

我 们 在 这 定理 中 并 没有 把 多 阶 连通 区 域 的 情形 除外 ,因此 解析 函数 f(z) 可 以 是 
多 值 的 . 

Я 计算 出 偏 导数 , 便 可 以 表明 :也 数 

и = (2 + у?) = 21| = | 


是 一 个 在 环形 < | | < ооруну ра. 积分 (2) 的 形状 是 


о(2,у)=2 | ПЕНУ + C=2Arg z+C, 
5. тту 
它 在 环形 0< | z| < co 内 表示 一 个 无 限 多 值 函 数 .其 所 对 应 的 解析 函数 
f(z)=ut+iv=2In|z|+2iArg z+iC=2Ln х +С 

也 是 无 限 多 值 的 . 

定理 3 任何 调和 函数 u(xz,y) 都 是 其 变 元 x уу 的 解析 函数 ,这 就 是 说 ,在 区 
域 万 中 每 一 个 点 zo 三 Zo+zyo 的 一 个 邻 域 内 ,这 函数 总 可 以 被 表示 成 绝对 收敛 级 数 
的 和 的 形式 
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оо 


и(х,у) = 22 Cm (Х — Хо)" (ут уо)". (5) 


事实 上 ,根据 定理 2 可 以 把 zx 人 y) 看 作 是 在 点 zo 的 某 一 邻 域 |z -zol<R 内 
的 一 个 单 值 解析 函数 f(z) 的 实数 部 分 . 设 在 这 邻 域内 


Ка) = У) баа)", (6) 
其 中 с, а, + 8, :级 数 (6) 的 一 般 项 的 实数 部 分 


а, | (27 zo) (ав) (一 0) +. 


CE 


的 绝对 值 不 超过 


[ol:{lz-zol+ly- уо 11", 
又 因为 根据 第 19 目的 阿 贝尔 定理 ,级 数 (6) 在 任何 一 个 圆 | x - > [<< В 内 都 绝对 


收敛 , 即 , 当 < В 时 级 数 |, | . 普 收 伍 , 所 以 , 当 
[zxz-zxol+|y—-yo|l<R 
时 ,以 (7) 作 为 一 般 项 的 那个 级 数 也 必定 是 绝对 收敛 的 . 而 这 级 数 便 是 那 表 示 
u(x,y) 的 级 数 .在 重新 组 合 它 的 项 (这 是 可 以 做 的 ,因为 我 们 已 经 证 明 这 级 数 绝对 
收敛 ) 之 后 ,我 们 便 得 出 所 需要 的 级 数 (5) .定理 已 经 证 明 . 
特别 是 ,从 这 个 已 经 证 明 的 定理 中 ,可 以 推出 :调和 函数 具有 所 有 各 阶 的 偏 导数 . 
不 难 证 明 ,这 些 偏 导数 也 都 是 调和 函数 (参看 第 17 目的 定理 1). 
根据 定理 3, 可 以 得 出 一 个 便于 实用 的 \ 从 已 知 的 实数 部 分 и (х, у) АТА 
数 f(z) 的 方法 .把 那 表 示 wx(z,y) 的 级 数 的 一 般 项 的 表达 式 (7) 进 行 初等 变换 ,我 们 
便 得 出 这 函数 在 点 zo 的 邻 域内 的 一 个 表示 式 
и(х,у) = ao +7 2, іс, (2-20) ti(y— уо) 1" 
+с,[(=- хо) - (ут уо) "|. 
根据 阿 贝 尔 年 理 ,对 于 同 Z0 与 足够 接近 的 那些 х 与 y 的 复数 值 ， 这 级 数 也 收敛 ， 
所 以 可 以 在 式 中 令 
一 z0 С — 20 
之 ”之 0 一 2 ， У Уо 2; 
其 中 的 5 是 一 个 与 xo 足 够 接近 的 点 ,于 是 我 们 得 到 


[+ о + 2520) + ! У! с, (б- зо)" 


2 
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та С АХ НИЕ н норо, ИИН ЈЕ ХЗ 
f(z)=2u (0 с. (8) 
公式 (8) 是 就 邻近 于 zo 的 那些 点 z 而 得 出 的 ,但 是 ,显然 它 在 f(z) 的 整个 定义 域内 
都 成 立 ,因为 在 这 区 域内 (8) 式 的 两 部 分 都 是 z 的 解析 函数 . 
特别 ,如 果 f(z) 在 坐标 原点 处 是 解析 的 ,我 们 可 以 令 zx, =0, 于 是 公式 (8) 便 呈 
特别 简单 的 形式 


之 之 _ 
Ка) =2и (5,9) во. (9) 
我 们 来 举 几 个 应 用 公式 (8) 与 (9) 的 例子 : 
例 1 u=zty,f(z)=z++C=(1- і) +С (公式 (9)); 


例 2 а= (а? +), (а) = (0 Е |. C=2In z+C( 公 式 (8),z0=1). 


| 25т(=+-®) 


+ С = сої z+C[( 公式 (8)， 
СП 2 7 


422) 

2 

在 所 有 这 三 个 式 子 中 ,C 都 是 纯 虚 数 的 常量 . 

现在 我 们 来 研究 调和 函数 的 性 质 ,基于 和 定理 1 与 定理 2, 这 些 性 质 很 容易 由 解析 
明 数 的 相应 性 质 中 得 出 .为 了 方便 起 见 ,我 们 有 时 将 用 wx(z) 来 代替 wx(z,y) ,就 如 同 
对 于 含 几 个 变量 的 函数 ,用 wu(P) 来 代替 и(х, ,x,,，… ,zx, ) 那 样 ,这 时 Р 被 理解 成 其 
坐标 为 (zi ,zs，… ,zx ) 的 点 . 

定理 4( 中 值 定理 ) 如 果 函 数 u(z) 在 一 个 以 点 z 为 圆心 以 r 为 半径 的 闭 圆 上 
是 连续 的 ,并 且 在 这 个 圆 的 内 部 是 一 个 调和 孙 数 ,那么 


к |, и(=+ те? )аф. (10) 


这 和 定理 的 证 明 ,可 以 直接 由 第 14 目的 公式 (5) 中 分 出 实数 部 分 而 得 到 . 

定理 5 一 个 不 为 常数 的 调和 函数 ,不 可 能 在 其 定义 域 的 内 点 处 达到 其 最 大 值 
或 最 小 值 . 

这 定理 只 要 就 最 大 值 的 情形 予以 证 明 便 够 了 ,因为 调和 函数 u(xz) 的 最 小 值 点 
便 是 函数 - x(z) 的 最 大 值 点 ,而 - x(z) 也 是 一 个 调和 函数 .我 们 姑且 作 相 反 的 假 
定 ,假设 调和 函数 u(z) 在 其 定义 域 的 一 个 内 点 zo 处 达到 最 大 值 .在 点 zo 的 邻 域内 ， 
我 们 构成 一 个 单 值 解析 函数 f(z), 使 得 и = Ке f(z). 函数 e*” 是 一 个 解析 函数 且 不 
是 常数 ,其 模 为 ee“” ,并且 ,根据 我 们 的 假定 , 它 的 模 e*” 在 区 域 的 一 个 内 点 zo 处 达 
到 最 大 值 .这 同 第 15 目 中 的 最 大 值 原理 相 了 矛盾 ,因此 定理 便 已 证 明了 . 

也 还 可 以 同 第 15 目 中 证 明 最 大 值 原理 时 那样 ,根据 中 值 定理 来 直接 证 明定 
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ЯН 5. 

定理 6 如果 一 个 在 整个 开平 面 内 的 调和 函数 u(z) 是 上 有 界 或 下 有 界 的 ,那么 

事实 上 , 设 uw(z) 是 上 有 界 :u(z)<M .我 们 来 构成 一 个 在 整个 开平 面 内 的 解析 
РАЗА f(z), 使 得 и(=)=Ве f(z). 根 据 定理 的 条 件 , 所 有 的 函数 值 w = f(x) 都 在 半 
平面 x< M 内 ,因此 ,根据 在 第 28 目 末 所 提出 的 注 ,函数 /(z) 是 个 常数 ,这 意味 着 
u(z) 也 是 一 个 常数 . 

下 面 的 两 个 定理 确立 了 调和 函数 的 等 值 线 一 一 即 ,那些 使 и(=) = const 的 点 的 
总 和 一 一 的 特性 . 

定理 7 ”如果 一 个 不 是 常数 的 调和 函数 u(z) 有 一 条 封闭 的 等 值 线 u(xz)= и, 
那么 在 这 条 等 值 线 的 内 部 至 少 有 函数 u(z) 的 一 个 奇 点 ”. 

事实 上 ,假如 不 然 的 话 , 在 这 等 值 线 所 围 成 的 那 闭 区 域内 连续 的 这 个 函数 (xz)， 
应 当 达 到 它 的 最 大 值 (zi ) 与 最 小 值 u(xz,). 根 据 定理 5, 点 zj 与 zx; 必须 都 位 于 这 
区 域 的 边界 上 , 即 ,必须 都 位 于 等 值 线 上 ,因此 ,wu (zi)=u(z,), 所 以 и (е) 
数 . 

定理 8 等 值 线 u(z)= uo 上 的 点 zo 的 任何 一 个 足够 小 的 邻 域 ,总 被 这 条 等 值 
线 划 分 成 偶数 2n (п221) 530, 1206 0 Е u(z) 轮 流 地 取 大 于 uo 及 小 于 wo 的 
值 . 

函数 и(=) 一 ww 在 点 zo 处 等 于 0. 我们 来 这 样 地 选择 它 的 共 轿 函数 "(z) ,使 得 
v(zo) 三 0. 于 是 我 们 得 到 一 个 解析 函数 7) =и(=) – и, + iv(z), 它 也 在 点 zo 处 
等 于 0. 把 这 个 零点 的 阶 数 记 作 n ,于 是 在 点 zo 的 邻 域内 有 

f(z)=c,(z— х0)" +оо (2 20)" +, с,30, 
因此 ， 
u(z)=uot+Re (=) = ио + Ат" әіп(пф+ B)+o(r’), (11) 

其 中 令 = — х= е? ,А50 与 В 是 某 两 个 常数 ,又 o(xr”) 表 示 当 rr 一 0 时 阶 数 较 г" 
高 的 无 穷 小 .由 此 可 见 ,对 于 足够 小 的 7 来 说 , 当 ф 从 0 变 到 2x 时 , 差 u 一 uo 有 2n 
次 变 成 0 ,同时 改变 符号 . 定理 便 已 经 证 明 . 

同样 可 以 证 明 : 与 и (=) ЕЯ v(z) 的 经 过 点 zo 的 等 值 线 ,在 这 个 点 
的 邻 域内 分 裂 成 n 条 分 支 ,这 些 分 支 在 点 zo 处 与 定理 8 中 所 说 的 那些 扇形 的 平分 线 
相 切 .由 定理 8 得 出 :调和 孔 数 的 等 值 线 只 可 能 有 单 点 (n =1) 或 具有 不 同 的 左右 切 
线 的 多 重点 “(n>1) 一 一 孤立 点 端点 或 歧 点 的 情形 都 不 包含 . 


ж 使 函数 的 调和 性 条 件 不 成 立 的 点 ,叫做 调和 函数 的 奇 点 . 
жж 在 函数 u(z) 的 任何 一 个 闭 的 调和 性 区 域内 ,总 只 可 以 找到 等 值 线 的 有 限 多 个 多 重点 (在 每 一 个 这 样 的 
点 处 (2) =0). 因 为 不 然 的 话 ,根据 唯一 性 定理 (第 20 目 ) , 便 应 当 有 f(z) 寺 0 了. 
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我 们 来 指出 中 值 定理 的 下 述 逆 定理 ,这 对 于 以 后 颇 为 有 用 . 

定理 9 如 果 函 数 u(z) 在 区 域 D 内 连续 ,并 且 在 任何 一 个 点 z 处 对 于 足够 小 
的 ”都 有 

(= |” и(= + ге*)аф, 
АЖ wx(z) 必 是 一 个 在 万 内 的 调和 函数 . 

我 们 的 证 明 要 基于 下 述 这 个 定理 :有 一 个 调和 函数 存在 , 它 在 一 个 单 连通 区 域 的 
边界 上 的 取 值 是 已 经 给 出 的 .这 定理 将 在 第 43 目 中 来 证 明 . 设 2,5 0 内 的 任意 一 个 
点 ,Do 是 一 个 属于 D 内 而 包含 点 zo 于 其 内 部 的 单 连通 闭 区 域 .根据 所 说 的 那个 定 
理 , 我 们 可 以 构成 一 个 调和 函数 uo(z) ,使 它 在 区 域 Du 的 边界 C。 上 所 取 的 值 ,与 函 
数 u(z) 的 值 相同 .并 记 U(z)= uo(z) 一 u(z). 

根据 这 函数 的 构造 以 及 所 要 证 明 的 定理 的 条 件 ,函数 U(z) 在 Du 内 连续 ,并 且 
在 这 区 域 的 边界 Co 上 等 于 0. 此 外 ,U(z) 在 任何 一 个 属于 Do 内 的 圆 的 圆心 处 的 值 ， 
都 等 于 它 在 这 圆 的 圆周 上 的 值 的 平均 数 , 因 为 ,x(z) 与 wo(z) 这 两 个 函数 都 是 具有 
这 性 质 的 :u(z) 是 由 于 定理 的 条 件 ,uo(z) 是 由 于 中 值 定理 .由 此 便 有 :了 肾 数 U(z) 不 
可 能 在 D6 的 一 个 内 点 处 达到 其 最 大 值 或 最 小 值 ,这 只 需 依据 这 个 函数 的 连续 性 与 中 
值 定理 便 可 以 证 明 ( 见 定理 5 后面 的 注 ). 可 是 ,因为 一 个 在 闭 区 域 上 连续 的 函数 应 当 
达到 它 的 最 大 值 与 最 小 值 ,所 以 U(z) 应 当 在 Do 的 边界 上 达到 其 最 大 值 与 最 小 值 . 
由 于 在 边界 上 处 处 都 有 U(z)=0, 所 以 U(z) 的 最 大 值 与 最 小 值 都 等 于 0, 因 此 ,在 
D, 内 处 处 都 有 U(xz) 夺 0. 这 就 是 说 ,函数 u(z) 在 Do 内 处 处 都 与 一 个 调和 函数 
uo(z) 相 同 ,特别 是 ,wu(z) 在 点 zo 处 是 调和 函数 .由 于 zo 是 DD 内 的 任意 一 个 点 ,所 以 
定理 已 经 证 明 . 

现在 我 们 来 导出 一 个 与 第 19 目 中 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 相 类 似 的 定理 . 

定理 10 设 已 经 给 出 了 一 列 在 区 域 р 内 调和 而 在 DD 内 连续 的 函数 序列 

ис (=), и: (=), *** м, (=), *** 


кии «дарил 一 致 收 伊 ,那么 它 在 万 的 内 部 也 必 一 致 收 伊 ,并 


它 的 和 是 一 个 在 ЮО АЕ ЯФ. 
根据 最 大 最 小 值 原理 (定理 5), 便 可 以 得 出 级 数 在 DD 的 内 部 的 一 致 收敛 性 . 事 


实 上 ,按照 著名 的 柯 西 收敛 准则 ”, 由 于 >) и, (2) р 的 边界 上 一 致 收敛 ,可 


以 得 出 :对 于 任何 一 个 es>0, 总 可 以 找 出 一 一 个 整数 М, 只 要 对 于 任何 n > М 和 任何 正 
整数 р 以 及 边界 上 的 一 切 点 5 来 说 ,都 有 


ж 见 菲 赫 金 哥 尔 茨 《 微 积分 学 教程 》, 卷 二 ,第 376 Н. 
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10,+105) + м2 (6) + и, С) |<. 
ЛЕВИ 5 РЧ НИЕ АУУ РАЖХ , ВТ ИД ВМ , РЕ р В 
部 的 一 切 点 z 来 说 ,也 都 有 


и, +1 (2) +и, (=) + ни, (2) |<. 


按照 堵 个 柯 西 准则 , 便 知 道 级 数 > и. (х) ЗОВ. я Г а ЕНД, ЖЖ 


的 和 x(z) 是 一 个 调和 图 数 . 为 此 ， 我 们 要 利用 定理 9 与 定理 4. 对 于 任何 一 个 足够 小 
的 >, 有 


2х | 2 > , 90 2к 
| “zt+rer)dp= | Dy ulztrer)dp= > | и, (= + те? )аф 


(我 们 利用 了 级 数 的 一 致 收敛 性 ,所 以 级 数 的 逐 项 积分 是 合法 的 ). 根 据 定 理 4, 右 端 
的 那 积 分 等 于 2xw(z), 因 此 


2r | © 
| и(= + те?)ар= 27 У) и, (=) = 2ли(=), 
0 k=0 


所 以 ,根据 定理 9, 函数 u(z) 在 点 z 处 是 调和 函数 .由 于 z 是 区 域 D 内 的 任意 一 个 
点 ,所 以 定理 已 经 证 明了 . 

最 后 ,我 们 还 要 提出 两 个 在 以 后 很 有 用 的 定理 .其 中 的 第 一 个 定理 表达 了 : 函数 
的 调和 性 不 会 因 自 变量 的 解析 变换 而 被 破坏 . 

定理 11 如 果 函 数 u(z) 在 区 域 D 内 是 调和 的 ,而 z= 二 g(C) 是 在 某 一 个 区 域 A 
ДИ, ТЕЖЕ DD 内 ,那么 复合 函数 wu[g(5)]=U(5) 是 在 和 
内 的 调和 函数 . 

事实 上 ,我 们 可 以 构成 一 个 (或 许 是 多 值 的 ) 解 析 函 数 f(z), 使 得 u (zz) = 
Ве /(=). Ж FLg(5)]= 下 (5) 显 然 在 区 域 A 内 是 解析 的 ,因此 , 它 的 实数 部 分 
U(5)=Re Fl[g(5)]=ReF(5) 在 这 区 域内 是 调和 函数 . 

第 二 个 定理 表达 了 调和 函数 的 法 线 方向 导数 的 积分 的 性 质 . 

定理 12 ”如 果 函 数 u(z) 在 一 个 单 连 通 区 域 р 内 是 个 调和 函数 ,并 且 它 同 它 的 
偏 导 数 都 是 在 万 内 连续 的 ,那么 

| 了 ds 一 0， (12) 


ХРСЯЕЖО 的 边界 ,2 表示 按 重 直 于 C 的 方向 所 取 的 导数 ,而 ds 为 弧 的 微分 


我 们 在 р А Е— 5 и (х) ЖЕНУ о( 2). НР 是 个 单 连通 区 域 ， 
所 以 о 是 个 单 值 函数 .根据 在 第 5 目 末 所 提 的 注 , 柯 西 - 黎 曼 条 件 可 以 写成 


си = от (13) 


К Неро ел — ААО ИТНО 8, 27. ЖЕНЯ АОВ ВЕ 
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向 所 取 的 导数 (要 使 得 从 向 量 n" 到 s* 的 旋转 是 按照 逆 时 针 方 向 进行 的 ). 由 于 函数 
x(z) 的 偏 导数 是 连续 的 , 因 之 ,它们 的 组 合 于 与 彩 也 是 连续 的 ,所 以 等 式 (13) 在 区 
域 D 的 边界 C 上 也 成 立 .因此 , 沿 着 闭 周 线 C 便 有 


и = -| аз = — | 4050, 

因为 函数 v(z) 是 单 值 的 . 

42. 调和 函数 的 性 质 ( 续 ) 在 这 里 我 们 将 研究 关于 调和 函数 的 奇 点 ,唯一 性 定 
理 以 及 解析 延 拓 的 问题 .我 们 先 从 研究 一 个 单 值 调和 函数 u(z) 在 它 的 孤立 奇 点 的 
邻 域内 的 性 状 开始 . 设 函 数 x(z) 在 点 a 的 一 个 邻 域 0< |z 一 a|<R 内 是 个 单 值 调 
和 也 数 .把 在 这 邻 域内 与 函数 и (е) ЕНТ РА v(z) 的 周期 常量 记 作 工 . 

因为 当 z 沿 着 一 条 环绕 点 a 的 闭路 线 按 正 方 回 绕 行 一 周 时 ,也 数 iv(z) 的 任何 
一 个 分 支 的 增 量 都 等 于 十 ,而 在 同样 绕 行 时 Ln(z — а ) 的 任何 一 个 分 文 的 增 量 则 等 
于 2rz. 


(=) = и(х) + (=) -Ln(z—a) 


在 我 们 的 这 个 邻 域内 显然 分 解 成 单 值 解析 函数 的 总 体 ,在 任何 固定 点 上 这 些 函 数 的 
值 彼此 相差 Г 的 一 个 整数 倍 .因此 ,函数 

ou и) (а )е т =) — = р(х) 
也 是 一 个 单 值 解析 函数 ,于 是 我 们 便 得 出 了 单 值 调和 函数 u(z) 在 孤立 奇 点 a 的 邻 
域内 的 一 个 表示 式 


u(z)=In|g(z)|. (1) 


在 研 =0 的 情形 ,同样 形式 的 表示 式 也 成 立 ,因为 在 那 时 函数 f(z)= и + го 是 单 值 
的 ,所 以 , 令 е = g(z) ,我 们 便 得 出 
u(z)=ln|g(z)|. (2) 

基于 公式 (1) 与 (2) ,可 以 得 出 下 述 的 对 单 值 调和 函数 的 孤立 奇 点 的 分 类 .下 面 三 
个 定理 包揽 了 在 奇 点 邻 域内 这 种 函数 的 性 状 的 所 有 可 能 情况 . 

定理 1 如 果 u(z) 在 点 a 的 邻 域内 是 有 界 的 ,那么 必 有 

limu(z)= b 

存在 . 令 u(a)=。b 后 ,我 们 便 得 到 一 个 在 点 a 处 也 是 调和 的 函数 (可 去 奇 点 ). 

事实 上 ,在 这 情形 下 表达 式 (1) 或 (2) 中 的 那个 函数 g(z) 在 点 а 处 有 一 个 可 去 
奇 点 ,这 便 是 说 ,极限 limg( 
论 . 

定理 2 如 果 当 za 时 x(z) 趋 于 无 穷 大 ,那么 在 点 a 的 邻 域 内 ,x(z) 可 以 表 
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и(=) = |= -а| + О( =) (3) 

的 形式 ,其 中 & 夭 0 是 某 一 个 常数 ,U(z) 是 一 个 在 点 a 处 调和 的 函数 (极点 ). 

事实 上 ,函数 g(z) 在 点 a 处 只 可 能 有 极点 或 零点 (如 果 xx 一 -co), 因 此 ,可 以 
把 它 表 示 成 

в(=)=(=-а)"ф(=) 

的 形状 ,其 中 и 是 一 个 正 数 或 负数 ,p(z) 是 一 个 在 点 а 处 解析 的 也 数 ,并 且 ф(а ) 5 
0. 把 这 代入 表达 式 (1) 或 (2) 中 ,我 们 便 得 出 所 求 的 那 表示 式 (3). 

最 后 ,有 

定理 3 如 果 当 zx->a 时 wu(z) 不 趋 于 任何 一 个 极限 ,那么 它 在 点 a 处 便 是 完全 
不 确定 的 ;对 于 任何 一 个 实数 0 ,都 可 以 找到 一 组 点 列 2, ға ЖЖ Шти(=,)= b (本 
性 奇 点 ). 

事实 上 ,这 时 g (<) 在 点 a 处 只 可 能 有 本 性 奇 点 ,所 以 我 们 的 这 个 结论 便 是 
Ю. В. ЖЕЛЕ (8 22 目 ) 的 直接 推论 . 


| 
例 g(z)=esz,u = 一 一 
х +у 


上 面 所 说 的 一 切 ‚РЗ Ажур , АЧУ ЧЕ 0< | 2-а 1 <А 
换 成 邻 域 R<|z|< co ,把 表示 式 (3) 换 成 表示 式 
и(=)=Рш|=| + 0(=). 
РАЗХ Е 2527 326 АЕТ РА 0С ЈЕ НУ ВХ Х. , ЕН ЛА = = оо де РА НУ — 1 п] Ж а] 


我 们 不 讨论 多 值 性 的 奇 点 (对 于 函数 и = Arctan 之 来 说 的 点 = = 0, 便 是 这 种 点 


的 例子 ) ,也 不 讨论 非 孤 立 奇 点 ， 

现在 我 们 讨论 关于 调和 函数 的 唯一 性 定理 的 问题 .解析 函数 理论 中 的 “内 唯一 性 
定理 "(第 20 目 ) ,不 能 整个 地 移 用 到 调和 函数 上 来 ,因为 ,在 一 些 曲 线 上 取 值 相 同 的 
那些 调和 函数 ,并 不 一 定 在 整个 区 域内 也 相同 .事实 上 ,许多 调和 函数 在 某 些 曲线 (等 
值 线 ) 上 同 取 一 个 值 , 因 此 ,它们 在 这 些 曲线 上 与 一 些 常数 相同 ,而 在 区 域内 部 却 不 是 
常数 .但 是 ,下 面 的 定理 则 是 正确 的 : 

定理 4 如 果 两 个 在 区 域 D 内 调和 的 函数 ,在 某 一 个 包含 于 中 的 区 域内 
是 相同 的 ,那么 它们 在 整个 区 域 站 内 也 必 相 同 ， 

事实 上 ,这 样 两 个 函数 的 差 “(z ) 也 是 一 个 调和 函数 ,并 且 在 区 域 Di 内 恒 等 于 
0. 我 们 在 区 域 D 内 构造 一 个 (可 以 是 多 值 的 ) 解 析 函 数 /(z) ,使 (=) = Ве /(=) ЛЕ 
区 域 Du 内 与 (xz) 共 思 v 的 调和 函数 v(z) 应 当 是 一 个 常数 ,因为 根据 柯 西 - 黎 曼 条 
件 ,在 这 区 域内 有 了 2 = 90,99 9:0. ВЫ, (=) Do 内 是 个 常数 ,这 意味 
着 在 整个 区 域 D 内 也 是 个 常数 .于 是 u(z) 在 DD 内 也 是 常数 ,而 且 , 此 时 必须 在 DD 内 
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等 于 0 (因为 它 在 Du 内 等 于 0). 定 理 得 证 . 

解析 函数 理论 中 的 “ 边 唯 一 性 定理 ”是 表明 :在 一 个 区 域内 解析 的 函数 ,可 由 它 本 
身 在 边界 上 的 那些 值 来 定 出 (第 14 目 ), 这 定理 可 以 移 用 到 调和 函数 上 来 .对 于 调和 
函数 来 说 ,这 定理 是 最 大 最 小 值 原理 (上 一 目 中 的 定理 5) 的 一 个 直接 推论 .为 了 要 在 
更 一 般 的 假设 下 来 得 到 这 定理 ,使 得 对 于 实用 来 说 这 结果 可 以 适用 得 充分 普遍 起 见 ， 
我 们 先 来 证 明 广 义 最 大 最 小 值 原理 : 

定理 5 如 果 一 个 在 区 域 万 内 的 有 界 调 和 函数 x(z), 在 这 区 域 的 边界 C 上 取 
а * xz(5), 并 且 wx(5) 是 逐 段 连续 而 且 仅 有 有 限 多 个 第 一 类 间断 点 的 ,那么 u(xz) 在 
的 内 部 的 值 , 必 定 都 在 它 的 最 大 边界 值 与 最 小 边界 值 (zx(5) 在 间断 点 处 的 那些 值 
不 算 在 内 ) 之 间 . 

М = ѕири(0), Х 61, 6,777, 6, СС) НОТА, д 是 区 域 D 的 直径 , 即 ,D 
中 两 点 间距 离 的 最 大 值 .我 们 固定 任意 一 个 正常 数 s ,并 考虑 函数 


МЕТ (4) 

Ж U(z) 显 然 是 一 个 在 区 域 D 内 的 调和 函数 ,处 处 都 大 于 M ,并 且 除 了 那些 
点 入 处 外 ,在 DD 内 是 处 处 连续 的 , 当 = 接近 于 点 只 时 , 它 趋 于 + co .我 们 以 每 一 个 & 
为 圆心 ,以 足够 小 的 > 为 半径 作 圆 ,再 把 由 区 域 D 中 去 掉 了 所 有 这 样 的 圆 而 得 到 的 
那个 区 域 , 记 作 р, . 

图 数 U(z) 一 u(z) 在 DD 与 DD, 的 边界 的 公共 部 分 上 是 非 负 的 ,而 且 当 足够 小 
时 ,在 那些 圆周 | > 6,1 =н 上 也 是 如 此 ,因为 ua(z) 根 据 所 给 条 件 是 有 界 的 ,而 当 
-一 0 时 , U(z) 在 这 些 圆周 上 的 值 无 限 地 增 大 .由 此 ,根据 通常 的 最 大 最 小 值 原理 (上 
一 目 中 的 定理 5) ,我们 可 以 作出 结论 说 :在 D, 中 的 任何 一 个 点 处 , 肾 数 U(xz) 一 
u(z) 都 不 为 负 , 因 而 ,在 DD 内 的 任何 一 个 点 处 ,函数 U(z) 一 u(z) 也 都 不 为 负 . 但 
是 ,因为 当 z 已 经 固定 而 e>0 时 ,函数 U(z) 一 M, 所 以 由 此 便 得 出 :在 D 内 任何 一 
个 点 处 都 有 | x(z)| 委 M. 而 且 根 据 上 一 目 中 的 定理 $, 在 的 内 部 函数 x(z) 不 可 能 
取 等 于 它 的 最 大 值 М 的 值 ,所 以 ,在 р 内 处 处 都 有 严格 不 等 式 x(z)< M. 类 似 地 可 
以 证 明 : ЖЕ р 内 处 处 都 有 u(z)>m ,其 中 т = ши (5). 

Е ”对 于 无 界 的 函数 x(z) 来 说 ,这 和 定理 不 能 成 立 . 例 如 函数 


и 52 = ве (1-2 (5) 


х? + у? 之 


在 圆 x* + y <22 内 是 调和 函数 ,并 且 在 这 圆 的 圆周 上 除 掉 点 z =0 处 外 处 处 等 于 


ж 设 函 数 u(z) 定 义 在 区 域 D 内 .如 果 当 = 沿 着 内 的 点 趋 于 这 区 域 的 一 个 边界 点 8 时 ,有 极限 lim и (2) 


=x(5) 存 在 ,那么 我 们 便 说 ,函数 &(z) 在 边界 点 5 ДЕВИН и(5). 
жж 实际 上 ,区 域 D 中 的 任何 一 个 点 z, 只 要 - 足够 小 ,都 属于 某 一 个 区 域 D,. 
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0. 但 是 在 圆 的 内 部 , 它 却 是 异 于 0 的. 

现在 容易 来 证 明 我 们 在 上 面 所 说 过 的 那个 边界 唯一 性 定理 : 

定理 6 设 在 区 域 D 的 边界 C 上 ,给 定 了 一 个 逐 段 连续 而 且 仅 有 有 限 多 个 第 一 
类 间断 点 5 ,9 和 的 函数 w(5). 至 多 只 能 有 一 个 在 区 域 D 内 的 有 界 调 和 函数 
u(z) 存 在 , 它 在 边界 С 上 的 点 5 天 各 处 取 值 w(7). 

ЗЕЕ, БНР и, (2) 5 wa(z) 存 在 ,它们 都 满足 定理 的 条 件 ,它们 的 差 

и(=) = и (=) -и> (=) 

在 区 域 D 内 是 一 个 有 界 调和 函数 ,并 且 在 所 有 的 边界 点 5 天 各 处 都 取 等 于 0 的 值 . 
根据 定理 5,u(z) 在 DD 内 部 的 所 有 值 ,都 要 在 它 的 那些 边界 点 5 天 各 处 的 最 大 值 与 
最 小 值 之 间 , 即 ,都 等 于 0. 定理 已 经 得 证 . 

我 们 要 注意 ,在 定理 6 中, 区域 D 可 能 在 它 的 内 部 或 边界 上 含有 无 穷 远 点 .对 于 
无 界 函 数 来 说 ,这 定理 当然 是 不 正确 的 .例如 ,在 区 域 D Е х + y <2x ,并且 边界 
值 ( 除 z=0 处 外) 处 处 都 等 于 0 的 情形 下 , 便 有 取 所 给 边界 值 的 两 个 调和 函数 存 
在 (5) 5 и=0. 

жа ЖУА Э РНТ РА САО ЕТ Е НО ГРЕЯ. Е ЛЕЯ ЛАРЕ (8 25 Н) 86 
移 用 到 调和 函数 上 来 .例如 , 设 在 上 半 单 位 圆 内 ,xi(z)=y, 在 下 半 单 位 圆 内 ,xz(z) 
二 0 ,于 是 在 线段 (一 1,1) 上 便 有 w= wu;. 但 是 ,在 上 半 单 位 圆 内 等 于 z 而 在 下 半 单 
位 圆 内 等 于 x2: 的 那个 函数 u(xz), 却 不 是 一 个 调和 函数 ,因为 在 直径 y=0 的 点 上 它 
没有 导数 .可 是 对 称 原理 与 解析 延 拓 原理 (第 35 目 ) 对 于 调和 函数 仍然 保持 有 效 . 

定理 7( 对 称 原理 ) АЖ и (2) 6% DD 内 是 调和 兄 数 ,DI 的 边界 含有 实 轴 
的 一 段 线段 (a,B), 并 且 ui(z) 在 这 线段 上 等 于 0. 那么 函数 

us(z)=— ui(z) (6) 

在 关于 实 轴 与 DD 对称 的 那个 区 域 D, 内 是 调和 部 数 , 并 且 给 出 函数 и (=) DD, 内 的 
解析 延 拓 . 

实际 上 ,显然 u,(z) 在 区 域 D: 内 是 个 调和 函数 .这 可 以 由 条 件 (6) 中 直接 推出 ， 
因为 ,把 式 (6) 写 成 u(x ‚У) 一 一 LI(Z， yy) 的 形状 , 便 有 

и, (х,у) _ 9и (=, у) и, (х,у) _ и (х, — у) 


дж? дт ду? ду? 
余下 还 要 证 明 : ВАХ 
и. (=), Жр, 
кот Ж(а,В) Е, 
и2(=), 在 DD; 内 


在 区 域 D= р, + (а, 8) + DD; 内 是 个 调和 函数 .函数 u(z) 在 D 内 是 连续 的 ,并 且 在 
任何 一 个 点 z 处 , 它 的 值 都 等 于 在 一 个 以 z 为 圆心 而 半径 足够 小 的 圆周 上 的 那些 值 
的 算术 平均 值 .对 于 在 区 域 D, 与 也 :内 的 那些 点 来 说 ,这 可 以 由 u1(z) 与 и (=) 
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和 函数 而 得 出 .对 于 在 线段 (a ,8) 上 的 那些 点 来 说 ,xs(z)=0, 这 可 以 从 对 称 考 虑 得 
出 .于 是 ,根据 上 一 目 中 的 定理 9, 函数 u(z) 在 区 域 D 内 是 一 个 调和 函数 . 

定理 8( 解 析 延 拓 原 理 ) ”如 果 函 数 u(z) 在 区 域 万 内 是 调和 函数 ,万 的 边界 含 
有 一 段 解析 缴 y ,并 且 u(z) 在 这 段 缴 上 的 那些 值 ,形成 一 个 参 变 量 的 实 解 析 函 数 , 那 
么 函数 u(z) 便 可 以 经 过 缴 y 解析 延 拓 . 

首先 , 设 у 是 实 轴 x 上 的 一 段 线段 (a,B). 由 于 实 函 数 wx(z) 依 照 条 件 在 У 上 是 
解析 的 ,所 以 它 可 以 被 解析 延 拓 到 复数 区 域 里 去 (参看 第 35 目 中 解析 延 拓 原理 的 证 
明 ) .我 们 把 这 个 延 拓 记 作 f(z) 一 一 这 函数 是 一 个 在 线段 (a,B) 的 邻 域 A 内 的 解析 
( 复 ) 函 数 , 它 的 实数 部 分 uj(z) 是 在 A 内 的 调和 函数 ,在 线段 x 上 等 于 u(x). 根 据 
定理 7, 差 и(=) 一 ui(z) 可 以 解析 延 拓 到 这 线段 的 外 面 去 ,也 就 是 , 延 拓 到 关于 线段 
у 与 区 域 D ША 的 相交 部 分 成 对 称 的 那个 区 域 .由 于 ui(z) 在 这 区 域内 是 已 经 被 确 
定 了 的 ,这 样 的 延 拓 便 给 出 了 u(z) 向 这 个 区 域内 的 解析 延 拓 . 对 于 这 个 特殊 情况 来 
说 ,定理 已 经 证 明了 . 

要 过 渡 到 一 般 的 情形 上 去 ,我 们 假定 : 弧 7 是 由 参数 方程 z= z(t) 所 给 出 的 ,其 
中 z(z) 是 一 个 在 实 轴 的 线段 (c ,8) 上 的 解析 图 数 ,并 且 = (ti 和 0. 按照 所 给 条 件 ‚РА 
Жи! =(1)| = U(z) 在 这 线段 上 也 是 解析 的 .我 们 把 函数 = z(t) 延 拓 到 值 1 的 一 个 
包含 线段 (a,B) 的 复数 区 域内 去 ,并 且 把 Е 的 复数 值 记 作 “5 ,而 把 所 得 到 的 那个 延 拓 
ИМЕ ===(5). ЖЖ и[=(6)| = U(05) 在 线段 (c,B8) 的 一 边 是 调和 函数 (参看 上 一 目 
中 的 定理 11), 并 且 在 这 线段 上 (这 里 = г) АЛИВ U(z). 因 此 ,根据 刚才 所 证 明 
的 特殊 情形 ,U(E) 可 以 经 过 线段 (a ,PB) 来 延 拓 ,于 是 ,回转 到 变量 > 上 来 * ,我 们 便 
得 出 图 数 u(z ) 经 过 曲线 7 的 解析 延 拓 .定理 已 经 证 明了 . 

最 后 我 们 还 要 指出 : 当 给 定 了 区 域 р, 与 D, ,并 且 它 们 的 边界 的 公共 部 分 7 也 
已 经 给 出 时 ,调和 函数 и, (=) 25 У 到 DD, 内 的 解析 延 拓 ” 便 被 唯一 地 确定 了 .这 可 
以 把 定理 4 应 用 到 区 域 D, = р, р= р, + YY+D;, 而 得 出 . 

43. 狄 利克 雷 问 题 全体 调 和 函数 的 总 体 ,是 拉 普 拉 斯 方程 

ии о (1) 
дх? ду 

的 所 有 解 的 总 体 ,这 方程 是 最 简单 的 二 阶 偏 微分 方程 之 一 .类 似 于 常 微分 方程 情形 ， 
为 了 可 以 区 分 出 一 个 确定 的 解 而 给 出 了 附加 的 条 件 . 完 全 一 样 ,为 了 要 完全 确定 拉 普 
拉 斯 方程 的 一 个 解 , 也 需要 一 些 附加 的 条 件 .对 于 拉 普 拉 斯 方程 的 这 些 条 件 ,通常 表 
述 成 称 之 谓 边 值 条 件 的 形状 , 即 ,表述 成 所 求解 在 区 域 的 边界 上 所 应 当 满 足 的 一 些 给 
定 关系 式 的 形状 . 这样 的 边 值 条 件 , 可 以 由 所 给 问题 的 解 的 那些 物理 条 件 本 身 , 自 然 


* 为 了 要 回 到 变量 > 上 ,需要 用 5= 5(z) 代 入 U(5) 内 ,其 中 5(z) 是 =) АЖ. ВХ 5(z) 在 7 的 某 
一 个 邻 域内 是 单 值 而 且 解 析 的 ,因为 ,按照 所 给 的 条 件 , 在 (a,B) 上 有 z (1) 关 0. 
жж 对 于 调和 函数 的 解析 延 拓 来 讲 ,第 25 目 中 的 定义 仍然 保持 不 变 , 只 要 把 “解析 的 换 成 “调和 的 "就 是 了 . 
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地 得 到 . 

这 类 条 件 中 最 简单 的 那 一 种 ,归结 为 在 区 域 的 边界 的 每 一 点 上 给 定 所 求 的 调和 
图 数 的 值 .由 此 ,产生 了 所 谓 第 一 边 值 问题 ,或 者 , 狄 利 克 雷 (Dirichlet) 问题” 

求 出 一 个 在 区 域 DD 内 调和 并 且 在 D 内 连续 的 函数 (zz), 使 它 在 万 的 边界 上 取 

已 经 给 定 的 连续 值 x (5). 

例如 ,在 某 一 个 区 域内 求 热 场 的 温度 或 静电 场 的 势能 , 当 在 这 区 域 的 边界 上 的 温 
度 或 势能 已 经 知道 时 , 便 可 化 为 犹 利克 雷 问题 .我 们 在 下 面 将 看 到 ,其 他 类 型 的 边 值 
问题 ,也 可 以 化 成 狄 利克 雷 问 题 . 

在 应 用 中 ,边界 值 &(5) 是 连续 的 这 个 条 件 ,是 限制 过 严 了 ,所 以 需要 考虑 广义 
狄 利 死 雷 问题 : 

设 已 经 在 区 域 р 的 边界 C 上 给 出 了 一 个 函数 xz(5), 它 除了 在 有 限 多 个 点 С, 
5 ,5 处 有 第 一 类 间断 点 外 ,是 处 处 连续 的 .要 求 找 出 一 个 在 区 域 DD 内 的 有 界 调 
和 函数 wx(z), 使 它 在 函数 w(5) 的 所 有 连续 点 处 都 取 值 (5)”. 

上 一 目 中 的 定理 6, 现 在 可 以 表述 为 广义 犹 利 元 雷 问题 的 解 的 唯一 性 定理 . 

定理 1 在 给 定 的 区 域 D 内, 当 边界 函数 x(5) 已 知 时 ,只 能 有 广义 狄 利 克 雷 问 
题 的 一 个 解 存在 . 

广义 犹 利 克 雷 问题 的 解 可 以 用 一 种 方法 来 化 成 通常 的 犹 利克 雷 问题 的 解 .为 了 
简单 起 见 ,我 们 只 限于 讨论 单 连 通 区 域 的 情形 . ч СЮ 的 边界 C 按 正方 向 与 按 
负 方 向 趋 于 点 和 时 ,边界 函数 (5) 的 极限 值 ,我们 分 别 记 作 и (6) 5и" (5&4). 用 

hi=u (6) и (6,) 
来 表示 u(8) 在 点 入 处 的 跃 距 . 为 了 一 臻 起见, 我们 假设 和 是 周 线 C МН к. Я 
фь 与 px 来 表示 路 线 C 在 氮 各 处 的 左 切线 与 右 切 
线 同 z 轴 之 间 所 成 的 角度 (图 97). 再 设 
0, 一 Фь — Ф, py 

(如 果 СЛЕ АА, a = – r) .我 们 来 考虑 
图 数 


шв) = arg(z — С, ), 


其 中 的 arg 表示 辐 角 的 一 个 适当 选择 出 来 的 分 图 97 
支 .显然 ,这 函数 是 在 D 内 的 调和 函数 ,并 且 在 Б 内 除了 点 5= 羽 处 以 外 是 处 处 连续 
的 .如 果 z 沿 着 一 条 其 在 点 6 处 的 切线 同 x 轴 形 成 角 9 (9 的 值 包含 在 pz 与 of 之 


ж 狄 利克 雷 (Dirichlet,1805 一 1859) ,德国 数学 家 . 
жж ”如 果 所 给 的 函数 x(5) 是 连续 的 ,那么 广义 狄 利 克 雷 问题 便 同 通常 的 狄 利克 雷 问 题 相符 合 ,因为 , 画 数 
x(z) 是 有 界 的 这 个 条 件 ,可 以 由 u(z) 在 DD 内 是 连续 的 这 条 件 自动 得 出 . 
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间 ) 的 路 线 趋 于 & ,那么 这 个 函数 ww (=) 便 趋 于 极限 2e0 因此 , 当 “ 沿 着 曲线 С 按 正 


方向 经 过 点 时 ,函数 ww( 5) 便 经 历 一 个 跃 距 zegi - 2 =. 
现在 设 u(z) 是 广义 犹 利克 雷 问题 当 边界 值 (5) 已 知 时 的 一 个 解 .我 们 来 考虑 
函数 


U(z)=u(z)- >) Marg(z 6), (2) 


k= 


它 在 区 域 D 内 是 个 调和 函数 ,并 且 在 О 内 是 连续 的 .事实 上 ,u(z) 和 所 有 函数 
шв) = arg(z — 5 ) 
在 DD 内 都 是 调和 函数 .从 而 , 当 一 5 天 和 时 ,U(z) 的 极限 值 等 于 
Они - У) ш( О, (3) 


k=1 


而 且 函 数 U( 5) 当 经 过 每 一 个 名 点 时 也 仍旧 是 连续 的 ,因为 在 构成 U5) 时 ,我 们 已 
经 从 在 点 名 处 有 路 距 信 的 那个 函数 wx( 5) 中 , 减 去 了 在 这 个 点 处 有 同一 跃 距 的 一 个 
函数 w( ,而 (3) 的 和 式 中 其 余 的 那些 项 在 这 个 点 处 都 是 连续 的 . 

因此 ,在 实际 上 ,广义 狄 利克 雷 问题 的 解 (=) ,可 以 表示 成 一 个 具有 连续 边界 
оар) >) wu(5) 的 狄 利克 雷 问题 的 解 U(z) 与 函数 > ，w (=) 的 和 : 


и(=)=0(=)+ >) arg(z—&). (4) 

根据 定理 1, 所 求 得 的 解 是 唯一 的 . 

由 式 (4) 可 以 得 出 下 面 那个 说 明 广义 狄 利克 雷 问 题 的 解 在 点 & 的 邻 域 内 性 状 的 
定理 : 

定理 2 当 > 沿 着 各 种 不 同 的 路 线 趋 近 边界 函数 (5) 的 间断 点 时 ,广义 犹 利 
克 雷 问题 的 解 u(z), 可 以 趋 于 在 u (&) 与 u'( 纪 ) 之 间 的 任何 一 个 极限 . 

实际 上 , 设 z 沿 着 一 条 路 线 趋 于 和 , 而 这 条 路 线 在 点 6 处 的 切线 同 x 轴 形 成 角 
0 ,由 公式 (4) 可 以 得 出 ,这 时 x(z) 趋 于 极限 


ша.) +246, (5) 


其 中 z(&) 是 当 v 隆 k& 时 所 有 函数 wu(z) 与 U(z) 的 和 的 极限 值 ,这 极限 值 同 趋 于 
所 名 的 方式 无 天 .特别 是 , 当 z 沿 着 曲线 C 按 负 方 向 趋 于 点 吕 时 ,我 们 有 


а, 
所 以 (5) 式 可 以 改写 成 
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С) =" (+ "(9-91 ) 


的 形状 .由 此 便 得 出 定理 2 的 结论 (参看 图 97). 
我 们 转 到 对 于 任意 一 个 单 连 区 域 刀 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 上 来 .首先 我 们 来 考虑 
р 是 单位 圆 |z|<1 时 的 情形 .在 这 种 情况 下 问题 的 解 要 以 下 面 的 引 理 为 基础 : 
引 理 АХАЖ U(z,5), 其 中 
z= ре, с = е, < г<1, 05$, <, 
1) 是 非 负 连续 函数 ， 
2) 对 于 任何 一 个 z 都 有 


二 | U(z, Cdt=1, (6) 


3) 当 => =е (ВИ ЕЕ Л) т Н. 620, в Ж (=, 6) 
趋 于 0, 并 且 关 于 是 一 致 的 ”. 

那么 对 于 任何 一 个 具有 第 一 类 间断 点 的 逐 段 连续 的 实 函 数 ww(5), 在 它 的 每 一 
个 连续 点 2 处 ,都 存在 极限 


lm | иОС, 04 = и ($). (7) 


st 2 
要 证 明 这 个 引 理 ,我 们 首先 利用 条 件 2) ,把 (7) 式 左 端 中 的 积分 同 它 的 假定 的 极 
限 之 间 的 差 ,表示 成 下 列 形状 : 


4= 云 | ыы, ра. 


给 定 任意 一 个 正 数 s>0, 利 用 xx(5) 在 点 % 处 的 连 
续 性 ,总 可 以 选取 一 个 $>0, 使 得 当 |z -zo|<26 时 ,都 
有 

|406) – и(5,)1<е. 
(图 98) .于 是 我 们 有 
_ 1 1 
45, 11-101<26 тя 11—20 [2226 ’ 

式 中 的 那 两 个 积分 是 沿 着 单位 圆周 上 的 两 段 弧 来 取 的 , о 
在 这 两 段 弧 上 的 点 的 辐 角 ,分 别 满足 其 所 相应 的 不 等 式 . 


* 条 件 3) 的 确切 意义 如 下 :对 于 任何 一 个 e>0, 我 们 总 可 以 找到 两 个 数 p<1 及 98>0, 使 得 在 >>1-o 和 
|p 一 to|<6 时 ,对 于 一 切 满足 不 等 式 |t 01220 的 1 来 说 ,不 等 式 
0<0(=, 6) < е 
都 必定 成 立 . 
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对 于 其 中 的 第 一 个 积分 ,应 用 数学 分 析 中 所 熟知 的 中 值 定理 * ,然后 再 利用 条 件 1) 与 
2) ,我 们 便 得 出 


о о “0 = и(60)1 00, 6) 


& 
<= |ы (=, О! 


< |” U(z,t)di=e. (8) 


现在 设 | ov -zo|< 5, 于 是 对 于 区 间 |t 一 to|>>26 中 所 有 的 z 值 ,我 们 有 
|ф- 11 >56, НИ: 3) ,总 可 以 找到 一 个 正 数 o<1, 使 得 对 所 有 这 样 的 上 以 及 
~>1-0 来 说 ,不 等 式 U(z,5)<e 都 成 立 (参看 上 页 脚注 * ). 因 此 ,对 于 在 图 98 中 
用 和 斜 线 标 出 的 那个 区 域 ( 即 ,|e- 如 |<s,r>1-co) 内 所 有 的 = 来 说 ,都 将 有 : 
СС – u(to)IU(z, Ed 
其 中 的 М 是 |u(&)| 在 圆周 上 的 最 大 值 .把 所 得 的 这 两 个 不 等 式 (8) 与 (9) 联 合 起 来 ， 
我 们 便 得 出 :对 于 图 98 中 用 斜 线 标 出 的 那个 区 域内 所 有 的 z 来 说 ,都 有 |A| 科 (1+ 
2M)e ,所 以 引 理 便 已 经 证 明了 . 

我 们 转 到 对 于 圆 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 上 来 ,为 此 ,我 们 注意 , 引 理 中 的 那个 函数 
U(Cz,5), 可 以 由 几何 方法 得 到 一 一 将 它 看 成 是 把 圆 |z|<1 映 到 右 半 平面 Re w>0 
上 去 的 共 形 映射 的 实数 部 分 

+z 1-|z|’ 1-х 
рр Чо) 

事实 上 ,对 于 这 个 函数 来 说 , 引 理 中 的 性 质 1) 与 3) 显 然 成 立 ,而 性 质 2) 则 可 以 
由 区 分 出 等 式 


<=. “2M(2x -26)<2eM, (9) 


2а C+ .此 -1 


27 б 201 2пі 


Il=1 б— < Ве 


的 实数 部 分 而 得 到 ,这 等 式 很 容易 根据 23 НЧ Са 5 


2520) 时 在 单位 圆 内 有 两 个 极点 :具有 留 数 -1 的 5=0 与 具有 留 数 2 的 5=z; 当 >= 
0 时 等 式 自 然 得 出 ). 
现在 已 经 不 难 证 明 : 泊 松 给 出 了 对 于 单位 圆 的 广义 狄 利克 震 问题 的 解 ( 泊 松 
(Poisson)” ,1823) 
54 (z=re”) (11) 


—_ 1 2х и\. 1-7" 
(а); |, ue ) 1—2rcos(t 一 Op) 十 7 
事实 上 ,由 积分 (11) 所 定 出 的 那个 函数 u(x), 是 函数 
1 21 , 6 十 之 。 i 
Г) 5 |, «Саас (ре) (12) 


* 参看 Фнхтентольц, 42, Я 133 页 ;在 这 里 可 以 应 用 这 个 定理 ,因为 我 人 有 Ц(=,5)0. 
жж 泊 松 (Poisson,1781 一 1840) ,法 国 物 理学 家 和 数学 家 . 
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的 实数 部 分 .根据 第 16 目 中 的 定理 4, 消 数 /(z) 在 单位 圆 内 是 解析 的 ,所 以 ,u(xz) 在 
单位 圆 内 是 个 调和 函数 . 它 是 有 界 的 ,因为 ,由 (11) 式 可 以 得 出 


М (" 1-х 
ММГ мм, 
[и (=) 27 Јо 25007 о) +72 М 


其 中 М а (в) ЕФ АА ЕАН СЯН Г (10) ЕЛА 2)). 最后， 
根据 上 面 的 引 理 , 当 z 趋 于 xz(5) 的 任何 一 个 连续 点 5 时 ,图 数 wx(z) 趋 于 xx(5). 这 
便 是 我 们 所 需要 证 明 的 . 

现在 不 难 证 明 ,对 于 任意 的 单 连通 区 域 ,广义 狄 利克 雷 问 题 也 是 可 以 解 的 . 

定理 3 ТЕН ЛЕВА, БЫ ЛАЯ НИИ 
续 的 边界 函数 u(5), 广 义 犹 利克 雷 问 题 的 解 都 存在 . 

事实 上 ,根据 第 28 目 中 的 基本 定理 ,必定 有 一 个 把 区 域 D 映 到 单位 圆 |w|<1 
上 去 的 共 形 映射 w = о (с). ЛЕ О 的 边界 上 给 出 逐 段 连续 的 那些 值 (&) ,在 这 
映射 下 被 变换 成 在 单位 圆周 上 了 逐 段 连续 的 值 

и 2(0))= О(о), 

其 中 函数 z=z(w) 是 w= зо (е) У Р. Е АН, НГ РАН ВНЖ 
(11) 来 构成 一 个 在 圆 | w|<1 内 的 调和 水 数 U(w). 于 是 ,根据 第 41 目 中 的 定理 11, 
因数 


и(=) = Ош (=)] (13) 
是 一 个 在 区 域 D 内 的 调和 函数 . 它 同 U(w) 一 样 是 有 界 的 ,并 且 , 当 = РА 
数 (&) 的 一 个 连续 点 8 时, 它 趋 于 值 (5) = ULw(8)j], 因 为 这 时 点 w= (х) 
РЖ U(w) 的 连续 点 w= w(5). 因 此 ,函数 (13) 给 出 了 对 于 区 域 р 的 广义 狭 利克 
雷 问题 的 解答 .定理 3 已 经 证 明了 . 
如 果 区 域 D 的 边界 C 没有 无 穷 远 分 支 ,并 且 还 具有 连续 的 曲率 的 话 ,那么 广义 
狄 利克 和 雷 来 问题 的 解 , 便 可 以 用 一 个 独自 的 公式 来 表达 .为 了 要 得 出 这 个 公式 ,我 们 
固定 区 域 D 内 的 任意 一 个 点 zo ,并且 用 
w= f(z;z0), f(zo;zo0)=0 (14) 
来 表示 把 D 映射 到 单位 圆 |w|<1 上 去 的 那个 函数 . 同 在 证 明定 理 3 时 一 样 , 当 变 换 
到 zw 平面 上 来 之 后 ,我们 便 可 以 利用 油 松 积分 来 表达 出 狄 利 死 雷 问题 的 解 . 就 特例 
来 讲 , 仍 旧 沿 用 那个 证 明 中 所 引入 的 那些 记号 ,在 圆心 w=0 处 我 们 得 到 


000) = 元 | (д = 元 ода, (15) 


其 中 w=e" ,又 дс = dr МН | | =1 ВЕ 7С. 
根据 第 29 目 中 的 定理 1, 在 我 们 的 这 些 条 件 之 下 ,函数 (14) 在 边界 上 具有 连续 
导数 ,因此 
ав = |Р (532) 145, 
其 中 ds 是 C 的 对 应 于 do 的 弧 长 单元 .我 们 用 dn 来 表示 C 的 内 法 线 的 长 度 单元 ,用 


[43] $31 调和 函数 - 177. 


— do 来 表示 圆周 |o| =1 的 半径 的 对 应 于 dn 的 长 度 单元 ,于 是 有 
|f (б; 20) ап = – ар. 


因为 在 C 上 o= | 7F(8izo)|=1, 所 以 可 以 写成 ноя 


_ _4пр_ 99ү 1 
Р (6520) = 20 = dn Эт, 


其 中 元 表示 按照 C 的 内 法 线 方向 所 取 的 导数 .把 这 式 子 代 入 前 面 所 得 到 的 ds 的 表 
达 式 中 去 ,我 们 便 得 出 
_ 9 1 
do = FIn CE ds. (16) 


现在 就 剩 下 要 在 (15) 式 中 返回 到 变量 > 上 去 了 .考虑 到 (14) 式 的 规定 ,对 应 于 
点 也 =0 的 是 点 zo ,再 利用 关系 式 (16) ,我 们 便 得 到 


ие); || «09 ТЕ (17) 
РАЗ 
g(z3%0) = ту (18) 


称 作 对 于 区 域 D ВЖ (Стееп) 8, №, ора Е DD 内 除 掉 点 zo 处 以 外 是 处 处 
调和 的 ,在 点 zo 处 它 有 一 个 极点 .把 这 个 函数 引入 (17) 式 ,并 且 把 zo 换 成 z, 我 们 便 
得 出 了 所 要 找 的 广义 狄 利克 雷 问题 的 解 的 公式 (G. 格 林 (G. Стееп” ) 1928) 


ив | а) 28983904, (19) 


[元 是 沿 着 内 法 线 方向 所 取 的 导数 

格林 公式 把 对 某 一 个 区 域 D 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 ,通过 把 D 共 形 映射 到 单位 
圆 上 去 的 一 个 函数 的 对 数 来 表达 ,也 就 是 说 , 它 把 解 狄 利克 雷 问题 ,化 成 共 形 映射 的 
问题 . 反 过 来 也 可 以 证 明 :如 果 已 经 知道 了 对 某 一 个 区 域 D 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 , 便 
可 以 构造 一 个 把 这 区 域 映 到 单位 圆 上 去 的 共 形 映射 

事实 上 ,根据 基本 定理 ,这 样 的 一 个 映射 w= /zi zo) Гозо) =0 必定 存在 
先 姑且 假定 我 们 已 知道 了 这 个 映射 ,而 考虑 函数 


ЕОс) = 5587 ра) = im f= ауз). 


显然 ,这 函数 在 区 域 D 内 是 解析 的 ,并 且 处 处 部 不 等 于 ООЖ Л(=; zxo) 只 有 == zo 
时 方 等 于 0, 但 由 于 映射 是 共 形 的 , 广 (zo; 20 )7-0). ТИ, АЖ U(z)=In|F(z)| 在 


* G. 格 林 (George Стееп, 1793—1841) ,英国 数学 家 . 
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р 内 是 个 调和 函数 . 它 在 区 域 D 的 边界 C 上 的 值 
Ибо) а 
5 一 Z0 | С — = | 

与 图 数 /(z ;zo) 的 形状 无 关 , 因 为 在 C ЕС; = )|=1. 

现在 假设 ,函数 /(z;zo) 是 未 知 的 .根据 已 给 出 的 调和 函数 的 边界 值 U(5) ,我 
们 可 以 唯一 地 重新 恢复 U(z) 在 DD 的 内 部 的 值 ( 犹 利克 雷 问题 ). 然 后 ,我 们 再 借助 
积分 法 来 建立 其 共 固 的 调和 哨 数 V(z), 求 出 它 可 以 精确 到 相差 一 个 常数 项 a. 这 
样 ,我 们 便 求 得 函数 


О(5) = 


Ln С(2) = U(z)+t+iV(z)+ia, 
随后 可 以 得 出 所 求 的 共 形 映射 
f(z;zo) — (= —_ = ) ee 一 ei (= 2 )е 0) (20) 
这 个 映射 的 确定 可 以 精确 到 作 一 次 任意 旋转 ,这 正 与 所 取 的 规定 条 件 相 符 . 
因此 ,把 一 个 区 域 映 到 单位 圆 上 去 的 共 形 映射 的 问题 ,与 对 这 同一 区 域 的 狄 利克 
雷 问题 是 等 价 的 ;它们 可 以 借助 简单 的 微分 和 积分 运算 彼此 转化 . 
把 一 个 区 域 D 映 到 带 形 0< wv<1 上 去 的 映射 
w= f(z), f(z1)= – оо, f(zs)=0, f(z;3)=% 
的 问题 ,还 可 以 更 简单 地 化 成 广义 犹 利克 雷 问 题 .我 们 先 按照 下 述 边 值 条 件 来 求 出 一 
个 调和 函数 э(=): Е О 的 边界 C В =, ==. Е (6) = 0, ШЕЕ C 的 其 他 部 分 上 
v(C)=1. 然 后 求 出 一 个 与 它 共 轿 的 调和 肾 数 u(xz), 使 其 满足 条 件 и(=2)=0. 函数 
f(z)=u(z)+iv(z) 
便 是 所 求 的 那个 映射 . 
44. 例题 .补充 
(1) 施 瓦 蒋 积 分 由 上 一 目 中 的 积分 (12) 所 确定 的 也 数 


Ро) 5 | ас аас (5=e)， (1) 


其 中 C 是 一 个 实数 常量 , 解 下 述 问题 : 求 出 一 个 在 圆 |z|<1 内 解析 的 函数 f(z), 使 
得 在 圆周 上 它 的 实数 部 分 在 函数 и (5) 的 每 一 个 连续 点 三 处 所 取 的 值 , 是 已 知 值 
и(5) (Н.%ЕХ ,1869). 

事实 上 ,根据 犹 利克 雷 问题 的 解 的 唯一 性 定理 ,函数 f(z) 的 实数 部 分 &(z) 可 以 
由 它 本 里 的 边界 值 完全 确定 ,由 柯 西 — 黎 坚 方程 又 可 以 得 出 ,这 时 它 的 虚数 部 分 
v(z), 在 可 以 相差 一 个 常数 项 的 范围 内 也 已 经 被 确定 .因此 , 当 C 取 各 种 不 同 的 值 
时 ,(1) 式 便 包 含 了 所 提问 题 的 一 切 解 . 

在 这 式 中 令 z=0, 并 利用 中 值 定理 ,这 时 得 到 带 积分 的 那 一 项 等 于 x(0) ,因此 
我 们 能 确信 常数 C= vw(0). 

在 施 瓦 次 积分 中 区 分 出 虚数 部 分 ,我 们 便 得 到 调和 函数 v(xz) 的 一 个 用 它 的 共 
力 函 数 的 边界 值 来 表示 的 表达 式 
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1 人 й 279іп(ф- і) 
(=) =; || (е оозе 1) 024 С. (2) 


如 果 使 用 第 41 目 中 按 自己 的 实数 部 分 来 复原 解析 函数 的 方法 (第 41 目 中 的 (9) 
式 ) ,可 以 得 出 一 个 解 这 个 问题 的 积分 ,也 就 是 施 瓦 芯 积分 问题 ,但 是 与 上 面 这 个 积分 
有 些 不 同 .与 第 41 目 中 所 说 的 相对 应 ,我 们 令 = =0. 于 是 有 


2 2 
2 2 2 之 之 
= 22 + у= 5-2-0) 
У 4 4 А 
it 
re re 


ное 0) етер 
( 同 前 面 一 样 , 我 们 令 z= те? ,5=e ) ,把 这 个 代入 泪 松 积分 
__ 1 2х й 1- р? 
б) =), «толар DJ， 
再 根据 第 41 目 中 的 (9) 式 ,我 们 便 得 出 


-5 (= =\ о) = „(2.46 0) 
f(z)=24 5.) = ар) [=] 00), 


ОЕ - 7). (3) 


У =1 
(2) 对 于 半 平 面 的 狄 利克 雷 问 题 ” 设 在 实 轴 上 给 定 了 一 个 仅 具 有 有 限 多 个 间断 
КАНУН РИ и (1), ВЖЕ г + оо x( 芒 的 极限 存在 和 有 限 .为 了 要 想 求 出 在 实 轴 
上 取 这 些 已 知 值 而 在 上 半 平 面 内 调和 的 那个 函数 x(z) 在 点 z 处 的 值 ,我 们 作 一 个 
把 半 平 面 In 5>0 || <1 上 去 的 共 形 映射 
а= 52 
6-2 
因为 这 时 点 z 被 变换 成 w=0, 所 以 根据 中 值 定理 有 
00) = | (фак, (4) 


其 中 x[5(o)j=UGwo), 而 r 是 在 圆周 上 的 点 的 辐 角 
wt- 
| 


= = –:9 
р 21 


或 者 ,最 后 化 简 得 


C 


求 最 后 这 个 等 式 的 导数 ,我 们 得 到 
i 2 
e dr= 4, 
由 此 便 有 
Az = 2ydt _ 2wdt 
(£—z)(t—z) (1-х)? + у> 
在 (4) 中 代 回 到 原来 的 变量 > 和 上 上 去 ,结果 我 们 便 得 出 了 对 于 上 半 平 面 的 泊 松 积分 
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1 и 
= |. и(Е) (2-х) + у? (5) 


因为 ,显然 

У -Re 1 . 

(1-х) + у" Кету, 
所 以 可 以 对 把 半 平 面 的 施 瓦 茨 积 分 写成 

Кот, ао) с, (6) 

其 中 С УЗ (Нд, НЕН : ЗАНАЛ (6), ЯНЕ РЯБА и (г) 
ТОНЕВ. .要 这 个 积分 收敛 ,只 需要 壁 如 , 当 |z | оов, р и (г) 
于 0 的 速 Р а 一 个 常数 . 


我 们 来 举 一 些 例子 .根据 (5) 式 ,我 们 直接 得 到 一 个 在 上 半 平 面 内 的 调和 函数 ,这 
函数 在 实 轴 的 一 段 线段 (a， зы 1 ,而 在 实 轴 的 其 余部 分 上 等 于 0: 
_ 1 B— —х 
и(=) = 1р пру = 1. (аглап у у . 
如 果 引 进 由 2-а 55 一 B 这 两 个 向 量 与 x 实 轴 所 形成 的 那 两 个 角 Ф, 5 pe , 便 可 以 写 
成 


2 а 
— агсїап 


и(=) == (7) 


Л 


(从 图 99 中 可 以 看 出 : рь ф, +). Ш, ВА и (=) 
就 等 于 由 点 = 对 线段 态 所 作 的 那个 角 w 被 x 除 后 的 
值 .在 这 里 施 瓦 蒋 公式 也 可 以 适用 ,并 由 这 公式 得 出 

f(z)=L[ = ТР. (8) 


а шах 
现在 设 已 经 在 实 轴 上 给 定 了 п 个 点 
а! ›а>,`**,а, (-5<а<а.<:.'«а<9), 
要 求 得 出 一 个 在 上 半 平 面 内 的 调和 函数 u(xz), 使 它 
在 那些 线段 (- co ,ai),(ai,az), (aco) 上 ,分 别 取 常数 值 wo ,wi,…,u .这 问 
题 的 解 可 以 应 用 公式 (7) 来 得 出 : 


ие = Еф, - Ф) ++" (я-ф,), 
或 者 ,在 重新 集 项 之 后 ,得 到 


ии - и (и тиз) + (и –и,)+и,. (9) 


图 99 


* 这 解释 如 下 ,(6) 中 被 积 函 数 的 虚数 部 分 的 积分 收敛 比 积分 (5) 差 . 
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(3) 施 瓦 效 一 克利 斯 托 弗 积分 的 导出 ”作为 应 用 所 得 到 的 公式 的 例子 ,我 们 用 
这 公式 来 导出 施 瓦 蒋 - 克利 斯 托 弗 积分 ,这 比 在 第 37 目 中 要 简单 得 多 .我 们 仍然 沿 
用 在 第 37 目 中 所 用 的 那些 记号 .考虑 在 上 半 平 面 内 调和 的 限 数 

u(z)=arg f (z)=Im ln f(z), 

由 共 形 映射 的 导数 的 几何 意义 ,我们 得 出 :这 孔 数 在 线段 (一 2,al),(ail, 一 as),…， 
(а, ,co) 上 ,分 别 取 党 数值 wo ,ui,…, ,因为 ,这 些 线段 在 映射 下 都 变换 成 直线 
段 多 角形 的 边 . 在 线段 (- ce а) (а, ,co) 上 , 值 и, =и, =а-л=д, ЖИ а 
是 线段 A,A, 同 и 轴 所 成 的 角 . 当 通过 点 几时 ,函数 u(z) 的 值 增加 (1 — а, )r ,因为 线 
В A,Ai,1 是 由 线段 A,_1Ai 按 逆 时 针 方 向 旋转 这 一 个 角度 而 得 到 的 (参看 图 80). 因 
№, иь = и = (а, — 1)r .按照 公式 (9) ,我 们 这 时 求 得 


и(2) = (а, Dot Dott(o -Do +0=0+ У) (а а(х а). 
根据 这 已 知 的 虚数 部 分 , 便 容易 复原 那个 解析 函数 Е 
ш (е) = 1 С +10 + У; (а, -1)ш(=-а,), 
再 从 这 式 子 写成 指数 形式 ,然后 积分 ,我 们 就 得 出 了 所 求 的 共 形 映射 
Го) Сое. (а) lz a) l(a) 148+ С, (10) 
СОЕ, СНВ). 


(4) ТЕР - л< z<h 的 施 瓦 次 积分 对 于 圆 | w|<1 的 施 瓦 次 积分 的 
形状 为 


F(w)= 去 | U(ow) +, (11) 


其 中 w=e™( 参 看 (1) 式 ). 我 们 来 考虑 把 圆 | | < 1 ВЕ — А < Im <А 上 去 的 
那个 共 形 映射 


w=w(z)=th 2 


47 
这 个 映射 把 下 半圆 周 与 上 半圆 周 分 别 变换 成 带 形 的 下 沿 与 上 沿 ( 参 看 第 33 目 中 的 
(5) 0). 12 Е (2) 1= f(z), ULw(z)]=wu(z). 在 =z м ВРУ РЕ 


x 未- 
ш=е" = ф —(Е-й:) = (-л<т<0), 

Др pA 

р 
由 此 得 出 
nt 
_ 1 2 ' ліі 
Г ch лі 2hch 2 
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类 似 地 „ЛЕЗЬ НУ Ейт ЕН 


ь 2 
__ Е Л . _® 2h 
о = е = а( А) = (0<:<л), 
54 
由 此 得 出 
dr 三 一 ма 
2hch 5, 


把 这 代入 (11) 式 中 ,我 们 有 
f(z) = ат асо) "220 | а 


> УТЕС dt 


+ | и. (+) +, 


Ес с 
其 中 wu,(z) 表 示 u(%) 在 点 8=1+ 访 处 的 值 ,s, 与 c, 表 示 务 的 双 曲 正弦 与 双 曲 余 


3,1, = д .再 作 一 些 简单 的 变换 之 后 ,结果 我 们 最 终 得 出 


1 > и. (1) Ни_ (2) 
Гб) |. 一 一 必 
ch 5 (1 =) 


ЕЕ — С: (12) 
ch > СВ оу 
对 于 带 形 0< у< 1 ,这 公式 也 可 以 改写 成 
К) (7 oh th dtc. (13) 


(5) ивтл А (19214) 这 公式 给 出 了 一 个 共 形 映射 w= f(z) 的 表达 式 , 这 
个 映射 把 圆 |z|<1 映 到 任意 一 个 由 周 线 С 所 围 成 的 单 连通 区 域 六 上 去 ,只 要 在 圆 
周 的 每 一 个 点 з=е" Е, С 在 对 应 于 z 的 点 w 处 的 切线 的 那个 倾斜 角 3= 9 (+) е2 
知道 . 设 dz = ie”di 与 dw = |dw|e” 是 圆周 与 曲线 C 的 在 这 个 共 形 映射 下 互相 对 应 
的 单元 ,于 是 在 圆周 上 


dw i070 „1ш! 


dz di 
由 于 f(z) 实 施 一 个 共 形 映射 ,所 以 邻 < 隆 0 和 函数 - iln| i 5 | 在 圆 |z| <1 内 是 正 
则 的 ,并 且 按照 上 面 的 结果 , 它 的 实数 部 分 在 圆周 | z| =1 上 等 于 9 ~t. 另 一 方面 ,由 


ж 这 公式 通常 叫做 由 拉丁 尼 公 式 .但 是 帕拉丁 尼 发 表 这 公式 在 1915 年 ,而 当时 这 公式 已 经 以 稍 加 改变 的 形 
式 包含 在 格拉 维 (JI. A.Tpaee) 的 著作 “ 论 在 绘制 地 图 的 数学 理论 中 的 一 些 基 本 问题 "(彼得 堡 ,1896) 中 了 . 
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初等 几何 学 上 的 理由 显然 有 :在 这 圆周 上 
Ве! – Ип[- (1- х)? ]{ = т + 2агр(1- х) =; 
( 见 图 100 ,其 中 arg(1 一 z) 被 表示 成 p). 所 以 ,在 圆 | z|<1 内 正则 的 图 数 


g(z)= -iln| = (1-9 (14) 


的 实数 部 分 ,在 圆周 |z| =1 上 等 于 8. 如 果 函 数 3(z) 
已 经 知道 ,那么 函数 g(z) 便 可 以 借助 施 瓦 次 积分 而 
求 得 


g(z)= 去 | ИХ: 
其 中 A 是 一 个 实数 常量 .知道 了 g(z) 之 后 ,我 们 就 
可 以 由 (14) 式 来 得 出 所 求 的 那个 共 形 映射 
= 0) | пы, (16) 
一 般 说 来 ,函数 %(:) 是 未 知 的 ,所 以 契 磋 蒂 公 式 
(16) 实 际 上 并 没有 给 出 共 形 映射 问题 的 一 个 有 效 的 解 .但 是 ,只 要 %(i) 可 以 从 某 一 
种 考虑 中 求 出 ,这 个 公式 便 显得 非常 有 用 .例如 ,在 把 圆 映 射 成 多 角形 %(z) 的 问题 
中 ,在 圆周 的 每 一 段 对 应 于 多 角形 的 一 条 边 的 弧 上 ,3(z) 都 等 于 一 个 已 知 常量 ,所 以 
施 瓦 茨 — 克利 斯 托 弗 公式 可 以 很 容易 地 从 契 磋 蒂 公 式 得 出 . 
(6) 诺 伊 曼 问题 同 狄 利 克 雷 问题 一 样 , 在 有 些 应 用 中 ,考虑 所 谓 第 二 边 值 问 
题 ,也 叫做 诺 伊 曼 * (Neumann) 问 题 它 是 很 重要 的 . 
求 区 域 D 内 的 一 个 调和 函数 w(z) ,已 知 在 万 的 边界 C 上 它 的 法 线 方向 的 导数 
的 什 


Ри +А, (15) 


图 100 


ди _ди ди. — 
Эт 9295 @ + aysin a = g(¢), (17) 


以 及 u(z) 在 区 域 中 的 某 一 个 点 zo 处 的 值 u (zo). 

为 了 确定 起 见 ,我 们 假定 :在 (17) 式 中 考虑 的 是 外 法 线 ,a 表示 这 法 线 与 x 轴 所 
成 的 角 . 函数 g(8) 在 C 上 可 以 有 有 限 多 个 第 一 类 间断 点 ,函数 与 它 的 一 阶 偏 导数 
都 假定 是 有 界 的 . 

由 第 41 目 中 的 定理 12 可 以 得 出 :要 诺 伊 曼 问 题 可 解 ,必须 关系 式 


|004 =0 (18) 


被 满足 .我 们 来 证 明 详 伊 曼 问题 的 解 的 唯一 性 . 首先 注意 ,利用 一 个 辅助 的 共 形 映射 
== (=, ) ,把 上 半 平 面 Im =, >0 映 到 区 域 D 上 去 ,这 就 可 以 把 对 于 DD 的 诺 伊 曼 问 
题 , 化 成 对 于 上 半 平 面 的 诺 伊 曼 问 题 .事实 上 , 设 u(z) 是 对 于 区 域 р 具有 已 知 边界 


ж 卡尔 : 诺 伊 曼 (Karl Мештапп, 1832—1925) ,德国 数学 家 . 
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РА (С) ВОТ Га НОЈЕ. 函数 

и (21) = ul (=) | 
在 上 半 平 面 内 是 调和 的 .由 于 在 这 个 共 形 映射 下 ,C 的 内 法 线 方向 变换 成 轴 y, = 
Im zi 的 正方 向 (除了 曲线 С 的 按 我 们 一 般 假设 为 有 限 多 个 角 点 处 外 ,处 处 都 是 如 
此 ), 又 由 于 法 线 的 长 度 单元 dn 与 它 所 对 应 的 长 度 单元 dy 的 比 等 于 这 映射 的 延伸 
系数 , 即 ,等 于 | (zi)|, 所 以 ,在 轴 х, = Ке zi 上 我 们 有 


EAA 


РЖ р(х) х Е, ТЭН 于 曲线 С М КЕНИЯ е (х, ) 180 
有 限 多 个 间断 点 处 外 ,是 处 处 连续 的 .并 且 , 可 以 由 这 共 形 映射 与 那个 已 给 边界 函数 
来 完全 确定 .现在 如 果 不 知 道 x(z) ,而 对 上 半 平 面 Im z >0 ИМЯ РЖ в, (x1) 
来 解 出 诺 伊 受 问 题 ,那么 函数 = ф(х) z= f(zi) 的 逆 映 
射 一 一 显然 将 是 对 于 区 域 р 的 诺 伊 曼 问 题 的 解 . 

上 面 所 作 的 讨论 说 明了 ,在 证 明 庄 伊 曼 问题 的 解 的 唯一 性 时 ,可 以 只 限于 考虑 
р 是 半 平 面 时 的 情形 .假设 有 诺 伊 曼 问 题 的 两 个 解 u,(z) 与 u,(z) 存 在 ,那么 ,它们 
的 差 


u(z)= ui(z)— us(z) 
在 上 半 平 面 内 是 一 个 调和 函数 ,并 且 , 在 x 灿 上 它 的 法 线 方向 导数 也 -0, 而 且 在 某 


一 个 点 aa 处 (zo) = 0. 函数 条 在 上 半 平 面 内 是 一 个 有 界 调和 函数 ,并 且 在 z 轴 上 
等 于 0, 这 就 是 说 , 它 是 一 个 对 于 上 半 平 面 和 具有 等 于 0 的 边界 值 的 狄 利克 雷 问题 的 
解 . 因为 这 个 狄 利克 雷 问题 的 解 是 一 个 恒 等 于 0 的 函数 ,所 以 天 二 0 而 此 时 u(z) 应 
当 是 一 个 常数 ,并 且 按照 条 件 u(z。) =0, 它 必定 等 于 0. 诺 伊 曼 问题 的 解 的 唯一 性 已 


经 得 证 . 

如 果 再 加 上 一 个 补充 的 假定 , 设 偏 导 数 在 D 内 是 连续 的 ,那么 , 求 诺 伊 曼 问题 的 
解 ,可 以 化 成 求 共 罗 调和 函数 的 犹 利克 雷 问 题 的 解 . 

事实 上 , 设 v(z) 是 一 个 与 wx(z) 共 斩 的 调和 羡 数 .在 曲线 С 的 点 处 ,根据 对 于 方 
бл 写 出 的 柯 西 - 黎 曼 条 件 ( 见 第 5 目 末 ) ,我 们 有 


知道 了 沿 曲线 С 的 32 = ,我 们 便 可 以 用 直接 求 积分 的 方法 来 定 出 
=]. = | g( Cds. 
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现在 ,在 区 域 D 内 求 w(z), 便 化 成 狄 利 克 雷 问题 了 .知道 了 v(z) 之 后 ,我 们 只 需 用 
简单 的 求 积分 , 便 可 以 得 出 所 求 的 郴 数 u(xz). 

对 于 也 是 单位 圆 的 情形 , 容易 得 到 给 出 诺 伊 曼 问题 的 解 的 公式 .事实 上 , 设 
Р(х) = и + іо 将 是 该 问题 的 解 . 令 z= re” ,显然 ,我 们 有 
=} 或 Ву: 了 2， 


由 此 看 出 ,在 单位 圆周 上 解析 函数 zf/(z) 的 实数 部 分 的 值 与 给 出 的 函数 = 


g(5) 重 合 .因此 zf (z) 在 借助 于 施 瓦 次 积分 (3) 下 可 以 写成 
2Р0) = 1 g( Cd 


лі Г 1 =1 6 = 


(我 们 顾及 到 所 考察 的 图 数 在 坐标 原点 的 值 等 于 0). 通 过 积分 我 们 得 到 
ло) [2] В, (19) 
改变 积分 次 序 ,并 且 计 算 初 等 积分 
5) =-1($-=) + 2 + const, 
我 们 求 出 
_ _ 1 (С) Е ln > g (5) 
а) р) Ins ранит | SE de+ const, 


或 者 ,考虑 到 ,根据 式 (18) 
в) ("ену 
ара] ва =0, 
我 们 得 到 函数 f(z) 的 表达 式 


f(z)= -1 р(е“ )1(е“ — =) Е + const. (20) 
分 出 实数 部 分 ,给 出 所 求 公式 
и(=) = -二 | 2(е"’)ш|е“ – х |41 + const (21) 


( 迪 尼 (Dini) ). 

45. 网 格 法 ”我 们 在 这 里 将 介绍 一 种 最 常用 的 解 狄 利克 雷 问 题 的 近似 方法 , 称 
为 网 格 法 .网 格 法 的 基础 是 柳 斯 捷 尔 尼克 在 1924 年 给 出 的 .这 个 方法 也 可 以 用 来 解 
许多 别 的 数学 物理 问题 .我 们 现在 来 说 明 这 个 方法 的 思想 ,至 于 细节 方面 ,我 们 介绍 
读者 去 看 专门 的 文献 . 

这 个 方法 建立 在 用 对 应 的 有 限 差 的 比值 ,来 代替 拉 普 拉 斯 方程 中 的 导数 .对 充分 
小 的 值 h 来 说 ,函数 u(xz,y) 的 偏 导 数 可 以 用 差 的 比值 来 近似 地 代替 

пл 2 у) ry), EY th ибх). (1) 
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对 于 二 阶 导数 ,也 可 以 写成 同样 的 近似 表达 式 , 例 如 
1 | а(х+2А,у) = u(rt+h,y) u(rt+h,y)—- u(r,y) 
h h 


Pm 
—— 
И cz 


= аб +21 ,) 2и (2+, у) + и(х,у)!. 
为 了 更 加 对 称 起 见 ,我 们 用 来 代替 + А ,得 到 


ини (+В, у) -2и(х,у)+и(т-й,5)], (2) 
类 似 地 ， 
иы Lu(z yth) -2u( zy) +и(х,у-1)]. (3) 
因此 , 拉 普 拉 斯 方程 
и ди | 
д" ду? 


可 以 用 差分 方程 

и(ж+А, у) Ни(х-А, у) Ни(х,у+А)Ни(х,у-й)-4и(х,у)=0 (4) 
来 近似 地 代替 .方程 (4) 关 联 着 所 求 函数 在 五 个 点 处 的 值 ,这 五 个 点 的 位 置 如 图 101 
中 的 日 圆 点 所 表示 . 

为 了 要 用 网 格 法 来 解 狂 利克 雷 问 题 , 需 要 用 格 距 为 h 的 方 格 网 把 所 给 的 区 域 DD 
覆盖 起 来 ,如 同 在 图 101 中 所 示 的 那样 .网 格 区 域 的 边界 应 该 选择 得 使 它 与 区 域 D 
的 边界 С 接近 得 最 密切 ,这 时 网 格 区 域 的 界 点 ,可 以 在 DD 的 外 部 ,也 可 以 在 DD 的 内 
部 .函数 и 在 曲线 C 上 的 那些 已 知 值 ,可 以 借助 插值 法 来 转移 到 网 格 区 域 的 边界 点 
上 去 ,因而 ,在 这 些 边界 点 处 可 以 认为 и 的 值 是 已 知 的 . 

在 网 格 内 部 的 那些 格 点 处 ,x 的 值 认 为 是 未 知 的 ， 
要 确定 这 些 值 ,可 利用 线性 方程 组 (4). 解 出 这 个 方程 
组 ,我 们 便 得 到 了 狄 利克 雷 问题 的 一 个 近似 解 ,因为 ， 
JI.A. ое БИН, № А0) 村， 差分 方程 


证 明 ， ИКИ (И Г. Петровский \. 
[1]) 书 中 找到 . 

由 于 方程 组 (4) 中 的 方程 式 个 数 很 多 ,并 且 这 方程 
组 是 对 称 的 ,所 以 它 的 解 以 利用 近代 法 来 求 为 最 方便 . 图 101 
为 此 ,我 们 首先 把 方程 式 (4) 写 成 


и Ти Ти, Ти, 


Е Ма ИЗ и, (5) 


式 中 这 些 记号 的 意义 从 图 101 中 可 以 明白 地 看 出 .于 是 ,x(z,y) 在 每 一 个 格 点 处 的 
值 ,总 等 于 在 其 邻近 的 四 个 格 点 处 的 那 四 个 值 的 算术 平均 值 .在 此 以 后 ,任意 给 予 我 


[45] $31 调和 函数 . 187. 


们 一 组 在 网 格 的 内 部 格 点 处 的 м 的 初始 值 (0 组 ) ,我 们 便 可 以 求 得 这 组 值 的 那些 算 
术 平 均值 ,这 时 ,对 于 某 一 些 格 点 ,还 必须 利用 到 и 的 那些 在 边界 格 点 处 的 已 知 值 . 
所 得 到 的 这 些 算术 平均 值 便 给 出 了 第 一 个 近似 解 (1 组 ). 然 后 再 求 这 第 一 组 值 的 那 
些 算术 平均 值 ,对 于 有 些 格 点 还 需要 再 利用 и 的 已 知 边界 值 , 这 样 我 们 便 得 到 了 第 
二 个 近似 解 (2 组 ) ,等 等 .把 这 个 步 又 继续 进行 下 去 ,一 直到 从 第 n 一 1 组 过 渡 到 第 п 
组 时 ,在 所 需要 的 精确 度 的 范围 内 已 经 不 再 有 变动 时 为 止 . 

按照 迭代 法 实际 进行 计算 依赖 于 所 存在 的 计算 工具 的 运用 .最 完美 的 工具 是 高 
速 计算 机 ,它们 在 十 分 短 的 时 间 内 给 出 具有 很 高 精度 问题 的 解 . 

用 手工 或 借助 小 机 器 (计算 器 型 ) 来 作 计算 ,以 准备 足够 多 块 的 模板 为 较 方便 . 零 
模板 由 与 已 知 网 格 相 似 的 一 组 网 格 构 成 ,但 是 它 的 直线 作 在 已 知 网 格 的 那些 直线 的 
中 间 , 它 的 格 点 位 于 已 知 网 格 的 那些 正方 形 的 中 心 .模板 上 含有 已 知 网 格 的 边界 点 的 
那些 正方 形 ,都 用 粗 线圈 起 来 ,并 且 在 其 中 写 上 那些 边界 值 . 其 余 的 那些 模板 ,与 零 模 
板 不 同 的 地 方 , 只 是 在 其 中 切 去 了 那些 含有 已 知 边界 值 的 正方 形 .这 些 模板 最 好 用 蜡 
纸 来 制造 . 

计算 按照 下 述 的 方式 来 进行 : 

(1) 把 零 模板 上 内 部 的 那些 方 格 ,用 0- 组 的 值 来 十 上 .要 注意 ,这 些 值 与 真 值 越 
接近 ,迭代 法 过 程 便 收 敛 得 越 快 ,所 以 ,0- 组 的 值 的 正确 选择 是 有 很 大 意义 的 . 

(2) 把 第 一 模板 放 在 零 模板 的 上 面 ,使 得 相对 应 的 方 格 彼 此 相 炙 ,而 把 这 模板 上 
的 方 格 ,用 0- 组 的 值 的 算术 平均 值 来 填 上 (那些 留 在 外 面 ,没有 被 第 一 模板 所 履 盖 的 
边界 值 ,也 要 计算 在 内 ). 为 了 使 进程 加 快 ,在 计算 算术 平均 值 时 ,可 以 利用 那些 已 经 
求 得 的 1- 组 的 值 .用 蜡纸 所 做 成 的 模板 ,对 于 这 种 步 又 很 适用 ,因为 第 一 模板 写 好 数 
字 后 ,在 其 下 面 的 那些 在 零 模板 上 的 数字 几乎 看 不 见 了 . 

(3) 把 第 二 模板 放 在 零 模板 与 第 一 模板 的 上 面 ,第 二 模板 上 的 方 格 , 用 1- 组 的 值 
的 算术 平均 值 来 填 上 (考虑 到 边界 值 与 那些 已 经 求 得 的 2- 组 的 值 ). 对 于 第 三 模板 ， 
第 四 模板 等 等 ,也 用 同样 的 方式 进行 下 去 ,一 直到 后 面 那 块 模板 上 的 那些 数字 ,在 所 
给 定 的 精确 程度 内 ,与 在 其 前 面 的 那 块 模板 上 的 数字 完全 相同 时 为 止 .所 得 到 的 这 组 
值 , 便 是 所 求 的 . 

我 们 已 经 说 过 ,虽说 从 原则 上 看 起 来 ,对 于 任何 一 组 的 初始 值 ,这 迭代 过 程 都 能 
收敛 ,可 是 毕竟 它 的 收敛 的 速度 是 依赖 于 这 组 初始 值 与 真 值 的 接近 程度 的 .如 果 问 
题 的 结果 不 要 求 很 大 的 精确 度 ( 三 位 数字 ) 的 话 , 那 么 ,要 确定 那 组 初始 值 ,可 以 利用 
作 图 的 方法 .这 方法 是 :把 在 曲线 С 上 的 那些 已 知 值 ,利用 轴 测 投影 夯 成 空 加 (x ,y， 
z) 内 的 一 条 曲线 Г 的 形状 , 插 目 测 作 一 个 经 过 这 条 曲线 的 曲面 (最 好 把 它 想像 作 绷 
紧 在 研 上 的 一 层 肥 虹膜 ) ,然后 从 图 形 上 来 记 下 这 曲面 在 网 格 的 格 点 直上 处 的 那些 


ж 这 已 经 由 Л. Ю. Панов 在 Скарборо 的 书 “ 数 学 分 析 的 数量 方法 (crmreHrupre метолы математического 
aHamm3a)”(OHTI,1934) 的 补充 中 证 明了 . 
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点 的 文中 =. 

十 分 有 效 的 是 选择 用 某 种 更 加 简单 的 近似 方法 所 得 出 的 同一 问题 的 解 来 作 适 代 
法 的 初始 值 组 . 

这 些 方法 中 占据 特殊 地 位 的 是 所 谓 的 相似 方法 , 它 建 立 在 使 用 模拟 装置 基础 上 ， 
在 这 些 模拟 装置 中 的 物理 过 程 由 拉 普 拉 斯 方程 描述 .最 第 用 的 相似 之 一 一 一 电子 相 
似 , 它 建立 在 导体 物质 的 很 薄 的 平面 层 中 的 电场 的 势能 满足 这 一 方程 的 基础 上 . 

为 了 实际 施行 这 一 方法 ,通常 用 某 种 绝缘 物质 制作 区 域 的 边界 ,应 当 对 这 边界 解 
狄 利克 雷 问 题 ,并且 把 这 边界 固定 在 模 中 ,使 得 区 域内 部 可 以 涂 一 层 电介质 .譬如 ,可 
以 用 晴 泥 沿 着 区 域 边界 的 周 线 固定 用 厚度 为 1 一 2 cm 的 有 伸缩 性 的 绝缘 纸 构 成 的 
壁 ,并 且 给 组 成 区 域 涂 上 一 层 弱 盐水 .现在 剩 下 的 是 把 与 已 知 边界 条 件 相 适应 的 势能 
传递 给 边界 点 一 一 做 这 件 事 可 以 借助 于 固定 在 壁 上 的 用 导 纸 或 薄 金 属 板 组 成 的 端 
子 , 癌 这 些 端 子 输 送 电压 .区 域内 势能 的 分 布 可 以 在 针 形 探测 咒 帮 助 下 加 以 研究 .在 
好 的 模型 制作 下 和 保持 特殊 措施 去 减少 误差 下 用 这 方法 可 以 获得 精度 到 1% 一 2% . 

取代 电 槽 ,可 以 利用 导电 纸 ( 例 如 , 盖 上 一 层 薄 薄 石 墨 的 纸 ) , 按 给 出 的 区 域 的 形 
状 切 割 下 一 块 ,并 且 向 它 的 边界 输入 与 给 定 值 相对 应 的 电势 能 .这 方法 比 电 槽 方法 更 
简单 ,但 是 精度 减少 它 给 出 精度 5% 左 右 . 相似 方法 的 更 详细 的 描述 ,读者 可 以 
ЖЕ П. Ф. Фильчаков 和 В. И. Панчишин 的 书 [5 1+3 21]. 

如 果 需 要 更 高 的 精确 度 (4 一 5 位 数 ) ,并且 网 格 包 含 较 大 量 的 结 点 ,而 计算 是 手 
工 进 行 的 ,那么 开始 从 较 粗 的 网 格 进行 迭代 过 程 是 更 好 的 ,这 些 粗 网 格 由 基础 网 格 的 
方 格 组 成 ,这 些 方 格 按 象棋 的 惯例 取出 的 (图 102 中 标 上 和 斜 线 的 ). 在 这 阶段 可 以 进行 
迭代 到 2 一 3 位 数 吻合 . 当 这 个 达到 时 ,需要 返回 
到 基础 网 格 ,并 且 计 算 图 102 中 用 x 字 表 出 的 空 а 
格 上 的 值 ,这 是 当 作 按 对 角 线 相 邻 的 四 个 值 的 算 И ИА ГА ГА ТА РА» 
术 平均 值 计算 的 ,然后 ,在 余下 的 空格 中 的 值 是 当 224.220 2 Ре. 
作 普 通 算术 平均 值 来 算出 的 . 由 此 获得 的 一 组 值 [| xl xl Е ХЕ рае 


иеа н ржака 


程 就 带 有 完整 的 位 数 了 . ар РА РА А. 
为 了 加 速 选 代 过 程 ,制定 了 大 量 形形色色 的 2990909 
方式 ,选择 何 种 方式 决定 于 问题 的 特点 和 所 应 用 图 102 


的 计算 工具 .在 小 机 器 上 计算 最 有 效 的 是 所 谓 的 

张弛 振荡 方式 或 者 应 用 按 不 同 公式 的 修正 方法 .读者 可 以 从 壁 如 В. 3. Милн 的 书 
“Численное решение Дифферендиальных уравнений” (М: HA,1955) 或 Л. Коллатц 
№) “Числендые методы решения дифферендиальных уравнений” ( М: ИЛ, 1953) + 
了 解 到 这 些 方式 与 方法 . 
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$2 物理 观念 . 边 值 问题 的 提 法 


在 这 里 我 们 将 考虑 一 些 与 复 变 阻 数论 有 关系 的 基本 物理 观念 . 这些 观念 是 天 于 
不 同 物理 特性 的 各 种 平面 向 量 场 (第 46 目 与 第 47 目 ) ,以 及 关于 具有 较 向 量 场 更 复 
杂 特 征 的 物体 的 平面 应 力 状 况 (第 50 目 ) 的 . 

自然 ,这 些 物 理 观 念 将 导致 函数 论 在 物理 学 不 同 领 域内 的 应 用 .在 本 节 中 我 们 基 
本 上 注意 相应 问题 的 提 法 (第 48 Н ,第 50 目 ), 而 将 在 以 后 的 叙述 中 来 给 出 这 些 应 用 
的 具体 例子 .只 有 在 第 49 目 中 ,我 们 举 出 了 许多 用 共 形 映射 方法 来 解 的 具体 问题 . 

46. 平面 场 与 复 势 能 ”在 本 目 中 我 们 将 讨论 平面 的 平稳 向 量 场 .这 就 是 说 ,第 
一 ,这 向 量 场 中 的 向 量 是 与 时 间 无 关 的 .第 二 ,这 向 量 场 中 的 向 量 都 平行 于 某 一 个 平 
面 So ,并 且 在 垂直 于 S$ 的 任何 一 条 直线 上 所 有 的 点 处 ,这 个 场 中 的 向 量 ( 就 大 小 与 
方向 来 说 ) 都 是 相等 的 .显然 ,在 所 有 的 平行 于 So 的 平面 内 ,这 向 量 场 的 情形 都 完全 
一 样 ,因此 ,这 问 量 场 可 以 由 位 于 平面 S$。 内 的 向 量 所 构成 的 一 个 平面 向 量 场 完全 描 
述 出 来 .这 时 ,说 到 平面 向 量 场 中 的 一 个 点 ,我 们 在 心中 便 要 记 起 在 那 平行 于 平面 的 
问 量 场 中 的 一 条 无 限 直线 ,这 直线 通过 所 说 的 那个 点 ,而 垂直 于 平面 So. 说 到 平面 内 
的 一 条 曲线 ,意味 着 是 一 个 柱 面 ,而 一 个 区 域 则 意味 着 是 一 个 柱 体 . 

我 们 在 平面 S$, 内 作 一 个 笛 卡 儿 坐 标 系 (zx,y). 于 是 , 问 量 场 中 每 一 个 具有 分 问 
ЕА, ,А, МНЕ А , 便 可 以 用 复数 来 表示 


A=A,+iA,, (1) 
并 且 这 两 个 分 向 量 都 是 х 与 y 的 已 知 函数 
А, =А,(х,у), А,=А,(х,у), (2) 


或 者 ,完全 一 样 ,都 是 复 变 量 xz= 工 + 1у 的 图 数 . 

因此 ,平面 的 平稳 向 量 场 ,可 以 借助 复数 与 复 变 函数 来 描述 ,并且 ,在 实际 上 最 重 
要 的 向 量 场 都 满足 的 一 些 条 件 之 下 ,来 构造 一 个 描述 向 量 场 的 解析 函数 ,就 是 所 谓 向 
量 场 的 复 势 能 ,已 经 知道 是 可 能 的 .由 于 应 用 了 经 过 仔细 研究 的 解析 函数 理论 , 便 可 
以 对 与 这 种 向量 场 有 关联 的 那些 问题 作 极 深入 的 分 析 , 并 求 出 便于 计算 的 解 . 

我 们 来 更 详尽 地 讨论 复 势能 的 构造 .为 此 之 故 , 要 回忆 一 下 平面 向 量 场 的 向 量 分 
析 中 的 一 些 基本 概念 ”. 我 们 以 后 将 时 常 采 用 流体 力学 中 的 术语 ,虽说 我 们 在 下 面 所 
要 讲 的 那些 东西 ,都 是 属于 各 种 不 同 物理 特性 的 向 量 场 的 . 


积分 N= |. (А, п?) а (3) 
叫做 向 量 场 А 经 过 曲线 C 的 流量 ,其 中 (A ,n" ) 表 示 ( 以 后 也 是 同样 ) 向 量 场 А 中 的 


* 向 量 分 析 的 基本 概念 ,我 们 假定 是 大 家 所 已 经 知道 的 ,可 以 参看 ,例如 ,TT. М. 菲 赫 金 哥 尔 茨 的 《 微 积 分 学 
教程 ) 第 3 ж. 
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向 量 与 曲线 C 的 单位 法 线 向 量 m" 的 标量 积 . 如 果 用 dz 与 dy 来 表示 沿 着 C 的 微分 ， 
Вр 2 6 ds = ах + Чу, ВА 
nds=—is ds=dy—idrx, (A,n')ds=Ady-— Аах, 
所 以 (3) 式 可 以 写成 
N= | Ady- Аг. (4) 

流量 的 面 密度 , 即 ,经 过 封闭 曲线 С 的 流量 对 这 曲线 所 围 面积 S 的 比值 , 当 区 域 S 紧 
缩 趋 于 点 = 时 所 取 的 极限 值 , 称 为 向 量 场 在 点 z 处 的 散 度 ,或 歧 量 

div A=lim || (A,n' )ds. (5) 
众所周知 ， 


Чу А = 


дА, ЭА, 
名 量 场 中 使 div А 50 的 点 , 称 为 源 ( 有 时 只 对 div 4 >0 的 情形 才 称 作 源 ; 而 称 
使 ау А <0 的 点 称 为 汇 ). 如 果 在 一 个 区 域 D 内 的 每 一 个 点 处 都 有 


div А = = + =0, (7) 


那么 便 说 ,向 量 场 在 这 区 域内 是 一 个 管 量 场 . 
在 这 种 场 内 ,经 过 任何 一 条 封闭 曲线 c 一 一 它 的 内 部 а 是 属于 上 述 场 的 一 一 的 
流量 都 等 于 0. 这 是 根据 著名 的 奥 斯 特 洛 格拉 获 基 (OcrporpamcKr 放 ) 定 理 : 


| (А, п’) = || div Аа (8) 


推出 的 根据 同一 定理 ,通过 流 管 (由 两 条 流 线 一 一 即 , 在 其 本 身 的 每 一 个 点 处 都 与 场 
中 的 对 应 向 量 相 切 的 曲线 一 一 所 围 成 的 区 域 ,叫做 流 管 ) 的 任何 一 个 截面 的 流量 ,都 


是 相同 的 (图 103). 
А 


一 

人 ”~ -~ 

一 OO 
SS 


人 EN SS 


图 103 


场 的 管 量 性 条 件 (7) 说 明了 ,表达 式 - Аах + Аду 是 某 一 个 函数 v(xz,y) 的 微 
分 ,这 个 函数 叫做 流 函 数 . 这 名 称 是 由 于 :这 函数 v(xz,y) 的 等 值 线 , 就 是 那些 流 线 . 
实际 上 , 沿 着 等 值 线 有 
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ао = -А 4х + Ady=0, 
тц = » ,这 就 表示 了 ,等 值 线 的 切线 方向 是 与 向 量 А 的 方向 相同 的 . 


由 函数 о 的 微分 的 表达 式 中 便 得 出 : 它 的 偏 导 数 等 于 
до _ до _ 
дх у? ду _ 2: (9) 


АЖ v(z ,y) 的 本 身 , 可 以 根据 它 的 全 微分 dv 通过 积分 来 求 得 (精确 到 可 以 相 
差 一 个 津 数 项 ) 


v(x,y)= || - А, = + А, ду + const. (10) 


根据 条 件 (7) ,这 积分 在 单 连通 区 域 D 内 是 与 积分 路 线 无 关 的 ,因此 它 定 出 了 一 
个 单 值 卫 数 ;在 多 阶 连通 区 域内 ,这 积分 具有 周期 常量 ,所 以 它 定 出 一 个 多 值 函数 ”. 

在 一 个 管 量 场 内 ,根据 (4) 式 与 (10) 式 ,通过 曲线 С 的 流量 ,等 于 流 函 数 在 С 的 
两 个 端点 处 的 增 量 : | 


N= | -Adz+Ady= jo ua) u(z )， (11) 


这 时 ,如 果 区 域 D 是 多 阶 连通 的 ， 应 该 取 oz ) 在 曲线 С 上 连续 的 那 一 个 分 文 来 考 
虑 . 
还 有 , 形 如 
r= |. (А,5°) 45 = | А.а: + Ady (12) 


(参看 公式 (4) 的 导出 过 程 ) 的 积分 叫做 沿 着 闭 曲线 С 向 量 场 的 环 量 . 
环 量 的 面 密 度 , 即 , 沿 曲 线 С 的 环 量 对 这 曲线 所 围 面积 S 的 比值 , 当 S 紧缩 趋 于 
一 个 点 < 时 所 取 的 极限 值 ,叫做 这 向 量 场 在 点 = 处 的 旋 度 或 涡 量 ”: 


rot Аі | (А, 5°) ds. (13) 
С» = С 
正如 已 经 知道 的 ， 
_ аА, ЗА, 


问 量 场 中 使 rot А 50 的 点 ,叫做 这 向 量 场 的 涡 旋 点 ,或 者 简称 涡 点 . 如果 在 一 个 区 域 
D 内 的 每 一 个 点 处 都 有 


* 在 条 件 (7) 之 下 ,关于 第 41 目 中 积分 (2) 的 那些 讨论 ,可 以 完全 应 用 到 积分 (10) 上 来 . 

жж 就 空间 场 来 说 , 环 量 的 密度 仅 给 出 了 旋 度 在 面积 S 的 法 线 方向 上 的 投影 ,至 于 旋 度 本 身 则 是 一 个 向 量 . 
可 以 认为 :在 平面 场 中 的 旋 度 ,是 一 个 其 方向 与 场 的 平面 相 垂直 的 向 量 . 这 时 , (13) 的 绝对 值 给 出 了 这 向 量 的 
模 , 而 其 符号 表示 这 向 量 的 序 向 . 
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ЈА, ЭА, | 
5 7 у = () (15) 


的 话 ,那么 便 说 , 问 量 场 在 这 区 域内 是 一 个 无 旋 场 ,或 者 势 场 .由 著名 的 黎 曼 - 格林 公 
式 


rot А = 


| (А,5°) ds = [| А45 (16) 


(c 是 区 域 4 МЕ АЕ — 条 封闭 曲线 с 它 的 内 部 d 是 属于 上 述 场 
的 一 一 的 环 量 , 都 等 于 0. 
使 向 量 场 是 一 个 势 场 的 条 件 (15), 说 明了 表达 式 A.dz + Аду 是 某 一 个 函数 
xxz,y) 的 微分 ,这 个 函数 叫做 回 量 场 的 势 函 数 ,或 者 势能 . 这 名 称 是 由 于 :从 关系 式 
Acdz+Ady=cdu 


中 可 以 得 出 
А.=4, А, =9И, (17) 
ат ` dy 
或 者 ,完全 一 样 ， 
A=grad и 


(一 个 数量 函数 ,对 于 它 本 身 的 梯度 来 说 ,就 称 为 势能 ). 势 函 数 本 身 , 可 以 根据 它 的 
微分 利用 积分 法 来 求 得 : 


eh А,4т + Ау + const. (18) 


根据 条 件 (15)， 这 积分 在 单 连通 区 域 D 内 是 与 积分 路 线 无 关 的 ,而 在 多 阶 连通 区 域 
内 则 具有 周期 常量 . 

如 果 在 区 域 D 内 ,向 量 场 同 时 既是 管 量 场 又 是 无 旋 场 ,这 便 是 说 ,在 О 内 条 件 
(7) 同 (15) 都 满足 ,那么 ,比较 (9) 式 与 (17) 式 ,我 们 有 


ди дә gu ду 


而 这 便 是 柯 西 - 黎 曼 方程 .因此 ,我们 证 明了 : 

定理 1 在 没有 源 与 旋 度 的 平面 向 量 场 中 , 流 函 数 与 势 函 数 是 共 斩 的 调和 函数 . 

特别 是 ,由 此 可 以 得 出 :在 这 样 的 向 量 场 中 , 流 线 与 等 势 线形 成 正 交 曲线 族 .这 些 
正 交 曲线 族 的 总 和 ,有 时 称 为 场 网 格 . 复 变 函数 

Рх) = и(х,у) +іо(х, у) (20) 

称 为 向 量 场 的 复 势 能 一 一 这 便 是 我 们 想 要 构造 的 那个 描述 问 量 场 的 解析 函数 .从 上 
面 所 述 可 以 知道 ,如 果 向 量 场 是 在 多 阶 连通 区 域内 的 (例如 ,者 场 内 有 源 与 旋 度 的 话 , 
为 了 要 使 我 们 的 函数 能 够 构成 ,就 必须 把 它们 从 区 域 中 去 掉 ) ,那么 , 复 势 能 也 可 能 是 
ЛА РЖ. 

所 有 那些 表征 向 量 场 的 基本 量 ,都 可 以 借助 复 势能 来 表达 .例如 ,根据 (17)、(19) 
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以 及 第 5 目 中 的 解析 函数 导数 公式 ,可 以 得 出 场 内 的 回 量 
А+. iia- (2). (21) 
由 此 还 可 以 顺便 得 出 , 复 势 能 的 导数 总 是 单 值 的 . 
此 外 ,我 们 有 
f(z)dz=(A,—iA,)(dz + idy), 
因此 ,(4) 式 与 (12) 式 可 以 改写 成 


N=Im| (о) а, Г= Ве) f(z)dz. (22) 
把 这 两 个 式 子 联合 起 来 , 便 得 到 
T+iN= | Усё. (23) 


我 们 来 举 几 个 最 简单 的 平面 向 量 场 的 例子 : 
(1) 源 ” 设 在 向 量 场 内 只 有 一 个 点 源 , 位 于 坐标 原点 处 ,没有 涡 点 ”. 由 于 对 称 
的 绿 故 ,显然 , 场 内 的 癌 量具 有 形式 


A=ow(r)r", (24) 
其 中 r= |z|, 是 从 坐标 原点 到 点 的 距离 ,r" = ТЕ ,是 从 原点 指向 点 = 的 单位 回 量 . 
通过 任何 一 个 圆心 在 原点 的 圆周 |z| = > 的 向 量 的 流量 等 于 


N= | (А, )а5 = Ф(г)*2лг. 
ЮЙ ЛЛУ 4 12936, Я Жи (8) НАИ ri < 
|2: 1< ”上 ,由 于 其 中 没有 源 ,因此 div А =0, 我 们 得 出 
| И (А, )а5 – | _ (A,r'")ds= | Чу 445 = 0. 


ri<izl<r, 


由 此 可 以 推 知 量 N 是 一 个 常量 ,也 就 是 说 


(=. (25) 
数 六 叫做 源 强度 . 把 这 值 代 人 (24) 式 中 , 便 得 出 场 内 的 向 量 
Мо: Ме _ Ni 
А = 5—7 7291: |2 278: (26) 
按照 (21) 式 ,我 们 可 以 得 出 复 势能 的 导数 
=, 


于 是 便 可 以 求 出 复 势 能 本 身 


ж 这 样 的 向 量 场 必须 想像 为 一 个 空间 场 ,是 由 均匀 地 分 布 在 于 原点 处 与 z 平面 相 垂直 的 那 条 直线 上 的 源 
的 作用 而 发 生 的 .在 例题 2- 4 中 也 类 似 . 
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. 194. 

Гб) = 51а 2 + с. (27) 

再 把 实数 部 分 与 虚数 部 分 分 开 , 便 得 出 势 图 数 与 流 函 数 
М М 
и Ш |+, 95 Ав z+ со. (28) 
在 图 104 中 (以 及 后 面 的 图 ) , 实 线 表示 流 线 ,而 虚线 表示 等 势 线 . 
图 104 图 105 
(2) 涡 点 ”完全 同样 的 考虑, 可 以 得 出 :如 果 问 量 场 仅 具 有 一 个 涡 点 ,位 于 坐标 
原点 处 ,那么 场 中 的 问 量 便 等 于 

Г. (29) 


其 中 常量 本 是 涡 点 强度 , 即 ,向 量 A 沿 关 任何 一 条 围绕 这 涡 点 的 封闭 周 线 的 环 量 
(图 105). 它 的 复 势能 同上 例 中 的 只 相差 一 个 因子 i, 势 函数 与 流 函 数 , 则 是 上 例 中 的 


势 函 数 与 流 函 数 彼此 互 换 
Иа) =5 Ла 2 +с; 
1 = Arg 2+0, v= -FIn|z| +03. (30) 


(3) ЖЖ ” 设 在 坐标 原点 处 ,有 一 个 强度 为 N 的 源 ,与 一 个 强度 为 本 的 涡 后 
集中 在 一 起 .这 向 量 场 中 的 向 量 与 复 势 能 ,分 别 可 以 由 把 (26) 式 与 (29) 式 中 的 表达 式 


相 加 ,与 把 (27) 式 与 (30) 式 中 的 表达 式 相 加 而 得 出 
А-ЛЯ. f(z)= та =+с. (31) 
流 线 与 等 势 线 ,在 极 坐 标 z= re* 下 分 别 可 以 用 方程 
TInr—-No=ci, 
(32) 
Мп 7+ Гф=со. 


来 表示 .这 是 正 交 的 对 数 螺 线 族 ( 见 图 106 ) . 
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(4) 偶 极 子 ”我 们 考虑 由 一 个 源 与 一 个 汇 所 组 成 的 系统 ,这 源 与 汇 的 强度 等 
РМ, ЛЯ 2 = А, х, =0 处 (图 107). 、 


раар 


这 系统 的 复 势 能 ,可 以 由 把 源 与 汇 的 复 势能 相 加 
而 求 得 ~ ~ 人 У 4 и 
万 (z)= 们 La(z+ 有 一 们 La ғ (33) р 24- Й x 、 
(我 们 使 用 了 公式 (27) 以 及 当 源 不 在 坐标 原点 处 一 X 1 \ 
ВАЗА НУВ Ш Е ВОНИ ТЕХ 
内 ). иж 
现在 来 考虑 , 当 h 一 0 并 且 同 时 №4 NA № 
Nh 一 p 时 ,由 我 们 这 系统 中 所 得 到 的 那个 极限 形 
式 一 一 这 叫做 具有 和 矩 р 的 偶 极 子 ( 图 108) . 偶 极 子 图 106 
的 回 量 场 的 复 势 能 ,可 以 由 (33) 式 中 取 л 0 时 的 极限 值 而 得 出 
_1. NALn(z+h)-Lnz_ ра _ р 
т а з=. (34) 


图 107 图 108 
在 图 108 中 我 们 画 出 了 流 线 与 等 势 线 一 一 这 是 曲线 Im w= ci 与 Ве w= c, 在 映射 


中 = 了 的 道 映射 下 的 像 , 即 ,与 坐标 轴 相 切 的 一 些 圆周 ， 


(5) 单 源 层 ”我 们 假设 那些 源 是 排列 在 具有 线 密度 为 (ОЖ НН С Е“. 
令 r=|15->z| ,按照 公式 (28) ,可 以 得 出 放置 在 点 《处 的 单元 源 o(5)as 的 势能 ,其 


ВСЕ в rds .再 求 积分 , 便 得 到 了 单 源 层 的 势能 


ж 在 空间 中 ,对 应 于 这 向 量 场 的 ,是 具有 准 线 C 而 且 其 母线 垂直 于 z 平面 的 一 个 柱 面 的 向 量 场 . 在 每 一 条 
母线 上 , 柱 面 所 带 的 源 的 面 密度 是 个 常数 .在 (6) 中 也 类 似 . 
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wz) = 去 | .0( С)ш rads. (35) 

(6) 双 源 层 ”我 们 假定 ,除了 璐 着 密度 为 o(5) 的 源 的 那 条 曲线 С 之 外 ,还 有 一 
条 曲线 C ,是 由 在 С 的 所 有 法 线 上 , 回 确定 的 一 边 离开 一 小 段 固定 长 度 р 而 得 到 
的 . 设 在 曲线 C 上 源 的 分 布 密度 是 :在 它 的 长 度 单 元 ds 上 ,其 所 配置 的 源 的 量 是 
pds = 一 pds (这 个 等 式 的 右 端 与 左 端 ,分 别 是 在 一 对 互相 对 应 的 点 5 与 处 取 的 单 
元 源 ,参看 图 109). Ч р—0 ЗЕН o(5) 一 co 以 致 关 o(C5) 一 AS5) 时 ,从 我 们 这 系统 中 
所 得 到 的 极限 形式 ,叫做 具有 和 托 密度 w 的 双 源 层 . 

我 们 来 求 双 源 层 的 势能 . 当 把 р 50 固定 时 ,按照 公 
式 (35) 可 以 求 得 


1 1 , ЛАГ 
w(z)= 元 | pln ms+ 均 | 0 ln rds, 


其 中 =|z 一 |. 对 于 很 小 的 ,把 较 高 阶 的 无 穷 小 
略 去 ,我 们 有 


“一 2 
по Пап’ 图 109 


其 中 地 -是 按照 在 与 C' 相 反 的 那 一 面 的 C 的 法 线 方向 的 导数 .由 此 有 


а "= ши") = 一 hh In ‚. 
г оп 


дп 
再 考虑 到 o'ds = - оф ,我 们 得 到 
ше) = | оС ) 5 rds. 
在 这 式 中 取 h 一 0 时 的 极限 值 , 便 得 出 双 源 层 的 势能 : 
= | С 5 „45, (36) 


其 中 法 线 是 就 那 条 带 有 密度 为 + о 的 源 的 曲线 的 一 面 来 取 的 (参看 图 109). 

最 后 ,我 们 要 证 明 :任何 一 个 调和 函数 都 可 以 看 作 是 某 一 个 平面 场 的 势能 .为 了 
简单 起 见 ,我 们 只 就 由 一 条 封闭 曲线 С 所 围 成 的 单 连通 区 域 的 情形 来 讨论 ,尽管 这 
个 结论 在 一 般 情 形 下 也 仍 是 正确 的 . 设 已 知 一 个 在 这 种 区 域 D 内 的 调和 函数 x(z)， 
ЗАП ЕЗ НУВ АХ vw(z) ,再 应 用 第 14 目 中 的 柯 西 积 分 公式 “于 函数 
(=) = и(2) +10(=): 


Роя КО ае. 


2л1 С 4 一 之 


令 《一 z= re” ,固定 = 不 变 , 就 5 求 导数 ,我 们 得 到 


ж 在 必要 时 ,我 们 将 稍微 离开 区 域 D 的 边界 ,以 使 柯 西 公式 可 以 应 用 . 
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= а(х) = г +14. 
把 这 代入 柯 西 公式 中 ,并 区 分 出 实数 部 分 , 便 有 


wz)= 均 | “9ap+ 去 | v(t)dlnr. (37) 
在 曲线 С 上 ,dp = 52ds. 根 据 柯 西 - 黎 曼 条 件 ,对 于 那个 在 C 上 解析 的 函数 (С — 


z) ,可 以 写成 关系 式 了 9 = - 中, 其 中 天 表示 沿 着 C 的 内 法 线 来 求 导数 . 所 以 ， 
(37) 式 中 的 第 一 个 积分 
1 д 
и (=) = - 云 | «(09 rds 


万 是 一 个 双 源 层 的 势能 ,这 个 双 源 层 的 窍 密度 为 -wx(5)， 
设 "(5) 有 连续 导数 ,按照 分 部 积分 法 积 出 (37) 式 的 第 二 项 中 的 积分 ,我 们 得 到 


и,(2) = - 云 | о rds 


(在 积分 号 外 面 的 那 一 项 ,由 于 С 是 一 条 封闭 曲线 ,所 以 等 于 0), 因 此 , 它 乃 是 一 个 密 
度 为 -的 单 源 层 的 势能 ， 这 样 便 证 明了 : 


定理 2 每 一 个 在 单 连 通 区 域 DD 内 调和 的 函数 u(z), 都 可 以 被 表示 成 分 布 在 DD 
的 边界 上 的 一 个 单 源 层 与 一 个 双 源 层 的 势能 的 和 . 

如 果 区 域 D 是 多 阶 连通 的 ,那么 在 这 些 相 加 的 项 之 中 ,还 必须 再 添上 位 于 边界 
弧 的 端点 或 者 边界 的 孤立 点 处 的 那些 源 的 势能 (比照 u(xz) 的 表达 式 的 导出 过 程 ). 

47. 物理 观念 ”在 本 目 中 我 们 将 考虑 对 平面 向 量 场 的 各 种 物理 学 上 的 解释 . 

(1) 流体 的 流速 场 ” 设 向 量 场 中 的 向 量 Y 代表 不 可 压缩 的 理想 流体 在 稳定 平 
面 流 中 的 粒子 的 速度 . 速度 向 量 的 流量 


N= | (У,п) (1) 
显然 就 表示 在 单位 时 间 内 经 过 曲线 C 的 流体 的 量 . 环 量 
Г= | (V,s)4s= | У (2) 


表示 沿 封闭 曲线 С ВЖ АЕ У 切 向 组 成 成 分 V, 的 积分 . 源 与 涡 点 ,可 以 分 别 解 释 
为 这 样 的 一 些 点 :在 它们 的 邻 域内 , 沿 着 一 条 围 有 这 种 点 的 封闭 曲线 ,流量 与 环 量 是 
异 于 零 的 (更 确切 地 说 ,是 这 样 的 一 些 点 ;在 这 些 点 处 ,流量 与 环 量 的 密度 , 即 ,div 与 
rot 分 别 是 不 等 于 零 的 ). 如果 在 某 一 个 区 域 D 内 没有 源 与 涡 点 ,那么 ,在 这 区 域内 便 
可 以 构成 一 个 解析 函数 f(z)=u(z)+iv(z) 一 一 场 的 复 势 和 

V= f(z). (3) 
反 过 来 讲 , 任 何 一 个 在 区 域 D 内 解析 的 函数 ,也 都 可 以 被 解释 为 某 一 个 不 可 压缩 的 
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理想 流体 的 没有 源 与 涡 点 的 平面 流 的 复 势能 
我 们 来 考虑 解析 函数 的 简单 奇 点 的 在 流体 力学 上 的 解释 .由 上 一 目 中 的 例题 3 
可 以 看 到 , 设 在 一 个 对 数 文 点 a 的 邻 域内 ,/(z) 的 形状 是 
f(z)=cLn(z—-a)+g(z), 
其 中 g(z) 是 一 个 正则 函数 ,我 们 可 以 把 这 个 点 a 解释 为 一 个 强度 为 N – 江 =2xc 的 
涡 旋 源 .把 上 一 目 中 的 例题 4 稍 加 推广 ,我 们 便 看 到 : 符 点 a 是 /(z) 的 一 个 一 阶 极 
АНН с, ,在 它 的 邻 域内 


f(z)=— 1 + (= ), 


那么 便 可 以 把 点 a 解释 为 由 位 于 点 z= 二 a 一 hh КА =. = а 处 的 两 个 强度 为 + (N – 
并) 的 涡 旋 源 合并 而 成 的 偶 极 子 , 这 时 


с = (м В. 
高 阶 的 极点 可 以 用 完全 同样 的 方式 来 解释 .我 们 来 考虑 位 于 点 zi = a 一 hh 与 点 


这 系统 所 得 到 的 那个 极限 形 
ЕМУ: ВИ. 电 四 极 子 的 向 量 场 的 复 势 能 等 于 
ааа dl 
= А (=-а+ћ = -а 72402 2 – а (2-а)? 
因此 ,一 个 在 其 邻 域内 
(=) = ==: +8(=) 


С ау 
的 二 阶 极点 ,可 以 解释 为 一 个 偶 极 子 与 一 т ВИНЕ, АНИ йй 
于 系数 c_ 1 与 C-2. 

一 般 地 讲 ,函数 f(z) 的 n 阶 极点 ,可 以 解释 为 2,4,…,2n 阶 电 多 极 子 的 总 和 ， 
这 些 电 多 极 子 所 具有 的 矩 ,依赖 于 由 f(z) 在 这 个 极点 的 邻 域内 的 展开 式 的 主要 部 分 
中 各 项 的 系数 .这 里 的 所 谓 2& 阶 电 多 极 子 ,我 们 理解 为 由 两 个 位 于 点 =, =a 一 h 及 


zs 一 a 处 而 具有 矩 土 22%-2 的 24 -2 阶 电 多 极 子 所 组 成 的 系统 , 当 0 时 所 取 的 极 


限 形 式 (2 阶 电 多 极 子 就 是 偶 极 子 ). 

那些 使 复 势 能 的 导数 在 其 处 变 成 零 的 多 重点 ,是 流 线 与 等 势能 线 的 支点 ( 见 第 
41 目 中 的 定理 8, 在 现在 的 情形 中 ,定理 内 的 п >1) .这 样 的 点 叫做 流 的 临界 点 .在 这 
些 点 处 流速 度 等 于 零 . 

最 后 我 们 举 C. A. 恰 普 雷 金 的 对 于 计算 作用 在 平面 平行 流 中 的 柱 形 物体 上 的 浮 
力 向 量 的 着 名 公式 的 推导 作为 例子 . 

我 们 来 考虑 具有 不 变速 度 一 Vs 的 飞机 的 机 区 的 运动 .在 飞机 的 速度 不 接近 音 
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速 时 ,可 以 把 空气 看 作 不 可 压缩 的 理想 流体 ,并 且 环 绕 机 费 的 旋涡 状态 可 以 略 去 不 
计 . 除 此 之 外 ,我 们 并 把 机 经 的 形状 表示 成 其 母线 与 速度 向 量 垂直 的 无 穷 长 柱 面 .于 
是 ,空气 的 粒子 速度 场 是 与 一 个 平面 平行 的 ,所 以 便 可 以 只 就 任何 一 个 垂直 于 这 柱 面 
母线 的 截面 中 的 平面 场 来 研究 .最 后 ,为 了 方便 起 见 ,我 们 想像 机 可 固定 不 动 ,而 冲击 
在 机 吐 上 面 的 空气 则 具有 在 无 穷 远 处 不 变 的 速度 Y。 (图 110). 在 稳定 的 无 涡流 中 ， 
压力 的 大 小 由 著名 的 伯 努 利 一 欧 拉 公式 ”来 确定 : 

Р=А-5 У, (4) 


其 中 A 是 某 一 个 常数 ,o 是 密度 ,V = |V|, 是 流速 的 大 小 
(我 们 略 去 重力 的 影响 ). 利 用 这 个 公式 ,我 们 就 可 以 计算 
出 作用 在 机 辟 截 面 的 周 界 С 上 的 全 部 的 力 ( 浮 力 ). 由 于 
作用 在 С 上 的 压力 是 沿 着 法 线 向 内 的 ,所 以 ,作用 在 周 界 
С 的 单元 di 上 的 力 ( 按 回 量 ) 等 于 
pidt = Aidt — 5 У? Е, 

作用 在 С 上 的 全 部 的 力 , 等 于 раб 的 向 量 和 , 即 ， 图 110 

P=X+iY= | pidt= -人 | У (5) 
(常数 项 的 沿 封 闭路 线 的 积分 等 于 0). 由 于 气流 是 绕 着 С 流 的 ,所 以 在 С 上 的 那些 
点 处 ,气流 速度 的 方向 是 沿 切线 的 方向 


У= (6) = үе®, 
其 中 p=arg dt. 由 此 可 得 速度 的 数值 
у= Р (=)е®, 


所 以 公式 (5) 具 有 形状 
p= -到 | (реа 0 | Ра, 
其 中 。*rdt=e-*|dt| = 区 .把 式 中 的 那些 量 换 成 共 圈 的 量 ,我 们 便 得 到 了 与 学 力 
向 量 复 共 罗 的 那个 向 量 
P=X-iY=$ | (СОРА. (6) 


这 就 是 经 典 的 C.A. 恰 普 雷 金 公式 (1910). 
(2) 热 场 ”我 们 知道 ,在 没有 热源 的 平面 热 场 ”内 ,温度 满足 微分 方程 


2 2 
= 25-445), (7) 


* №Н.Е. Кочин, И. А. Кибель 和 Н. В. розе[6 ],#—. 
жк 这 平面 场 在 空间 中 对 应 着 一 个 平行 于 平面 的 场 ,在 每 一 个 平行 于 zy 平面 的 平面 内 , 场 中 温度 的 分 布 都 
是 同样 的 . 
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其 中 上 是 时 间 ,a 是 某 一 个 常 系数 . 如 果 只 限于 考虑 稳定 状况 的 话 ,那么 温度 与 时 间 
无 天 ,我 们 就 得 到 拉 普 拉 斯 方程 


7 ? 
Ји Ји 
5 + — 


0, (8) 


ду” 
Шо леа ВЕ Е — УАТ 9С. ЕСЕ НУВ ЛУАРА v(xz,y), 叫 做 热流 函数 , 解 
ТРА 


Әх 


Р) = и(х,у) +іо(х, у) 
称 为 复 势能 .我 们 来 说 明 v(x,y) 的 物理 意义 . 
在 热传导 的 理论 中 有 :单位 时 间 内 流 过 长 度 单元 ds 的 热量 ,与 ds 以 及 温度 的 法 


线 方向 导数 5 成 正比 , 即 , 这 热量 等 于 


ди 


—Ё 5,45 = (~ kgrad и,п’)4=(О,п’)4$. (9) 


在 这 里 & 是 内 部 的 热传导 系数 , 式 中 取 ”- “号 是 为 了 热量 是 从 高 温度 流 回 低温 度 
的 . 问 量 

QO=—kgradu (10) 
叫做 热流 向 量 . 由 (9) 式 可 以 看 出 , 回 量 О 的 经 过 曲线 C 的 流量 ,就 表示 在 单位 时 间 
内 流 过 C 的 热量 . 

根据 梯度 的 性 质 , 在 问 量 场 的 每 一 个 点 处 ,热流 向 量 О 的 方 回 都 是 沿 着 通过 这 

个 点 的 曲线 

и(х,у) = const 
(等 温 线 ) 的 法 线 方向 的 .可 是 ,这 方向 显然 就 是 函数 w(z,y) 的 等 值 线 的 切线 方向 ， 
所 以 ,曲线 

о(х, у) = const 
是 О Наа ( Вр, “а” ТИТУ 25). Е Н., 20010) 5 – УЖЕ, 
我 们 有 


_ 3 {ди .ди\_ до, .gm 
О = (55 +235)= оу К от" 


因此 ,在 热流 从 左 回 右 通过 任意 一 条 曲线 ( 沿 这 条 线 运动 ) ,就 有 
п = – 146 = аду – ах, 
从 而 ,热流 的 流量 等 于 


ота = | бау + от 
= 一 | Чо = о( а) об) (1) 


(我 们 把 k ЇЕ; 21-5 2 是 曲线 С 的 端点 ). 
我 们 还 指出 通过 复 势能 (2) =и(х,у) +го(х, у) О 的 一 个 表达 式 
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0= 6154-52) = -&7 С. (12) 
因此 ,在 流体 的 流速 场 同 热 场 之 间 , 有 着 完全 的 类 似 性 .其 区 别 仅 在 于 :在 流速 场 
的 情形 , 复 势 能 的 两 个 成 分 都 可 能 是 多 值 函 数 ,而 在 热 场 的 情形 , 复 努 能 的 实数 部 
分 一 一 温度 一 一 总 是 单 值 的 (我 们 不 考虑 公式 中 那些 非 实 质 性 的 差异 ). 
作为 一 个 例子 ,我 们 来 考虑 由 位 于 点 土 a 处 而 具有 强度 土 g 的 一 个 热源 与 一 个 
热 沟 所 组 成 的 系统 (图 111). 这 系统 的 复 势 能 等 于 


Р) = 5а (а) (я а) = а. (13) 


之 一 
2x 27 z+a 


等 温 线 = const 是 以 +a 为 其 对 称 点 的 那些 圆周 (圆周 | w | = const 在 分 式 线 


2 а 
< та 
性 映射 w= 二 二 下 的 原 像 ) ,在 图 111 中 用 虚线 表示 . 热流 的 流 线 arg 二 = const 
是 通过 点 士 a 的 那些 圆周 (射线 arg w = const 在 映射 w= 二 二 下 的 原 像 ) ,在 图 111 
中 用 实 线 表示 .通过 仅 围 有 一 个 点 a 的 任何 一 条 封闭 曲线 的 热流 流量 等 于 + 9 ,通过 
仅 围 有 点 - а 的 任何 一 条 封闭 曲线 的 热流 流量 等 于 一 g, 通 过 围 有 土 a 两 点 的 封闭 曲 
线 的 热流 流量 等 于 0. 要 证 实 这 结论 ,简单 的 办 法 是 跟 踩 函数 

(=) =5САта( = —а) -tArg(z+a) 


的 某 一 个 分 支 的 变化 ,来 应 用 公式 (11). 

在 处 于 加 热 到 固定 温度 м = и 9 и = us 的 两 个 圆周 之 间 的 偏心 环 内 ,就 发 生 那 
样 的 热 场 ,所 说 的 这 两 个 圆周 是 我 们 热 场 中 的 两 条 等 值 线 (在 图 111 中 用 粗 线 来 区 别 
出 ). 空 间 内 ,这 热 场 对 应 着 在 由 具有 平行 的 轴 的 两 个 柱 面 所 构成 的 管 形 中 的 一 个 热 
场 .由 对 应 的 边 值 问题 的 解 的 唯一 性 (第 48 目 ) ,推出 可 以 用 固体 的 管 壁 来 代替 и 的 
等 值 线 (或 ,完全 一 样 ,来 代替 流体 速度 场 中 的 流 线 ) 一 一 这 便 是 所 谓 凝固 原理 . 
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(3) 静电 场所 谓 静 电场 ,是 指 一 个 区 域 ,在 这 区 域内 的 每 一 个 点 处 都 联系 着 一 
个 场 强 问 量 
Е=Е, +:Е,, 
即 , 作 用 在 位 于 这 个 点 处 的 单位 电信 上 的 力 的 向 量 .我 们 考虑 平面 静电 场 ,它们 是 对 
应 于 那些 平行 于 一 个 平面 的 空间 静电 场 的 . 从 静 电学 中 知道 ,经 过 任意 一 条 闭 曲线 С 
的 场 强 问 量 的 流量 等 于 


N= | (BE,n')ds=4ne, (14) 
其 中 。 是 位 于 闭 曲线 С 的 内 部 的 总 电 答 .因此 ,在 任何 一 个 点 z 处 
div Е 922 + -lm -np (15) 
其 中 р 是 电 蓓 在 这 个 点 z 处 的 面 密度 ,而 S 是 曲线 C 所 围 的 面积 . 线 积分 
А = | (Ев) = | Ed (16) 


Шау 2 С 所 作 的 功 .向 量 Е 的 沿 春 任何 一 条 封闭 路 线 的 
环 量 都 等 于 0, 因为 静电 场 的 维持 并 不 需要 耗费 能 量 . 事 实 上 ,假如 沿 着 某 一 条 封闭 
路 线 С 的 环 量 不 等 于 0, 那么 ,天 一 定 的 方向 绕 行 这 路 线 无 限 多 次 ,我 们 便 会 得 到 一 
个 无 限 的 能 源 ( 永 动机 ) 了 .由 此 可 知 ,在 静电 场 内 的 任何 一 个 点 处 都 有 


дЕ, Е. | 
д т ду о" 


rot Е = (17) 


因此 ,静电 场 总 是 一 个 势 场 ,这 就 是 说 ,有 一 个 单 值 函数 v(x,y) 一 一 静电 场 的 


Е = = — 1 =— = – рай о. (18) 


如 果 在 区 域 D 内 没有 电荷 ,那么 在 D 内 便 处 处 有 div 五 =0. 由 此 可 以 推出 :有 一 个 
љ ёж 


и(х,у) = | — Е дх + Е, ду + const (19) 


ЖЕЛЕ (ОРЕ ВАЗЕ Б е ру да А НО, Е 22 ГЕН ХВ ВЕН] АНИ 
数 ). 同 前 面 一 样 ,容易 证 实 :函数 vw(z,y) 的 任何 一 条 等 值 线 ,都 在 每 一 个 点 处 与 场 
中 的 对 应 回 量 相 切 , 即 ,都 是 场 中 的 一 条 向 量 曲线 , 换 句 话 讲 ,都 是 场 中 的 一 条 电场 
线 . 
比较 公式 (18) 与 (19) ТИ, АЖ u(xz,y) 与 w(z,y) 满 足 柯 西 – 5 2 
件 ,这 就 是 说 ,它们 是 一 对 互相 共 思 e 的 调和 函数 ,而 函数 
(=) = и(х,у) +іо(=х, у) 
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是 一 个 解析 函数 . РО) ПСН АЈ 5 35“. Уро Ар АИ Н ЖЗ 
Е= -5=-15==-1Ј (=), (20) 


因 之 ,所 有 那些 表征 静电 场 的 量 也 都 可 以 用 复 电势 来 表达 .例如 ,位 于 封闭 路 线 С 的 
内 部 的 总 电价 等 于 


И (21) 


因此 ,我 们 看 到 ,静电 场 也 同 流体 的 流速 场 完全 类 似 一 一 这 两 种 问 量 场 之 间 的 区 
别 (不 考虑 公式 中 那些 非 实 质 性 的 差异 ) 仅 是 :在 流速 场 的 情形 , 复 势 能 的 两 个 组 成 部 
分 都 可 能 是 多 值 的 ,而 在 静电 场 的 情形 , 复 电 势 的 实数 部 分 却 总 是 单 值 的 . 

我 们 举 一 个 简单 的 例子 .考虑 由 一 个 位 于 坐标 原点 z =0 处 而 其 量 为 e 的 点 电 
谷 所 产生 的 平面 静电 场 . 它 在 空间 内 所 对 应 的 ,是 在 点 z=0 处 垂直 于 z 平面 的 一 条 
无 限 直 线 工 的 静电 场 ,L 上 带 着 具有 不 变 线 密度 的 电 集 e (图 112) .我 们 来 计算 在 点 
== х + іу КАФЕ ВЕ = Е, + 正 ,, 即 ,作用 在 置 于 这 个 点 处 的 单位 电荷 上 的 
那个 力 . 为 此 ,我 们 在 L 上 引入 坐标 A 一 一 从 点 z=0 量 起 的 长 度 ,并 且 注 意 到 ,由 位 
于 高 度 h 处 的 电荷 edh 所 产生 的 单元 场 强 ,在 数量 上 等 于 


АЕ | 


_, dh 
+ А’ 


图 112 

其 中 r=|z|=v zx”+y .由 于 向 量 E 在 z 平 面 内 ,所 以 它 的 数量 等 于 所 有 的 单元 场 
强 dE 在 这 平面 上 的 投影 的 和 , 即 ， 

_ _  [^ соѕ Ё — [2 созё, 2e 

El= | oo rldpl=e| зане). а 58, 


其 中 zt 是 dE 与 > 平面 所 成 的 角 ， 


2 рр? 
А = үїап ЕЁ, аһ = 1 ТОЙ, 


2 
COS i г 


ж 我 们 是 按照 电工 学 文献 中 所 采用 的 那样 来 引入 复 电势 的 ,显然 , 它 与 流体 力学 中 所 采用 的 复 势能 相差 一 
个 因子 i. 
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(图 112). 因 此 ,在 点 电荷 的 平面 静电 场 内 , 场 强 的 大 小 是 与 点 之 间 的 距离 成 反比 的 ， 
而 不 像 在 空间 静电 场 内 那样 与 距离 的 平方 成 反比 . 
考虑 向 量 E 的 方向 ,我 们 得 到 
Е = 2" = (22) 
由 此 可 以 看 到 ,我 们 的 静电 场 与 一 个 具有 强度 N = 4ле 的 源 的 平面 场 完全 相同 (与 上 
一 目的 例 1 相 比 较 . 注 意 , 公 式 (22) 可 以 完全 像 在 上 一 目 例 1 中 那样 地 来 导出 ). 场 的 
复 电 势 可 以 按照 公式 (20) 来 求 出 
f(z)=-i| Edz + c=2eiLn + с. (23) 


(4) 电流 的 磁场 “我们 只 限于 讨论 线 电流 组 到 的 磁场 . 根据 电工 学 中 的 已 知 定 
律 ,直线 电流 了 在 与 它 的 距离 等 于 r 处 的 场 强 向 量 也 ,是 位 于 与 电流 垂直 的 平面 内 
的 ,其 数量 等 于 分 ,其 方向 是 沿 着 连接 场 中 的 点 与 电流 线 的 最 短线 段 的 法 线 方向 的 ， 
至 于 朝 着 法 线 的 那 一 端 则 用 右手 螺旋 定 则 来 确定 . 因此 ,在 对 应 的 平面 场 中 ,这 向 量 
就 等 于 
(24) 


这 样 的 磁场 中 的 复 磁 势 ,是 函数 
F(z)=U+iV=2Iln z+c, (25) 
其 中 U 是 磁场 的 力 函 数 ,V 是 磁 势 ,c 是 任意 常数 . 
由 п 个 分 别 与 z 平面 相交 于 上 的 线 电 流 I(k=1,2,…,n) 所 构成 的 电流 组 的 
场 强 向 量 与 复 磁 势 ,可 以 由 表达 式 (24) 与 (25) 相 加 而 得 到 ,分 别 等 于 
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‚ F(z)= 2 (= - =) +с. (26) 
= 之 & k=1 


比较 公式 (25) 与 (23) ,我 们 便 可 以 得 出 结论 说 :由 交 z 平面 于 点 处 的 一 些 线 
电荷 所 产生 的 电场 中 的 电场 线 与 等 电势 线 所 构成 的 网 格 , 与 在 同样 那些 点 z 处 与 z 
平面 相交 的 一 些 线 电流 的 磁场 中 磁 感 线 与 等 磁 势 线 所 构成 的 网 格 是 完全 相同 的 .在 
这 时 仅 是 磁 感 线 与 等 磁 势 线 互相 交换 了 地 位 . 

作为 一 个 例子 ,我 们 来 看 由 交 z 平面 于 点 土 a 处 的 两 个 方向 相同 而 且 强 弱 相 等 
的 线 电流 所 产生 的 磁场 .这 磁场 的 复 磁 势 等 于 

F(z)= Iln(z’ — a’), (27) 


磁 感 线 由 方程 

|z—~al|z+al|= const (28) 
来 确定 ,这 表示 了 它们 是 一 些 所 谓 双 纽 线 ( 双 纽 线 是 那些 与 两 个 已 知 点 一 一 焦点 一 一 
的 距离 的 乘积 是 一 个 常数 的 点 的 几何 轨迹 , 见 图 113). 


[48] $2 物理 观念 . 边 值 问题 的 提 法 - 205 · 


48. 边 值 问题 ”我们 已 经 在 上 一 目 中 看 到 ,要 
研究 平面 向 量 场 ,只 需 知道 它 的 复 势能 便 够 了 . 实 
用 上 的 问题 ,通常 可 以 归结 到 根据 在 这 个 场 的 边界 
上 的 一 些 已 知 条 件 ( 它 们 是 由 所 给 问题 的 本 身 物理 
条 件 来 给 出 的 ) 来 确定 这 个 场 的 复 势 能 ,或 者 ,按照 
一 般 的 说 法 ,归结 到 解 给 定 的 边 值 或 边界 问题 .这 
时 ,如 果 问 题 已 经 在 物理 学 上 正确 设置 了 ,那么 ,所 
给 的 条 件 便 应 当 能 够 完全 确定 一 个 向 量 场 ,也 就 是 
说 , 复 势 能 应 当 在 可 以 相差 一 个 常数 项 的 范围 内 完 
全 被 确定 .在 这 里 ,我 们 将 举 几 个 设置 平面 场 理论 
的 边 值 问 题 的 最 简单 的 例子 ,并 且 ,为 了 确定 起 见 ， Низ 
将 使 用 流体 力学 中 的 术语 .在 例题 中 ,我 们 也 将 考虑 这 些 问题 的 解 的 其 他 解释 .我 们 
先 从 绕 流 上 的 三 个 问题 开始 . 

(1) 闭 曲 线 外 部 中 的 流体 ”我 们 假定 ,在 向 量 场 的 区 域 D 的 内 部 含有 无 穷 远 
点 ,区 域 D 是 由 一 条 封闭 曲线 C 一 浸没 在 流体 内 的 一 个 物体 的 边界 线 一 一 所 围 成 
的 (DD 是 封闭 曲线 C 的 外 部 ). 设 这 物体 以 不 变 的 速度 — V 向 前 运动 ,或 者 ,完全 一 
样 , 设 物体 固定 不 动 而 流体 则 以 速度 У 向 物体 冲击 .这 时 复 势 能 的 导数 一 “与 流体 
速度 在 复数 意义 上 共 罗 的 那个 函数 ( 见 上 一 目 中 的 (3) 式 ) 一 一 应 当 是 一 个 在 无 穷 远 
处 正则 的 在 区 域 D 内 的 单 值 解析 函数 .因此 它 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 的 洛 朗 展 开 式 有 
形状 


а (а) У С (0) 
于 是 从 第 46 目 中 的 公式 (23) 可 以 得 出 

c_1"27 = Г+1М, 
这 里 的 卫 与 N 是 沿 着 任何 一 条 包围 C 的 闭 周 线 的 环 量 与 流量 .但 由 于 流体 是 绕 着 C 
流 的 ,并 且 在 DD 内 没有 源 ,所 以 N=0. 于 是 ,对 (1) 求 积分 ,我 们 便 得 出 下 面 的 复 势 能 
在 无 穷 远 点 的 邻 域内 的 展开 式 


w= р(х) = Vztect+ i 一 


nz (2) 


其 中 с 是 一 个 任意 常数 . 环 量 卫 的 大 小 应 当 是 已 知 的 一 一 完全 绕 流 问题 的 第 一 个 边 

界 条 件 就 在 于 此 . 这 个 条 件 的 物理 意义 我 们 将 在 下 面 说 明 ( 见 第 49 目 中 的 例 (2) 与 例 

(3)) .第 二 个 边界 条 件 是 关于 界线 С 的 :根据 绕 流 的 条 件 ,在 周 线 С 的 任何 一 点 处 ， 

流体 速度 的 方向 都 应 当 是 沿 着 С 的 切线 方向 的 . 换 句 话说 , 周 线 C 应 当 是 流 线 中 的 
一 条 , 即 ,在 周 线 С 上 应 当 满足 条 件 

о(х, у) = const. (3) 

我 们 要 证 明 : 当 在 无 穷 远 处 的 速度 V。 与 环 量 卫 都 已 经 给 出 时 ,这 问题 的 解 是 唯 
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一 的 . 设 fi(z) 与 户 (z) 是 对 应 于 问题 的 两 个 解 的 复 势 能 ,又 
Кх) = Х,(=)- (=). 

显然 ,函数 f(z) 在 DD 内 各 处 ,包括 无 穷 远 点 在 内 ,都 是 单 值 而 且 解 析 的 . 它 的 虚数 部 
分 v(z) 在 C 上 是 个 常数 ,在 D 内 (包括 无 穷 远 点 在 内 ) 处 处 都 是 个 调和 函数 .按照 
犹 利克 雷 问 题 的 解 的 唯一 性 定理 ,应 当 有 

0( 2) ==сопѕї, 
而 因 之 ， f(z)= const. 
所 以 ,我们 的 这 两 个 复 势 能 仅 相 差 一 个 常数 项 ,不 影响 速度 的 分 布 . 

我 们 还 要 指出 ,在 人 厂 =0 时 的 无 环 量 的 绕 流 的 情形 下 , 复 势 能 
w= Г (=) 

实施 一 个 把 区 域 D 映 到 菜 一 段 平行 于 轴 的 线段 的 外 部 上 去 的 双向 单 值 映射 .事实 
上 ,从 f(z) 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 的 展开 式 


w= (а) = Ус - 


中 可 以 看 出 : f(z) 的 展开 式 的 主要 部 分 具有 形式 V。z ,所 以 ,图 数 w = f(z) 实 施 在 

х 平面 与 w 平面 的 无 穷 远 点 的 邻 域 之 间 的 一 个 双 癌 单 值 映射 (这 也 可 以 由 存在 着 
f(%)= VA0 

ПОЕ). У f(z) 在 区 域 D 内 有 一 个 一 阶 极点 (在 无 穷 远 点 处 ), 所 以 ,根据 辐 角 原 

理 ( 第 23 目 ), 对 于 足够 大 的 a 有 


_ 1 f(z)dz _ 
І п(а) |20 


其 中 n(a) 是 f(z) 在 区 域 D 内 的 a 值 点 的 个 数 ,曲线 С 是 按照 逆 时 针 的 方向 来 通 
过 的 .但 是 п(а) жа 的 只 取 整 数值 的 连续 函数 ,所 以 ,对 于 函数 f(z) 在 周 线 C 上 
所 不 取 的 所 有 的 值 а 来 说 , 它 是 常量 , 且 
| 1-п(а)=0. 

由 此 可 见 f(z) 在 区 域 D 内 取 了 ,并 且 只 是 一 次 取 了 它 在 界线 С 上 没有 取 的 值 . 界 
线 С 在 映射 w= f(z) 下 的 像 是 一 段 平 行 于 и 轴 的 直线 段 这 事实 ,可 以 从 边界 条 件 
(3) 中 得 出 .结论 得 证 . 

这 问题 可 以 推广 到 绕 一 组 界线 的 绕 流 ( 复 经 飞机) 的 情形 中 去 . 那 时 除 掉 在 无 穷 
远 处 的 速度 之 外 ,还 必须 给 出 当 绕 行 每 一 条 界线 时 的 环 量 的 值 . 

(2) 在 曲线 带 形 内 的 流体 设 已 给 定 两 条 曲线 Co 与 Ci ,它们 只 以 它们 在 点 z= 
co 处 的 端点 为 公共 点 ,并 设 D 是 包含 在 这 两 条 曲线 之 间 的 区 域 .要求 在 区 域 D 内 建 
立 绕 着 C6 与 C1 流 的 无 涡流 体 ,使 其 具有 已 知 的 通 量 N, 即 ,速度 VV 通过 任意 一 条 连 
接 曲线 Co 与 C1 的 曲线 7 的 流量 . 

设 w= f(z) 是 所 求 的 向 量 场 的 复 势 能 .流体 绕 着 Cu 与 C1 流 这 个 条 件 可 以 归结 
为 :在 这 两 条 曲线 上 限 数 э(х,у) = Ш f(z) 应 当 取 某 两 个 常数 值 ,例如 : 
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fv, 在 Co 上 ， 
об). ЖСБ. (4) 
按照 第 46 目 中 的 公式 (11) , 通 量 
N= | (Vn ) ds= о о, (5) 


因此 , 差 о 一 vw 是 已 知 的 .由 于 f(z) 仪 是 在 可 以 相差 一 个 常数 项 的 程度 内 被 确定 
的 ,所 以 ,我 们 总 可 以 取 w =0, о = М. 
如 果 对 f(z) 在 无 穷 远 处 的 性 状 不 加 以 补充 的 限制 ,这 问题 仍 是 不 确定 的 .事实 
上 ,例如 考虑 带 形 0< y< 六 ,其 中 М 是 已 知 的 通 量 , 那 时 函数 
Р.О) = + Ает 
满足 上 面 所 提 的 一 切 条 件 ,因为 对 于 任何 的 整数 ”与 实数 1 , 它 的 虚数 部 分 


лик. ЦПУ 
+ Ae N sin — 
У № 


在 带 形 的 边界 上 取 常 数值 w = 0, о = N. 所 以 我 们 需要 再 补充 假定 :1) 曲线 СН 
Ci 都 具有 光滑 的 曲率 ;2) 当 一 co 时 , 带 形 DD 的 宽度 .曲线 Co 与 C1 的 曲率 以 及 这 两 
个 曲率 的 导数 ,都 保持 为 有 界 的 ;3) 只 考虑 在 无 穷 远 处 具有 有 界 速 度 的 流体 . 
我 们 来 证 明 :在 这 些 假设 下 当 通 量 N 已 给 出 时 ,在 区 域 D 内 仅 有 唯一 的 绕 C6 与 
Cl 流 的 无 涡流 体 存在 .事实 上 , 设 f(z) 是 任何 一 个 满足 问题 中 条 件 的 流体 的 复 势 
能 ,而 z= vo(w) 是 实施 把 带 形 0<Im w<N 映 到 区 域 D 上 去 的 共 形 映射 的 函数 ,并 
ВН ф(+ оо) = +°*. ВЖ, ИЖ 
Е(ш) = ф(х) |= О +: (6) 
就 是 在 带 形 0< "< N 内 的 一 个 绕 着 直线 v=0 与 v = 六 流 的 而 且 具 有 已 知 通 量 № 
的 流体 的 复 势能 .根据 所 给 流体 在 无 穷 远 处 的 速度 是 有 界 的 这 个 条 件 ,以 及 在 第 29 
目 中 在 共 形 映射 下 的 有 关 边 界 对 应 的 定理 1. ЕЖЕ’ (0) = 广 z)o (10) 209720 


处 也 是 保持 有 界 的 .我 们 来 考虑 在 带 形 0< v< N 内 的 调和 函数 了 = Im Е’ Соо). 8 
然 , 它 在 这 带 形 的 边界 上 等 于 0, 而 在 封闭 带 形 0 过 vw 壹 N 内 是 有 界 的 .根据 广义 最 大 
最 小 值 原理 (第 42 目 中 的 定理 5), 可 以 得 出 :在 带 形 内 处 处 有 人 二 0, 而 这 意味 着 


ди 
Е (0) =а 是 一 个 实数 的 常数 .由 此 得 出 下 (w)= ах (我 们 侈 去 那个 非 本 质 的 常数 
项 ) ,又 由 于 函数 V(zm) = ао 应 当 是 在 直线 v=0 上 等 于 0 而 在 直线 v= М 上 等 于 六 
的 ,所 以 а=1, 247481 下 (w) 寺 w. 于 是 从 公式 (6) 我 们 得 到 fl p(w)]= х, ВП, 
f(z) 应 当 是 p(w) 的 反 消 数 .问题 的 解 的 唯一 性 已 经 证 明了 . 


* = = оо Г 的 边界 的 二 重点 ,我 们 把 这 两 个 点 中 的 一 个 记 作 一 co , 另 一 个 记 作 + %. 这 时 我 们 只 
关心 一 件 事情 :从 绕 行 区 域 D 的 边界 来 看 ,要 使 得 这 两 个 点 是 像 在 水 平 的 长 方形 带 形 中 那样 地 放置 着 的 . 
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同时 也 就 证 明了 :所 求 的 复 势 能 w= f(z) 实 施 一 个 把 区 域 р 映 到 带 形 0<v< 
N 上 去 的 双向 单 值 的 共 形 映射 ,并 且 具 有 对 于 无 穷 远 点 的 对 应 关系 :+co)= 
十 оо 

(3) 在 曲线 半 平 面 内 的 流体 设 已 经 给 定 了 一 条 没有 自己 相交 的 点 的 曲线 С, 
它 包 含 无 穷 远 点 ,并且 在 复 变量 球面 上 是 封闭 的 .让 我 们 用 D 来 表示 由 曲线 C 所 围 
成 的 那 两 个 区 域 中 的 一 个 .现在 要 求 在 区 域 D 内 ,建立 一 个 绕 曲 线 C 流 而 且 具 有 数 
量 已 知 的 无 穷 远 处 速度 |V。 | 的 流体 . 

如 采 再 补充 假定 :在 所 有 的 点 处 ,包括 无 穷 远 点 在 内 ,曲线 С 都 具有 连续 可 微 的 
曲率 ,并 且 只 考虑 具有 有 界 速度 的 流体 ,那么 , 解 的 唯一 性 便 可 以 完全 照 上 一 个 问题 
中 那样 地 来 证 明 ( 只 需 把 市 形 换 成 半 平 面 就 行 ). 

所 求 的 复 势 能 w= f(z) 实 施 一 个 在 条 件 

Ко) = оо, |3 (9) = 1У., | 
下 把 区 域 D 映 到 上 半 平 面 上 去 的 共 形 映射 . 

作为 一 个 例子 ,我 们 来 说 明 当 考虑 静电 场 时 ,在 问题 (1) — (3) 中 所 必须 作 的 一 些 
变形 .在 处 处 用 术语 “所 绕 流 的 界线 ”的 地 方 ,都 要 用 术语 “导体 "(说 得 更 精确 一 点 ， 
“垂直 于 = 平面 的 导体 柱 面 的 截 痕 ”) 来 代替 , “速度 "用 “ 场 强 "来 代 蔡 ,“ 流 函数 ”用 
“电势 "来 代替 ,“ 势 函数 "用 “ 力 函 数 " 来 代 检 ,“ 通 量 " 用 “电势 差 来 代 蔡 ,等 等 .在 问题 
(1) 中 ,给 出 环 量 Г 要 用 给 出 总 电荷 

1С -1 


е4 | 70045 

( 见 第 47 目 中 的 (21) 式 ) 来 代替 ,因此 ,在 公式 (1) 中 с, = 26, ЖНА (2) 9 
着 对 数 的 那 一 项 具有 形式 2eiLa 二 (参看 第 47 目 中 的 (23) 式 )， 

最 后 ,我 们 来 举 两 个 稍为 复杂 一 点 的 边 值 问题 的 例 


子 


图 形 来 包括 .在 容器 A 内 有 静止 的 或 流动 着 的 流体 , 流 
体 中 浮 着 一 些 固体 B，(k=1,2,…,n)( 图 114*). 在 
时 间 z=0 的 瞬时 ,一 些 冲 击 力 作用 到 这 些 物体 上 ,使 得 
物体 В, 瞬间 得 到 一 个 速度 增 量 Ve” (ВНЕ). 现在 要 想 
求 出 速度 场 V “以 及 在 紧 接 着 碰撞 后 的 那 一 瞬时 ,流体 
中 冲击 压力 P” 的 分 布 . 

我 们 转 到 问题 的 数学 提 法 上 来 ,并 且 ,为 简单 起 见 ,只 限于 讨论 在 碰撞 之 前 流体 


* 当然 ,我 们 假定 :容器 与 浮 着 的 物体 都 是 呈 柱 面 的 形状 ,流体 的 运动 是 平行 于 一 个 平面 的 .在 图 114 中 表 
示 了 垂直 于 柱 面 母线 的 一 个 截面 . 
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是 静止 的 那 种 情形 .我 们 知道 ,如 果 没 有 很 大 的 冲击 力 ,碰撞 之 后 的 运动 便 形成 一 个 
势 场 ,并 且 ,在 紧 接着 碰撞 后 的 那 一 瞬时 ,速度 的 势 函 数 u(x ,y) 满 足 条 件 
ри = Pp ， (7) 
其 中 po 是 流体 的 密度 ,P'” 是 流体 中 的 冲击 压力 .我 们 把 流体 所 占 的 区 域 记 作 DD ,把 
它 的 边界 记 作 С. 曲线 С 是 由 下 述 那 些 弧 所 组 成 的 : 弧 Co 表示 容 希 的 内 壁 , 弧 С, 0 
示 物 体 B 的 表面 ,以 及 弧 C' 表 示 在 相继 的 两 段 弧 CC 与 Ci; 1 之 间 的 那 一 段 流体 的 目 
由 面 (图 114). 对 于 速度 的 势 函数 u(x,y) ,我 们 有 下 列 的 边界 条 件 : 
1) 沿 着 容 妖 的 内 壁 Co 有 
=— = 0), (8) 


因为 ,从 绕 流 的 条 件 我 们 有 
о(х, у) = const, 


于 是 由 对 于 方向 6° мН ТИ - 黎 曼 条 件 ,我 们 便 得 到 


ди on _ 

др _ -5: 20. 
2) 沿 着 流体 与 物体 接触 面 的 弧 С, 97 

ди 


< 一 (VC по), (9) 


дп 

其 中 产 是 GC 的 内 法 线 的 单位 向 量 . 这 时 我 们 认为 不 发 生 流体 落 在 容器 内 壁 外 面 的 
现象 (空隙 现象 ) , 式 (9) 可 以 由 在 u(x ,y) 的 梯度 grad и = V 中 与 其 沿 一 方向 的 导数 
之 间 的 已 知 关系 而 得 到 .物体 B 的 冲击 速度 看 作 已 知 的 ,所 以 在 (9) 式 右 端 中 的 函数 
是 已 知 的 . 

3) 沿 着 弧 C“，( 即 , 沿 着 流体 的 自由 表面 ) 有 

и(х,у)=0, (10) 

因为 ,在 自由 表面 上 压力 已 经 终止 了 ,所 以 P'… =0, 于 是 (10) 式 便 可 以 从 (7) 得 出 . 

在 区 域 D 内 求 出 了 u(x,y) 之 后 ,我 们 便 得 到 了 速度 = grad и 的 分 布 , 并 且 
可 以 按照 公式 (7) 来 确定 压力 . 

这 个 边 值 问题 是 调和 函数 理论 中 的 混合 边 值 问题 的 一 个 特例 ,这 种 问题 的 研究 
与 求解 我 们 将 在 第 55 目 中 陈述 . (也 可 参阅 第 49 目 中 的 例 9). 

(5) 带 有 流 股 障碍 的 绕 流 ”所谓 带 有 流 股 障碍 的 绕 流 ,是 在 这 流动 中 , 流 线 中 一 
条 从 无 穷 远 处 向 所 绕 物 体 的 某 一 个 点 B 行进 ,在 这 个 点 B 处 这 流 线 被 分 成 两 支 , 每 
一 支 都 沿 着 所 绕 物体 的 外 壁 行进 ,以 到 某 两 个 点 C 与 C, 处 ,然后 再 离开 这 物体 的 外 
壁 , 重 新 流 问 无 穷 远 ( 见 图 115). 这 时 我 们 假定 ,自由 流 股 CA, 与 С. А ЕЯ 
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图 115 


ТАЈ ЕАН ХЕ ЗО рУ ЗЕЕ Е Г НУН] И “ТИБО НЕЕ 
ГАЗА А — Э), ТЕРЕН П РАКАТ 0, 因此 ,压力 是 个 常量 (参看 
第 47 目 中 的 伯 努 利 一 欧 拉 公式 (4)), 流 股 С,А, У C,A, 可 以 看 作 是 流体 的 自由 边 
界 .我 们 达到 下 述 的 边 值 问题 : 
1) 在 物体 外 壁 的 С, BC, 这 一 段 ( 它 的 长 度 是 未 知 的 ) 上 有 绕 流 , 这 就 是 说 ,在 这 
一 段 上 
о(х,у) = const; (11) 
2) 在 目 由 流 股 Ci A 与 С, А, (它们 的 形状 是 未 知 的 ) 上 ,速度 的 大 小 是 个 常 
量 : 
上 IVI=|y。|， (12) 
这 可 以 根据 伯 努 利 — 欧 拉 公式 ,从 静止 地 带 的 压力 是 个 常量 这 性 质 而 得 出 . 
解 这 个 边 值 问题 的 方法 ,我 们 将 在 第 65 目 中 进行 . 
在 下 面 的 叙述 中 ,我 们 还 不 止 一 次 地 遇 到 各 种 类 型 的 边 值 问题 . 
49. 例题 .应 用 
(1) ЖАКИ АК Ж 47 目 中 ,我 们 已 经 得 出 了 关于 被 绕 流 的 截面 的 浮力 
的 С. А.А 


P=X-iY=$ | (е) Раз. (1) 


考虑 到 在 上 一 目 中 所 得 出 的 ,在 封闭 曲线 的 绕 流 问题 中 , 复 势 能 的 导数 在 无 穷 远 处 的 


展开 式 
“ WV Г 1 вое 
f (=) — У.. + Элі 2 + 9 
并 对 于 积分 (1) 应 用 留 数 和 定理 ,我们 便 得 到 
Б др = ГУ». 
2 лі б 


ТЕ С У НОСЕ, ВНА НО Н.Е. 茹 科 夫 斯 基 定 理 (1904 年 ): 


* 这 样 的 图 形 在 一 定 程 度 上 反映 了 在 实际 流体 中 运动 着 的 物体 的 可 以 观察 到 的 速度 间断 .但 是 ,在 实际 的 
流体 中 ,地带 开 并 不 静止 ,而 是 充满 了 涡 旋 运动 的 ,而 且 并 不 延伸 到 无 穷 远 处 . 
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P= – ірГУ.,. (2) 
也 就 是 作用 在 被 绕 流 的 周 线 上 的 浮力 ,其 大 小 等 于 环 量 、 密 度 以 及 无 穷 远 处 速度 的 大 
小 的 乘积 ,其 方向 是 把 V。 的 方向 迎 着 环 量 转 一 个 直角 ( 当 卫 >0 时 ,按照 顺 时 针 方 向 
转 ; 当 有 <0 时 ,按照 逆 时 针 方 向 转 ). 

(2) 对 圆柱 面 的 绕 流 ”首先 我 们 来 求 绕 圆周 |z| = К 流 的 在 无 穷 远 处 具有 已 知 
速度 V。 = ve” 的 无 环 量 流体 .按照 上 一 目 中 所 证 明 的 ,这 流体 的 复 势能 实施 一 个 把 
圆 的 外 部 映 到 实 轴 的 一 段 线段 的 外 部 上 去 的 共 形 上 映射. 这样 的 共 形 映射 可 以 由 一 个 
ДЕРСГЕ РА 


来 实施 ,其 中 是 一 个 实 常数 . 但 是 对 于 这 个 函数 说 ,以 о (оо) = 名 取代 VV。 = 

ое” .所 以 ,为 了 得 到 具有 已 知 的 无 穷 远 处 速度 V。 的 流体 的 复 势能 ,可 以 在 最 后 
的 公式 中 用 ze ”取代 z, 并 且 令 = Во ,我 们 得 到 

шў. УЗЕ. (3) 

所 得 到 的 无 环 量 的 流体 , 再 加 上 一 个 也 绕 着 圆周 | = R 流 的 纯 环 量 流体 


元 -La =, 我 们 便 得 出 了 这 问题 的 最 后 的 解 


71 


ш б) Ӯ + 元 La =. (4) 
流体 的 临界 点 , 即 ,使 流体 速度 等 于 0 的 点 (参看 第 47 目 ) ,由 方程 


Г 
=? + 一 2 一 ec2R = 0) 


2лУ., 
来 确定 .由 此 , 令 |V。 | = wv ,我 们 得 到 
1 
== (Гі +, 16л? оё К? Г). 
лу. 


НГ, Гло © В, ЗАП | зы | = д 16? 07, В? ,并 且 这 两 个 临界 
扩 都 在 圆周 |z| = К Е; 4 | Г| >4по- К 时 ,我 们 有 
ГУ Г 16r К |5, 


并 且 由 于 二 次 方程 的 根 的 模 的 乘积 等 于 К? ,所 以 其 中 一 个 临界 点 在 圆 | =|< КИ, 
为 一 个 在 圆 外 . 
我 们 来 更 详细 地 考虑 第 一 个 情形 .在 圆周 上 令 = = Re” ,我 们 有 


, — -0 ол Ti -i 
IF (=) | 9» (е е ) 7 Re 


2vw sin(@ — 0) -2 ， (5) 
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为 简单 起 见 ,暂且 令 0=0, 由 此 便 得 到 关于 临界 点 的 下 述 两 个 关系 式 
рр Г — 
Фі = агсзіп д-р, Фл фі. (6) 


在 点 Ке" АК, ЯНУ ТАР КВ В С У Ў р А: — Яга [АЈА В ЕЕ ВО 
流 , 男 一 条 沿 着 圆周 的 下 半 段 弧 流 .在 点 Re” 处 ,这 两 条 流 线 重新 会 合 起 来 (图 116 
(a)). 这 两 个 点 中 ,第 一 个 点 叫做 流体 的 分 支点 ,第 二 个 点 叫做 流体 的 会 合 点 . 

对 于 无 环 量 的 流体 ,临界 点 是 土 RR. 环 量 有 使 这 两 个 点 互相 接近 的 趋势 一 一 当 芽 
增加 时 ,两 个 临界 点 都 癌 上 移动 , 当 

Г=4ло. К 

时 ,这 两 点 合并 成 一 个 点 (图 116(b)).T 的 再 进一步 增 大 ,就 要 导致 形成 封闭 的 流 线 
(图 116(c) ) 一 一 我 们 已 经 得 到 第 二 种 情形 了 . 

如 果 在 无 穷 远 处 的 速度 V- 有 辐 角 8, 那么 不 过 是 把 流体 的 整个 图 形 旋转 一 下 
而 已 ,于 是 关于 会 合 点 的 公式 (6) 将 具有 形状 : 

Г =4ло. Rsin( 91 — 9). (7) 

注意 ,在 我 们 这 个 问题 中 ,可 以 用 给 出 流体 的 会 合 点 Re”*' 来 代替 给 出 环 量 丁 , 因 
为 它们 是 用 简单 的 公式 (7) 互 相 联 系 着 的 .用 会 合 点 来 表达 , 茹 科 夫 斯 基 定 理 中 浮力 
的 大 小 可 表 为 


|Р| =4xpRoz |sin(e — 95)|, (8) 
流体 的 速度 可 表 为 (参看 (5) 式 ) 
[|V|=2v |5іп(ф = 9) – зіп(ф, 一 9)|. (9) 
= 
— _——ә— 
2 Кем) 
(а) (Ы) (с) 
Е 116 


(3) 对 任意 截面 的 绕 流 . 恰 普 志 金条 件 、 设 给 定 任何 一 个 由 封闭 曲线 С 所 围 成 
的 截面 ,又 函数 
¢=g(z), во) =, в (99) =1 (10) 
实施 一 个 把 С 的 外 部 映 到 贺 的 外 部 15| > R 上 去 的 共 形 映射 .于 是 ,车 绕 这 个 具有 已 
知 会 合 点 zi 与 已 知 无 穷 远 处 速度 V。 的 截面 流 的 流体 的 复 势能 显然 将 是 函数 
у ал g(2), ар 
О А С, = Кет ЧЕД 


w= Vog(z)+ 
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式 (7) 来 求 出 . 
设 被 绕 流 的 柱 面 具有 尖锐 的 边缘 ,使 得 它 的 截 猴 C 在 某 一 个 点 z, 处 有 一 个 尖 
端 ,在 这 尖端 处 左右 切线 之 间 的 角度 等 于 ar (0 过 ac<1) .那么 ,从 共 形 映射 在 角 点 处 
的 性 状 ( 见 第 37 目 ) 可 以 知道 ,在 这 个 点 的 邻 域 内 
б=2(> А (2) аруз (12) 
因此 ,导数 
GB(z 1) 5 (13) 
在 点 zo 处 变 成 无 限 大 “(A 与 B гечи 0 的 常数 ,50 = g(xzo)). 
C.A. 恰 普 雷 金 曾 提出 了 一 个 想法 :在 对 于 带 有 尖端 点 z0 的 截面 的 绕 流 中 ,流体 
会 合 点 在 黏 性 与 涡 旋 状态 的 影响 之 下 ,将 转移 到 这 个 尖端 点 zo 处 ( 恰 普 雷 金 条 


件 ). 于 是 ,按照 前 面 的 例题 ， 映射 (4) 的 导数 分 (用 8 代 换 =) 在 点 6 =g(zo) 处 有 
一 个 一 阶 零点 ,这 就 表示 了 ,在 点 x 的 邻 域内 我 们 有 
dw 
ас (6-6) = D(z- =.) (14) 


(我 们 利用 了 表达 式 (12) ,C Уур 都 是 常数 ). 
把 (13) 与 (14) 两 式 联合 起 来 ,我 们 便 有 :在 zu 的 邻 域内 


dw _ dw .di у 
dz -de `аг “804% zo) 


这 就 是 说 , 由 恰 普 雷 金条 件 可 以 得 出 ,在 截面 的 尖端 边缘 附近 ,速度 是 有 界 的 . 

对 于 带 有 一 个 尖端 边缘 的 那些 界线 , 恰 普 雷 金条 件 单 值 地 确定 了 环 量 的 值 (参看 
АЗСТ)). 

(4) 对 于 菇 科 夫 斯 基 断 面 的 绕 流 ”在 第 34 目 (例题 1) 中 已 经 证 明 过 ,函数 

w=z+V 2? – а? (15) 
把 具有 参数 h 与 4 的 熙 科 夫 斯 基 断 面 的 外 部 映 到 一 个 圆 ， и: ih — ае`?' АК 
44 М.Ю. =М а’+1’+а 的 圆心 СВР, НЫ = arctan А (参看 图 117 与 图 
63). 图 数 (15) 在 无 穷 远 处 的 导数 等 于 2 ,因此 ,对 于 茹 科 夫 斯 基 断 面 ,图 数 5=g(z) 
的 形状 是 
(= 1-00-00) = 508+ 47), 
而 由 这 上 断面 所 映射 成 的 圆周 的 半径 , 即 等 于 
к= = (Ма? +1 +4). 


* 严格 说 来 ,在 公式 (12) 和 (13) 中 可 能 还 有 对 数 乘 因 子 , 这 因子 不 改变 所 作 的 推导 . 


· 214 . 第 三 章 ”函数 论 的 边 值 问题 及 其 应 用 [49] 


22 


ЛЛ 


117 


把 这 个 值 代 入 (11) 式 ,我 们 便 得 出 了 对 于 茹 科 夫 斯 基 断 面 的 绕 流 的 复 势能 . 
从 图 62 中 可 以 看 到 ,这 断面 的 尖端 点 在 和 平面 内 的 像 的 辐 角 等 于 一 5 (5, = 


Re 入) ,所 以 根据 恰 普 雷 金条 件 以 及 公式 (7) , 环 量 
Г= 20. (У + +4) (0+4), (16) 
于 是 根据 茹 科 夫 斯 基 定 理 ,浮力 的 大 小 等 于 
ІР | =2лро?, (М а? +1? +4) sin{ + 号)|， (17) 


(5) 平行 板 电容 器 端 缘 附近 的 静电 场 ”如 果 在 研究 平行 板 电容 器 内 部 的 静电 场 
时 ,在 实际 上 可 以 把 这 个 静电 场 看 作 均 匀 的 ,那么 在 两 端 附近 ,这 均匀 性 便 遭 到 严重 
破坏 ,而 必须 作 专 门 的 计算 了 .在 考虑 接近 电容 器 一 端的 静电 场 时 ,为 了 简单 起 见 ,我 
们 将 略 去 第 二 端的 影响 ,并 且 把 电容 器 表示 成 两 个 半 平 面 的 形状 ,一 个 位 于 另 一 个 的 
上 方 .我 们 把 电容 器 两 板 之 间 的 距离 记 作 2 ,把 它们 的 电势 分 别 记 作 + У. 

问题 可 以 归结 到 计算 在 两 条 平行 的 半 直 线 ( 电 容 堪 的 两 板 在 垂直 于 两 板 边 缘 的 
平面 内 的 截 痕 ) 的 外 部 的 平面 场 , 即 ,可 以 归结 到 第 48 目 中 的 边 值 问题 2. 复 电热 

w= f(z) 

实施 一 个 把 静电 场 的 区 域 映 到 带 形 一 V<Im w<V 上 去 的 映射 ,这 映射 使 下 述 点 的 
对 应 关系 成 立 : 


КА)=-®, f(C)=%. 
它 的 逆 映 射 我 们 已 经 在 第 39 目的 例题 3 中 得 出 过 : 
z= [+ ти) (18) 

( 见 第 39 目 中 的 公式 (13) ,不 过 我 们 已 互 换 了 z 与 w 的 地 位 ,对 带 形 作 了 一 个 相似 
变换 ,并 舍 去 了 非 实质 性 的 常数 项 ). 

在 图 118 中 表示 了 静电 场 的 等 电势 线 与 电场 线 .它们 的 参数 方程 ,可 以 分 别 在 vw 
= const 或 и = const 时 把 公式 (18) 中 的 实数 部 分 与 虚数 部 分 分 开 而 得 出 的 那 两 个 关 
系 式 
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(19) 


(我 们 令 = х + іу, ш=и+ іо). №8 47 目 中 的 公式 (20) , 场 强 等 于 


/dw ; У 1 
ЕУ [= о (20) 
dw 


在 电容 器 的 内 部 , 即 , 在 = 接近 于 点 A 时 ,而 接近 于 - co ,所 以 , 场 强 Е - ; 六 接近 
于 均匀 静电 场 的 场 强 . 当 2 接近 电容 器 的 边缘 时 ,元 -十 Vi, 所 以 场 强 无 限制 增 大 . 
我 们 来 跟踪 场 强 的 大 小 1E| = | 4 | 沿 着 等 电势 线 的 变化 . 由 于 解析 函数 的 导 


数 的 值 同 计算 导数 时 所 取 的 方向 无 关 , 所 以 我 们 可 以 按照 电力 线 и = const 的 方向 来 
计算 它 . 于 是 |dw|=|dv|,|dz|= ds, 这 里 的 ds 是 电场 线 的 弧 的 微分 ,可 以 在 公式 
(19) 中 令 = const 来 得 出 


ф=м (ах)? + (ау)? = /ew + 2eV cos то + 140, 


ао М 1 
4 А 2л к 元 | 
леў“ tZev сото +1 
要 求 出 |E| 沿 着 等 电势 线 的 极 大 值 ,只 须 固定 о 的 值 , 求 根 号 下 的 表达 式 对 于 и 
的 极 小 值 便 够 了 . 当 cos о 是 正 数 时 , 即 , 当 等 1o|< 子 , 亦 即 1v|< 地 时 , 极 大 极 小 


因此 ， 
(21) 


值 存 在 的 必要 条 件 ет" + соѕ уо =0 (这 是 使 (21) 式 中 根 号 下 的 表达 式 对 于 и М 
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数 等 于 0 而 得 到 的 ) 显 然 不 能 满足 . 沿 着 这 样 的 等 电势 线 , 场 强 | 五 | 是 单调 地 变化 的 ， 
既 没有 极 大 值 , 也 没有 极 小 值 .对 于 v= + 方 , 场 强 


Е 
еу“ +1 


ЧЕ и = - co 时 , 即 ,在 电容 器 的 左 端 处 ,达到 极 大 值 . 如 果 构造 一 个 电容 器 ,使 它 的 两 
板 恰 具 等 电势 线 "= + 也 的 形状 * (图 118 中 的 粗 线 ) ,那么 对 于 这 样 的 电容 器 来 说 ， 


当 接 近 端 边缘 时 场 强 将 减 小 ,而 不 会 像 对 于 平行 板 电容 需 那 样 地 无 限 增 大 . 这 种 电容 
器 叫做 罗 果 夫 斯 基 电 容器 . 

(6) 在 电机 间 阶 内 的 磁场 ”考虑 在 电机 的 转子 与 定子 之 间 的 间 际 内 ,邻近 转子 
的 凹 模 处 的 磁场 .我 们 将 把 转子 与 定子 的 半径 及 间距 认为 是 非常 大 的 ,使 得 这 个 磁场 
与 平行 于 平面 的 场 相 差 很 微 (在 图 119(a) 内 ,表示 了 机 人 需 在 垂直 于 转动 轴 的 平面 中 
的 截面 ) .我们 用 2 昌 来 记 转子 的 止 柳 的 宽度 ,由 于 在 实际 上 那些 透 入 凹 槽 的 场 线 仅 
有 极 小 部 分 能 够 达到 它 的 底部 ,所 以 这 止 槽 的 深度 可 以 当 作 无 限 大 .我 们 用 天 来 记 
在 铁 之 间 的 空隙 的 大 小 , 即 ,在 定子 与 转子 之 间 的 距离 , 略 去 其 他 凹 槽 的 影响 ,我 们 假 
定 : 这 空 际 是 一 条 两 端 都 无 限 的 带 形 . 作 了 这 些 简化 之 后 ,我 们 所 关心 的 这 个 磁场 的 
区 域 , 便 呈 在 图 119(b) 中 所 画 出 的 那个 五 角形 的 形状 .我 们 假设 ,转子 边界 的 截 痕 
AiA6cA;A4sA3 上 市 看 势能 V ,而 定子 边界 的 截 痕 A1A,A3 上 的 势能 则 为 0 (假定 铁 
的 磁 导 率 是 无 限 大 ). 


(a) 


图 119 


这 问题 属于 第 48 目 中 的 边界 问题 2 的 类 型 ,可 以 归结 到 一 个 把 这 磁场 区 域 映 到 
带 形 0< Im w<V 上 去 的 共 形 映射 


ж 由 表达 式 (19), 对 于 这 样 的 曲线 有 


因此 у= + (л). 
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ш= (=), А) = 9, (А) = ә. 
在 第 39 目 中 ,我 们 已 经 得 到 过 把 上 半 平 面 映 到 这 磁场 的 区 域 上 的 映射 
/ 


21 10) 0 
— == | Aarctan == + Harth = |, 22 
т) т Ни Ут (22) 


А 十 > 
Ни а= Н 变换 成 直线 A, A, A; , 实 轴 


的 其 余部 分 变换 成 A;A,A,A,A，( 见 第 39 自 中 的 公式 (23), 不 过 我 们 改变 了 变量 
的 记号 ). 然 后 , 先 应 用 一 个 把 上 半 ww 平面 映 到 带 形 0<Im «< У 上 去 的 辅助 的 具有 
必须 的 边界 对 应 关系 的 映射 

l+w 2V 


= Уд п] arth и, (23) 
с) Л 


再 从 方程 (22) 与 (23) 中 消去 о, ВАГИНЫ ЛК 5 ВЕНУ У РАЖ. 
我 们 来 求 磁 感应 强度 向 量 В 的 大 小 ,在 我 们 这 个 情形 中 磁感应 强度 与 Н 相同: 


.| | 经 1 
|4 == 2 пт: 2Н | 4/2 – а? 


ЗУ 
Н 2а? | 
(在 计算 导数 时 ,我们 利用 了 表达 式 (23) 与 (22) ). 
要 描述 电机 的 特征 ,最 重要 的 是 知道 磁 流 的 脉动 , 即 ,在 定子 上 的 最 小 磁感应 强 
度 与 最 大 磁感应 强度 的 比 .由 物理 学 上 的 考虑 显然 可 以 知道 :最 小 的 磁感应 强度 Ви, 
在 与 转子 的 凹 模 相对 处 , 即 点 A, 处 被 达到 ;而 最 大 的 磁感应 强度 Вх , 则 在 与 凸 出 部 
分 的 中 点 相对 处 , 即 点 A 处 被 达到 .因为 点 A, 对 应 于 w=0, 点 A1 对 应 于 w= 一 1， 
因此 ,所 求 的 比 等 于 ” 
Bs,_Va:-1 А -一 人 人、 
Bm 一 
(7) 对 于 倾斜 直线 段 的 绕 流 ” 求 绕 一 段 倾斜 — д \ 
直线 段 (0,he™ ) 流 的 无 限 深 的 平面 流体 , 它 在 无 穷 4 у 
远 处 的 速度 的 数量 ve 已 经 知道 (图 120). 这 问题 
属于 第 48 目 中 边 值 问题 3 的 类 型 ,可 以 归结 到 一 120 


ві = 


dz 


(24) 


5 


* 这 个 结果 还 可 以 由 数学 考虑 得 出 .定子 的 边界 A1 АА: УТ о 平面 中 实 轴 上 的 线段 (- 1,1), 因 此 由 
(24) 可 以 知道 : 

1 
Ма-г 


У У 
В = д, Въ = ў 
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个 把 流体 的 区 域 映 到 上 半 平 面 上 的 共 形 映射 .这 个 映射 的 逆 映 射 已 经 在 第 39 目 中 得 
出 过 : 

= (0) ЕЁ (тю 1)" (до +1)", (26) 
其 中 p= 1 а р ( 见 第 39 目 中 公式 (10) ) ,在 这 里 我 们 已 经 互 换 了 z 与 w 的 地 位 ,并 


日 为 了 要 得 到 长 度 为 h 的 线段 ,已 经 把 z 平面 加 以 延伸 .显然 (оо) = co ,而 且 在 无 
穷 远 处 的 导数 等 于 


т (В) (ат) анро: 


把 公式 (26) 中 的 w 换 成 ,我 们 便 得 出 复 势能 的 反 函 数 ,因为 , 它 在 无 穷 远 处 的 导 
数 就 等 于 - ,而 这 正 是 所 需要 的 .在 图 120 В С йек 
中 可 以 知道 ,流体 的 速度 |V| = | 9 在 对 应 于 =0 的 那个 点 4; 处 变 成 无 限 大 '， 
而 在 对 应 于 w= - 太 与 ww= 工 的 那 两 个 点 As 与 As 处 变 成 0. 

(8) 在 渠道 内 温度 的 分 布设 渠 底 保 持 在 温度 г", › 
而 渠 壁 保持 在 温度 0" 的 状况 ,在 渠 底 与 渠 壁 之 间 是 热 绝 


缘 的 .在 图 121 中 画 出 了 用 一 个 垂直 于 渠 底 的 平面 来 堆 
得 的 渠道 截面 .这 个 问题 可 以 化 为 对 于 半 带 形 的 广义 狄 
利克 雷 问题 . 先 借助 函数 “= sin 至 把 这 个 半 带 形 映 到 
上 半 平 面 上 .在 这 时 渠 底 BC 被 变换 成 线段 ( - 1,1) ,党 


个 
叱 被 变换 成 射线 ( - -1) ,(1, co) .余下 来 只 外 要 再 — NN 


利用 第 44 目 中 的 公式 (9): В 


к“ 
к. 


а 
SS 


Vi 2 _ _ —1 
КОРЕИ 
(这 里 我 们 有 п=2, ш=и, =0, и, ЕЁ, фу = агв(5 + 
1)) ,并 作 代 换 


. NZ_ . NAT рлу. NAr,x 
C=sin 25 = ѕіп ХА ср 27 + ісоѕ sh 27. 
а а а a а 


我 们 得 到 


* 在 这 里 应 该 指出 一 种 情况 :如 果 认为 , 当 ло 0 时 分 数 名 ++ 一 -1=e*, 那 么 第 二 个 分 数 恕 二 [一 


e 不 ,所 以 , 当 0—0 时 ,4 一 er09) + ег" =0. 
Tw 
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(=) = ат a (sin*ch 一 14 二 icos*sh 2 tan 20088 
В (sinrch+1)+icossh д“ “ch 一 1+cos sh- 


(我 们 化 去 了 分 母 中 的 虚数 .为 了 书写 简便 起 见 ,那些 三 角 函 数 和 双 曲 也 数 的 变 元 我 
们 在 式 中 都 略 去 未 写 出 ). 在 分 母 中 用 ch = А: 便 把 分 母 化 成 了 sh -cos 


的 形式 .如 果 记 arctan os sh = a, 那么 便 有 于 25%, = cos a, 因 此 


1 一 cos а cos 
1+cosaw ЗА’ 


(ап 2 
2 


所 以 温度 的 公式 最 后 便 具 有 形状 


(27) 


在 半 平 面 上 利用 施 瓦 次 积分 ,还 可 以 求 出 热流 的 复 势 能 . 

(9) 薄板 撞击 水 ”最 后 我 们 举 一 个 撞击 问题 的 最 简单 的 例子 .假设 液体 填 满 下 
半空 间 , 而 固体 是 宽度 为 2а 的 带 形 薄 板 , 它 在 撞击 时 刻 г =0 时 触及 自由 表面 ,并 且 
瞬时 获得 垂直 向 下 方向 的 速度 V。 (图 122). 设 (- ay,a) 将 是 垂直 于 薄板 侧 棱 的 平 
面 中 薄板 的 靖 迹 , f(z)==u(z)+ iv(z) 是 描述 撞击 后 液体 速度 的 平面 场 的 复 势能 . 

问题 的 边界 条 件 由 如 下 方式 陈述 出 :在 线 -a a 
段 ( 一 a ,a) 上 我 们 有 一 一 


ду _ — У, (28) 
而 在 z 轴 的 其 余部 分 上 ,对 应 自由 空间 的 
и =0 (29) 
根据 对 称 原 理 , 经 过 射线 (- оо, -а) (а, оо) 图 122 


把 调和 天 数 и 延 拓 到 上 半 平 面 (根据 条 件 (29) 这 是 可 能 的 , 见 第 42 目 ), 那 时 在 上 沿 
代替 条 件 (28) 式 的 是 我 们 得 到 了 条 件 光 = = V, .由 此 可 见 , 间 题 化 为 第 44 目的 诺 伊 


曼 问题 :根据 边界 条 件 5 = Vo 求 在 线段 ( - a,a) 外 部 的 调和 函数 и (=) (地 .是 沿 着 


指向 区 域内 部 的 法 线 的 导数 ). 
为 了 解 这 个 问题 ,我 们 利用 把 线段 ( - a ,a) 的 外 部 映射 到 平面 C=&+ in 的 单位 
圆 外 部 的 共 形 映射 


:= 900+). (30) 


此 时 ,边界 条 件 变换 成 如 下 形状 : 
ди ди 


др ад 


dz 


= У. Fll-e °* 
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= а (1- соѕ 29)? + ѕіп2ф = ~ Уаз ф, 
其 中 о= 151% ф= аге 6 (УШТ, ЕВ, РЕА т< о<2л 上 ,应 当 


55 >0) .根据 极 坐标 中 的 柯 西 - 黎 曼 条 件 (参见 第 $ 目 ) 在 圆周 o。= 1 上 我 们 得 到 


= = = 一 Voasin 9, 因 而 ,v= Voacos ф= VoaRe .由 此 可 见 , 我 们 找到 < 平面 


Эф др 
中 的 复 势 能 : 
ш=аУ‹ аб. 
把 (30) 式 中 5 通过 > 的 表达 式 代 人 上 式 ,我们 求 出 所 要 寻找 的 z 平面 中 的 复 势 能 
F(z)=iVolz-V 2-а? |. (31) 
按照 第 48 目 中 的 公式 (7) ,我 们 找 出 在 线段 (一 a ,a ) 的 任意 点 x 上 冲击 压力 
Р® = рВе f(z)=pVovV a’— x’, (32) 


在 撞击 后 的 瞬间 在 自由 表面 (|x|>>a) 分 子 的 速度 是 沿 这 一 表面 的 法 线 方向 ,并 且 大 

小 等 于 

ди х 

ду х? -а? |. 
公式 (32) 能 够 解 如 下 问题 :质量 为 m 的 物体 在 沿 着 宽 2а 的 平面 带 自由 落下 时 

撞击 水 .如 果 在 撞击 前 速度 等 于 Vi , 求 撞击 后 物体 的 速度 V,. 按照 公式 (32) ,在 撞 


击 时 刻 作用 于 物体 的 冲击 力 
Р=0ү, |. Ма? = з? ас = прУза?. (34) 


从 男 一 方面 ,根据 动量 定理 P= m (Vi 一 V,), 把 这 表达 式 与 上 面 (34) 式 作 比 较 , 我 
们 求 得 : 


и (33) 


= Vo 1- 


ту, 


У, = 2. (35) 
V; 也 是 在 无 弹性 地 撞击 具有 质量 xoa“/2 的 物体 时 ,物体 所 获得 的 速度 .与 此 相应 ， 
лра? [2 称 为 撞击 液体 的 薄板 的 附加 质量 . 


解 应 用 问题 的 进一步 的 例子 将 引入 在 本 章 $ 4 中. 

50. 弹性 理论 的 平面 问题 复 变 函 数论 对 于 弹性 理论 平面 问题 的 应 用 有 点 独 
特 . 我 们 在 这 里 将 仅 简略 地 指出 这 些 应 用 所 赁 以 建立 的 一 些 原理 ,至 于 详细 的 说 明 ， 
读者 可 以 在 一 本 良好 的 书 五 . 开 . Мусхелишвили[ 10] 3% 3]. 

弹性 理论 的 平面 问题 可 用 于 下 述 的 两 种 情形 :(1) 长 柱 形 遭受 到 施 在 它 的 侧面 
上 的 应 力 , 这 些 应 力 位 于 垂直 于 长 柱 形 母线 的 一 些 平 面 内 ,并 且 在 所 有 的 这 样 平 面 
内 ,这 些 应 力 都 是 同样 的 (图 123(а)); (2) 落 板 片 遭 受到 施 在 它 的 周围 上 的 应 力 ,这 
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些 应 力 都 位 于 薄板 片 所 在 的 平面 内 (图 123(b)). 在 这 两 种 情形 中 ,问题 都 可 以 用 平 
面 的 受 力 状 态 来 描述 .我 们 将 更 详细 讲述 这 方面 . 

在 弹性 理论 的 一 般 问题 中 ,要 考虑 两 种 
力 一 一 质量 力 , 作 用 于 体积 单元 或 物体 质量 上 
(例如 ,重力 便 是 这 种 力 ); 与 表面 力 ,作用 于 物 
体 的 在 想像 上 可 以 区 分 开 的 那些 单元 的 表面 上 - 
(例如 ,压力 便 是 这 种 力 ). 在 平面 问题 中 ,对 应 
于 这 两 种 情形 的 是 :作用 于 单元 面积 上 的 质量 
力 , 与 作用 于 各 单元 的 边界 上 的 边线 力 . 

我 们 假定 质量 力 不 存 在 .作用 于 线 单 元 ds 
上 的 边线 力 ,我们 记 作 Fds, 这 里 下 是 关于 单 图 123 
位 长 度 的 力 ,我 们 称 之 为 应 力 . 在 一 个 给 定点 处 的 应 力 FF, 与 线 单元 的 方 回 有 关 , 它 带 
有 张 量 的 特性 .特别 是 ,其 中 关于 垂直 于 x 轴 的 线 单元 与 垂直 于 y 轴 的 线 单元 的 那 
两 个 应 力 ,我 们 分 别 记 作 Е, УЕ. Е F, 与 F, 都 是 有 向 的 ,它们 的 分 量 我 们 用 Х,, У, 
与 X,, 也 来 表示 ,于 是 


(a) (5) 


Е,=Х,+1Ү,, Е,=Х,+1Ү,, (1) 
хи Хх, 与 Y, 为 法 线 应 力 , 称 Y, 与 X, 为 切线 应 力 . 在 平面 问题 中 ,应 力 的 分 力 
是 两 个 实 变量 z 与 y 的 函数 .可 以 证 明 : 如 果 线 单元 的 法 线 n 与 x 轴 形 成 角度 a, 则 
作用 于 这 线 单元 上 的 应 力 

F=X,+2Y, 
通过 应 力 (1) 由 公式 
Е, = Е,соѕ а + Е, ѕіп о (2) 
表达 出 来 (可 看 [10],31 页 ) 
在 弹性 理论 中 ,导出 了 下 述 联系 着 应 力 分 力 的 所 谓 物 体 的 平衡 方程 


0 ТО, (3) 
дт ду 


9 


дж Oy _ 
并 且 证 明了 
Х, = У, (4) 
( 见 [10] ,第 20 м). 
在 弹性 力 的 作用 下 ,物体 遭受 形变 , 即 ,改变 物体 的 点 之 间 的 相互 距离 .我 们 用 
х= р(х), у =f.(r,y) 
来 表示 物体 的 点 (z,y) 在 形变 之 后 的 新 坐标 ,并且 称 差 数 
и=х"-х, v=y -у (5) 
为 位 移 分 量 .在 平面 问题 内 ,位移 分 量 是 两 个 实 变量 х Бу 的 函数 .在 以 后 ,位 移 分 
量 以 及 它们 的 对 于 工 与 y 的 导数 ,都 将 假定 是 非常 地 小 ,因而 它们 的 乘积 与 平方 可 
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И КИТОБ). 
此 外 , 量 
д д —_ 1 [до а 
егт 无， co 一 了 = (52 +5%) (6) 
叫做 形变 分 量 . 量 


д 9 
Ө=е.+ е5 ау (7) 


是 在 形变 时 的 面 膨胀 ( 见 [10], 第 47 18) .根据 弹 性 理论 的 基本 定律 ( 胡 克 定律 ) ,应 力 
的 分 力 是 形变 分 量 的 线性 齐 次 项 数 . 

对 于 各 向 同性 物体 “来 说 (我 们 只 限于 考虑 这 样 的 物体 ) ,这 肯 数 关系 的 形式 是 

Х, =А0+2ре., У,=Аб+2ще,, Х,=У, =2 ре, (8) 

其 中 4 与 是 两 个 非 负 常 系数 ( 见 [10] ,第 64 页 ) .公式 (3) 与 (8) 是 弹性 理论 的 平面 
问题 中 的 基本 方程 .这 是 与 两 个 独立 变量 x у 的 五 个 未 知 图 数 X., Ү,,Х,,и Жо 
的 一 阶 偏 导 数 有 关 的 五 个 方程 的 方程 组 ”. 

由 这 个 方程 组 容易 得 到 只 包含 一 些 位 移 分 量 的 方程 . 为 此 只 要 把 (8) 式 中 X,， 
Y, 和 XX, 的 表达 式 代 入 方程 (3) ,此 时 考虑 到 (6) 式 和 (7) 式 我 们 得 到 一 组 有 关 两 个 未 
ЖР и Жо 的 两 个 二 阶 方程 : 


(д+ и) + ии =0, (а + и)95 + До 0, (9) 


其 中 A 表示 拉 普 拉 斯 算 子 .在 解 出 偏 微分 方程 组 (9) 后 ,应 力 便 可 以 用 简单 的 微分 法 
按照 (8) 式 来 求 得 . 

也 容易 求 出 仅 含 有 应 力 的 分 力 的 方程 组 .为 此 ,我 们 把 方程 组 (9) 中 的 第 一 个 方 
程 按 z 来 微分 ,第 二 个 方程 按 y 来 微分 ,然后 把 所 得 到 的 两 个 方程 加 起 来 .再 考虑 到 
表达 式 (7) ,我 们 便 有 

(A+y)A0+ ид0=0, 
由 此 得 出 A6=0. 注意 ， ET ТИНИХАЯ ,可 以 导出 关系 式 
+ 50137)‘: + Ү,), (10) 
把 这 代入 上 面 的 方程 中 ,我 们 得 到 


ж 即 , 其 弹性 就 所 有 的 方向 来 说 都 是 同样 的 那 种 物体 . 
жж 在 长 柱 形 的 情形 中 ,作用 于 物体 的 各 部 分 上 的 还 有 应 力 的 分 力 Z. , 它 也 同 别 的 分 力 那 样 是 仅 依赖 于 z 及 
y 的 .我 们 不 把 含有 它 的 方程 包括 在 基本 方程 组 内 ,因为 它 等 于 
2. = А, 
可 以 在 解 出 基本 方程 组 后 来 求 得 ( 见 [10] ,第 90 页 ). 在 平面 薄板 片 的 情形 中 ,常数 4 应 当 用 常数 
* _ 2А 
 А+2 и 
来 代替 ( 见 [10], 第 95 页 ). 这 样 的 代替 不 致 改变 方程 组 (8) 的 性 质 ,所 以 我 们 也 不 在 主要 的 正文 中 指出 . 
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A(X, +У,) =0. (11) 
方程 (11) 与 方程 组 (3) 合 在 一 起 , 便 给 出 了 所 求 的 仅 含 有 应 力 分 力 的 方程 组 (含有 三 
个 未 知 消 数 的 三 个 方程 ). 
我 们 将 引入 所 谓 应 力 函 数 ,用 它 来 描述 平面 问题 的 解 ,特别 方便 .按照 公式 (3)， 
表达 式 


-XdrtXdy=dB, Ydr— Y.dy=dA (12) 
是 某 两 个 函数 的 全 微分 .同时 由 切线 应 力 X, 与 了 .彼此 相等 ,导出 等 式 
9B _ЗА 
дх ду’ 
由 此 推出 ,表达 式 
Аах + Bdy= dU (13) 


也 是 某 一 个 函数 U(z,y) 的 全 微分 ,这 个 函数 U(xz,y) 便 叫做 应 力 函 数 .这 个 函数 
是 英国 天 文学 家 爱 利 (Ally) 于 1862 年 引入 的 .由 (12) 式 与 (13) 式 ,我 们 得 出 下 述 的 
用 函数 U(x ,y) 来 表示 应 力 分 量 的 表达 式 


0B 20 _ дА 0 #0 
59у 957° У ==, X, = Ү= – =. (14) 
Ж О(х, у) ШаиИНЖеУ УЕ. Ц X, , 了 ,与 X, 的 表达 式 (14),e, ,ew 与 ex 


的 表达 式 (6) ,以 及 表达 式 


дхду 


— 1 


(这 可 以 由 把 (14) 的 诸 值 代入 (10) 而 得 到 ) 代 入 公式 (8) 中 ,我 们 得 到 
ди ФО Л 0 А 
дж ду’ 2(А+и АО, 2 59 д2? XDA 
ду ди 9? 0 
“下 + 起 上 5zay 


м 
(15) 


由 关系 式 (14) 可 以 得 到 
Х, +У, =AU， 
其 中 A 是 拉 普 拉 斯 算 子 .现在 从 方程 (11) 可 以 看 出 ,应 力 函数 U(z,y) 满 足 方 程 


a4U ос ар _ 
д“ +2527957 + ду“ =0, (16) 


即 , 照 通常 的 说 法 ,是 一 个 重 调和 函数 . 

我 们 现在 可 以 证 明 ,任何 一 个 重 调和 肾 数 都 可 以 用 解析 的 复 变 函数 来 表示 .为 一 
方面 ,因为 应 力 分 量 与 位 移 分 量 都 可 以 用 重 调和 函数 来 表达 ,所 以 我 们 便 因 而 获得 了 
弹性 理论 平面 问题 的 解 的 复数 表示 法 .由 工 .B. 科 洛 索 夫 与 H. HH. 穆 斯 海 利 什 维 里 所 
发 展 的 把 复 变 函数 应 用 到 弹性 理论 上 去 的 那些 方法 , 便 是 以 此 为 基础 的 . 

设 U 是 任意 一 个 重 调和 函数 . 函数 AU 显然 是 一 个 调和 函数 .我 们 记 AU= 忆 ， 
把 AU 的 共 斩 函 数 记 作 Q ,并 且 令 


AAU = 
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f(z)=P+iQ. 
可 是 ,更 方便 一 点 的 是 考虑 函数 
рб) = | f(z)dz=p+ig, (17) 
于 是 
др да 1 др_ 9 __ 1 


用 简单 的 计算 便 可 表明 ,函数 
р = О - рх – ду 
是 一 个 调和 函数 ”. 
我 们 把 以 p, 作 为 其 实数 部 分 的 那个 解析 函数 记 作 x(z), 于 是 显然 有 
U= pzrt+qyt+pi=Relzp(z)+ x(z)|. 
把 此 式 改写 成 稍 有 不 同 的 形状 ,我们 得 到 所 要 找 的 重 调和 函数 的 复数 表示 (3 Гурса, 
1898) 


0=2-(8р+ар+ +). (19) 


我 们 也 来 求 出 函数 U 的 偏 导 数 的 表示 式 , 这 对 于 以 后 将 有 用 处 .对 (19) 式 求 对 
于 z 的 与 对 于 yy 的 偏 导数 (这 时 我 们 把 z 与 z 看 作 中 间 变 量 , 并 利用 等 式 


а аа .一 
222—912 Ф 9-2 95р- іф), 


我 们 得 到 

3 , м, -, 

= (Ф+ 26 +ф+=Ф 十 X +), 

О 1 / | —7 / 一/ (20) 

992607 +28 +B- zp +X -Х), 
由 此 得 出 

= +295 =$(=) +70) +95), (21) 

其 中 令 


ф(х) = x (=). 
微分 (20) ,我 们 得 到 


ж 实际 上 ,利用 关系 式 (18) 与 对 于 函数 f(z) 的 柯 西 - 黎 曼 条 件 ,我 们 便 得 出 
A(pz)=A(qy)= 方 P， 


所 以 ， 
Др, = AU— Р; =0. 


[50] $2 物理 观念 . 边 值 问题 的 提 法 .225 · 


2? 0 2? 0 / 7 / 米 
452 +9 =2(ф +ф )=4Rel 9 (=) ]*. (22) 
转 到 位 移 分 量 与 应 力 分 量 的 复数 表示 法 上 来 . 以 
Е PU OU OU OU 
AU=P, TFPI 9 -Py 
代入 (15) 的 前 两 个 式 子 中 .因为 由 (18) 我 们 有 
др _ 94 
P=454 -4 
所 以 
ди PU,,ap до 20, дд 
Иж 932 695° 209 757 + ду’ 


其 中 上 = 2 入 于 22 .把 所 得 到 的 这 两 个 关系 式 求 积分 ,我 们 得 出 


д д 
2а = О +kp+ (у). 2po= ++ f(x) (23) 


为 了 要 确定 函数 fi1(y) 与 f,(xz), 我 们 利用 公式 (15) 中 的 第 三 个 式 子 .由 (23) 式 我 们 
得 出 


(5592) = 2 О) +72609], 
把 这 与 (15) 中 的 第 三 个 式 子 相 比较 ,我 们 得 到 Р, (у) + 7, (2) = 0,9 Р, (у) 
= 一 三 (z). 因 为 在 这 里 左 端 仅 是 у 的 函数 ,而 右 端 仅 是 x 的 函数 ,所 以 两 端 都 等 于 
同一 个 常数 .把 这 个 常数 记 作 a ,我 们 便 有 

fi(y)=ayt+pB, f(x)=-art+y. 
不 难看 出 ,由 公式 (23) 中 这 两 项 所 引起 的 物体 的 位 移 , 是 “刚性 位 移 ”, 即 ,物体 整个 的 
位 移 . (实际 上 ,这样 的 位 移 向 量 是 fi + if; = — aiz + B+ i7). 因 为 它们 不 影响 物体 
的 受 力 状 态 , 所 以 我 们 在 公式 (23) 中 把 这 两 项 看 作 是 不 重要 的 而 舍 去 ,于 是 得 到 
,1/2U .9U\Y Е 
utiv= (52+ 25) + pz) 


或 者 ,再 利用 关系 式 (21) ,我 们 得 出 位 移 的 复数 表示 最 终 形式 
ut iv= 1юр(х) -zp C2) - $2), (24) 


其 中 


рр А+3Зи 
и 


这 表示 式 是 工 .B. 科 洛 索 夫 在 1909 年 所 得 到 的 . 


ж 顺便 指出 ,由 表达 式 (22) 可 以 推出 ,对 于 任何 一 个 按 公式 (19) 来 表示 的 函数 UU 来 说 ,AU 总 是 一 个 调和 
函数 ,因此 ,这 样 的 函数 U 是 重 调和 函数 . 
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转 到 应 力 的 表示 式 上 来 .根据 公式 (14) ,我 们 得 出 


2 2 
9 дхду ду 9 ду (25) 
ср .HU .9/9U, .9U 
КМ, оду (+s) 
再 利用 (21) ,我 们 得 到 
Е. = Х.+:Ү = Фф (=) + Фф (=) – zo (=) – ф(х), 
Ф Ф Ф ф (26) 


-iF,=Y,-iX,=9 (=) + Фф (z)+zp (z)+y (z). 
把 (26) 中 的 两 个 方程 相 加 ,以 及 从 第 二 个 式 子 中 减 去 第 一 个 式 子 ,我们 得 到 也 是 属于 
工 .B. 科 洛 索 夫 的 公式 和 给 出 了 应 力 的 复数 表示 
Х,+ Ү,=2|ф (=) +ф’(=)] =46е ф(х), 
Ү-Х,+2:Х,=212ф (=) + (=). 
(ЕЖА, Пе Ех Г СЕ ТНУ Е). 
因此 ,我 们 知道 :在 弹性 理论 的 平面 问题 中 ,应 力 与 位 移 都 可 以 用 两 个 解析 的 复 
Ж p(z) 与 ф(2) ЖЖЖ. 
最 后 我 们 来 说 明 ,由 已 知 的 受 力 状态 与 位 移 , 可 以 把 这 两 个 图 数 确定 到 什么 程 
度 . 当 受 力 状态 已 经 知道 时 ,由 (27) 中 的 第 一 个 公式 ,函数 w (z) 的 确定 可 以 精确 到 
相差 一 个 纯 虚 数 的 常数 项 ,因为 这 个 函数 的 实数 部 分 已 经 给 出 了 .由 此 知道 ,所 有 的 
那些 可 以 起 函数 p(z) 作 用 的 函数 ,都 可 以 用 其 中 的 某 一 个 以 公式 
op(z)+aiz+b (28) 
ЕЧ 其 中 ui 是 一 个 纯 虚 数 ,b = B+ iy 是 一 个 复数 的 常数 .于 是 ,由 (27) 中 的 第 二 
个 公式 , 便 可 以 确定 4 〈z) 了 ,所 以 ,函数 少 的 全 体 可 以 用 公式 
ф(х) +6, (29) 


(27) 


来 描述 ,其 中 
р, = В, +17, 

也 是 一 个 复数 常量 . 

显然 . 倒 过 来 说 ,如 果 用 

Ф+ ах +6, y+toi 

来 分 别 取 代 ф 与 y, 受 力 状 态 也 不 会 有 改变 . 

现在 设 位 移 分 量 已 经 知道 .从 公式 (6) — (8) 可 以 看 到 ,这 时 应 力 的 分 力也 已 经 被 
确定 .所 以 只 可 以 用 公式 (28) 与 (29) 来 代替 函数 о 与 y. 但 是 ,正如 公式 (24) 所 表明 
的 ,在 这 样 的 代替 下 ,x + iv 所 改变 的 量 是 


ди + до = 所 QzZ + , (30) 


所 以 ,这 样 的 代 换 仅 给 予 了 整个 物体 的 刚性 位 移 ,我 们 已 经 约定 对 这 种 情形 可 以 不 考 
虑 . 
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公式 (30) 指 出 ,在 函数 ф 与 y 的 形 如 (28) 与 (29) 的 代 换 中 ,只 有 那些 使 
a=0, xb -b=0 (31) 
的 代 换 , 方 能 使 位 移 不 改变 . 

因此 , 当 位 移 已 给 定时 ,常数 a 便 完全 被 确定 了 ,在 6 与 六 这 两 个 常数 中 也 只 有 
一 个 可 以 任意 给 出 . 

51. 弹性 理论 的 边 值 问题 上 一 目 中 的 科 洛 索 夫 公 式 (24) 与 (27) ,提供 了 弹性 
理论 的 平面 问题 中 的 基本 方程 组 (3) 与 (8) 的 通 解 “. 可 是 , 正 是 由 于 其 本 身 的 一 般 
性 ,公式 (24) 与 (27) 没 有 给 出 实用 上 重要 问题 的 直接 解答 . 这些 实用 上 的 重要 问题 ， 
时 和 党 可 以 化 为 加 在 所 考虑 的 量 在 区 域 边 界 上 的 值 的 某 些 条 件 , 即 ,可 以 化 到 边 值 问 
题 . 

平面 弹性 理论 的 基本 的 边 值 问题 ,可 以 表述 成 如 下 的 形式 : 

І. 第 一 边 值 问题 当 加 在 区 域 的 边界 C 上 的 外 应 力 和 ,YY, 已 知 时 , 求 区 域 
的 弹性 平衡 . 

|. 第 二 边 值 问题 当 区 域 DD 的 边界 C 上 的 点 的 位 移 x Боб, 5% р 
的 弹性 平衡 . 

也 可 考虑 混合 的 边 值 问题 ,在 这 种 问题 中 ,在 区 域 边 界 的 有 些 部 分 是 应 力 已 经 知 
道 ,而 在 男 外 一 些 部 分 则 是 位 移 已 经 知道 的 . 

我 们 来 证 明 问 题 [与 了 的 解 的 唯一 性 .为 简单 起 见 ,只 就 区 域 D 是 有 界 的 单 连 
通 区 域 时 的 情形 来 加 以 讨论 .我 们 考虑 沿 区 域 D 的 边界 C 所 取 的 积分 


[= |. (Xu + Ү,о)а. (1) 
(在 物理 上 它 表 示 作 用 于 边界 线 的 弹性 力 的 功 ) 按 照 上 一 目 中 的 公式 (2) 来 代 换 应 力 
分 力 Х, 5 У, ,我 们 便 可 以 把 这 个 积分 写成 
[= |. (Хи + Ую)соза- (Xu + Y,v)sin alds 


的 形状 .但 是 按照 奥 斯 特 洛 格拉 茨 基 的 二 维 公 式 ” ,我 们 可 以 把 所 得 积分 变换 成 在 区 
域 D 上 的 二 重 积分 


д д 
7 -| 19-и + Yo) +52. (Хи + У) 


= | 


* 可 以 证 明 ,对 任意 的 两 个 解析 函数 p(z) 与 Jy(z) 来 说 ,由 (27) 与 (24) 所 确定 的 那些 函数 Х,, Ү,,Х, Би, 
о ,都 必定 满足 基本 方程 组 (3) 与 (8)， 
xx 二 维 奥 斯 特 洛 格拉 芯 基 公式 有 形状 
ӘР 89 


А (Рсоѕ а + Qsin да | (9299 jun 


ахау 


ӘХ, ӘХ, ду ӘҮ, ди 
1 ду + д т ol ду + 9x )+ 


其 中 а ЖС 的 法 线 和 x 轴 组 成 的 角 . 
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ду ди др 
кх, (92 +35)+ У, айу. (2) 


根据 第 50 目 中 的 公式 (3) ,积分 (2) 中 被 积 函数 的 前 两 项 等 于 0. 再 按照 第 50 目 中 的 


公式 (8) 来 代 换 Х,,Х,, У, ,按照 公式 (6) 来 代 换 江 , 了 ,下 + 水, 并 利用 第 50 Н 


ду 
(7) 式 中 的 记号 ,我 们 得 到 
[= ) А0 (о: +2e2 +е? )} drdy. (3) 


现在 设 在 区 域 D Я-А — 158 ТАЈ Г ВУ НЯ Х’,, о 与 X,,…， 
v .由 于 第 50 目 中 的 基本 方程 组 (3) 与 (8) 是 线性 的 ,所 以 这 两 组 解 的 差 X = ХХ, 一 
X,,…,v 三 v 一 v 也 将 给 出 弹性 理论 平面 问题 的 一 组 解 ,并 且 ,根据 边 值 条 件 , 在 曲 
线 С 上 要 有 X, Е У, =0. 所 以 积分 (1) 等 于 0, 因 而 积分 (3) 也 等 于 0. 但 是 积分 (3) 的 
积分 号 下 是 一 个 不 为 负 的 函数 ,因此 ,只 有 当 在 区 域 D 内 恒 等 地 有 0= e,, = е, = е,, 
=0 时 ,这 积分 才 可 能 等 于 0. 于 是 由 第 50 目 中 的 公式 (8) ,我 们 便 得 出 结论 说 ,在 区 
域 D 内 恒 等 地 有 XX, =X, =Y,=0, 而 这 就 表示 了 ,两 种 受 力 状态 ХҮ, Х,У 
X,Y ,,X ,是 同一 的 * . 边 值 问题 | 的 解 的 唯一 性 已 经 证 明了 . 

边 值 问题 开 的 解 的 唯一 性 的 证 明 ,可 以 完全 类 似 地 导出 “, 只 有 一 点 不 同 : 积 分 
(1) 的 等 于 0 ,是 由 位 移 * Уо 在 曲线 C 上 等 于 0 来 说 明 的 . 

现在 我 们 要 来 说 明 ,如 何 把 解 问题 工 与 工 化 成 求解 析 函 数理 论 中 边 值 问题 的 解 . 
由 于 按照 上 一 目 中 的 证 明 , 受 力 状态 可 以 用 两 个 解析 函数 p(z) 与 y(z) 来 完全 确 
定 , 所 以 ,我 们 的 问题 的 解 也 应 当 可 以 用 这 两 个 函数 来 表达 .与 前 面 一 样 ,我 们 仍旧 设 
区 域 р 是 一 个 单 连通 区 域 ,并 且 把 DD 的 边界 记 作 C. 

在 问题 下 中 , 边 值 条 件 可 以 直接 用 第 50 目 中 的 公式 (24) 来 表述 : 

кр(5) 一 5P (5) – (0) =232(5) (4) 

其 中 与 w 都 是 常 系数 ,而 g(5)=x+zio 则 是 在 边界 C 上 的 已 知 位 移 . 

因此 ,对 于 区 域 DD 来 解 平面 弹性 理论 中 的 问题 了 [ ,可 化 成 在 这 个 区 域内 求 两 个 
解析 函数 po(z) 与 W(z) 的 问题 ,这 两 个 函数 是 在 站 的 边界 C 上 以 边 值 条 件 (4) 联 系 
着 的 . 

对 于 问题 1, 我们 首先 注意 :由 上 一 目 中 的 公式 (2) 与 (25) 可 以 知道 ,如 果 线 单元 
的 法 线 与 实 轴 形成 角度 a ,那么 作用 在 这 线 单元 上 的 应 力 回 量 的 公式 是 


Fa 210204; 90 
„ = i\cos а gy таз. Эт ‘ду 


ж 我 们 应 当 回 想起 ,在 同样 的 受 力 状态 下 ,位 移 u,v 只 可 能 有 一 个 “刚性 位 移 ” 的 差异 ,而 这 是 我 们 已 经 说 
过 当 作 非 实质 性 的 ( 见 上 一 目 ). 
жж ”如 果 在 边界 上 的 位 移 已 经 给 出 ,那么 在 上 面 这 脚注 中 所 说 的 那个 “刚性 位 移 ” 便 没有 了 ,u,v 完全 被 确 
定 . 
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. д +19. | 


=- 155 (5- ‘ду (5) 


其 中 


0) __ Л . Л 0) 
п она+ +п(а+3:)55 


д 
= 
是 表示 在 线 单元 的 方向 求 导 数 的 记号 .由 这 个 式 子 中 可 以 知道 ,在 界线 C 上 


ея! | Fds+A, (6) 
су () 


其 中 s ЖХ С 的 长 度 ,是 由 茶 一 个 固定 点 起 按 曲 线 的 正方 回来 计算 的 ,A 是 一 个 
任意 常数 .在 问题 [中 ,FF 在 曲线 C 上 的 值 已 经 给 出 ,所 以 函数 


Әх 


|, Е, = Р) = РС) +if,(¢) (7) 

是 已 知 的 .把 这 个 代入 关系 式 (6) 中 ,再 利用 上 一 目 中 的 公式 (21) ,我 们 得 到 问题 工 的 
如 下 形状 的 边 值 条 件 : 

ti p+ eo += КОЗА, (8) 


其 中 об) ее ЮРА, А 是 一 个 任意 常数 . 

因此 , 解 平面 弹性 理论 中 的 问题 1 ,可 化 成 在 区 域 D 内 求 两 个 解析 函数 (zz) 与 
J(z) 的 问题 ,这 两 个 函数 在 D 的 边界 C 上 是 以 边 值 条 件 (8) 联 系 着 的 . 

我 们 来 弄 清楚 关于 在 所 讨论 的 边 值 问题 中 始终 是 自由 的 参数 的 个 数 问题 .如 我 们 在 上 一 目 未 
所 看 到 的 ,在 给 出 应 力 (问题 工 ) 时 о 的 确定 精确 到 一 个 形 如 aiz + Б 的 加 项 ,而 y 的 确定 精确 到 一 
个 常数 加 项 5，(a 为 实数 ,b 和 6 为 复数 ) ,而 在 给 出 位 移 ( 问 题 卫 ) 时 ,yp 和 y 的 确定 精确 到 由 关系 
式 w= 二 5b 联系 着 的 常数 项 5 和 bi. 

由 此 推出 ,在 问题 [中 在 区 域 的 某 一 点 上 给 定 它们 中 的 一 个 ,譬如 ,条 件 

Ф(0) =0 (9) 


(假定 点 == 0 在 D 内 部 ) 这 些 函 数 就 完全 确定 . 在 问题 [ 中 , 当 容许 р 和 改变 时 函数 + 


; , 像 在 (8) 式 中 看 到 的 ,改变 5+ ,所 以 给 定常 数 A 就 把 一 种 联系 加 到 5 和 65, 上 .因此 在 问题 


I 中 给 定量 A 时 留 下 一 个 复数 参数 和 一 个 实数 参数 ,因而 可 以 ,譬如 说 ,给 出 条 件 
4+(0) = Im ф (0)=0. (10) 
结束 时 我 们 表述 一 些 改变 ,这 些 改变 是 代入 到 无 界 的 或 者 多 阶 连 通 区 域 情形 的 边界 问题 的 设 
置 中 .首先 设 区 域 D 是 有 界 的 ,并 且 它 的 边界 由 一 条 闭 周 线 Co。 和 包含 在 С, ЯН С, , C,,…， 
С, 组 成 .从 物理 考虑 清楚 的 是 ,应 力 和 位 移 在 这 种 情况 下 仍然 是 单 值 的 ,但 是 函数 ф 和 y 可 能 是 多 
值 的 .我 们 来 说 明 它们 的 多 值 性 的 特性 . 
由 科 洛 索 夫 公式 X, + У, =4 Кеф (z) 推 出 ,Re wp'(z) 是 单 值 的 ,而 Im ф (z) 按 逆 时 针 方 向 绕 
行 每 一 条 内 部 曲线 C 时 可 能 获得 增 量 ,这 增 量 我 们 表示 成 2ла, (参阅 第 41 目 ). 由 此 推出 ,函数 
ф (z) 将 获得 增 量 2xia, ,这 也 就 是 函数 


ф (=) 一 У) алаа) = (а), (11) 
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其 中 x 是 位 于 C 内 部 的 点 ,在 D 中 将 是 单 值 的 .积分 | Фа) а 在 区 域 D 内 也 可 能 是 多 值 函数 ， 
并 且 这 多 值 性 将 由 形 如 6, (= - x ) 的 项 引起 的 .对 关系 式 (11) 进 行 积分 ,我 们 得 到 


ф(х) = У) wzLn(z- aa)+ Уу Мааа) + (8), (12) 


其 中 ф’ (=) DD 中 单 值 函 数 ,ai 为 实 常 数 ,bi 为 复 常数 . 
正如 从 (11) 或 (12) 中 看 到 的 ,函数 g(z) 在 DD 内 是 单 值 的 .于 是 从 第 50 目的 科 洛 索 夫 的 第 二 
个 公式 (27) 得 出 ,gp (z) 是 单 值 函 数 ,因此 ， 


п 


(=) = У а(=— а) +" (=), (13) 


ЖФ Ф" (2) р 中 是 单 值 的 , 且 ci 为 复 常数 . 
到 目前 为 止 ,我 们 只 利用 了 应 力 的 单 值 性 .从 刚 得 到 的 公式 (12) 和 (13) 以 及 从 第 50 目 中 的 公 
式 (24) 可 以 看 到 ,在 绕 行 С, НРА 2. (и + 和 刀 ) 得 到 增 量 , 它 等 于 函数 
YarzLn(z— =.) + XU Ln(z— z, ) 一 za Ln(z— z,) 一 cLn(z— z,) 
的 增 量 , 亦 即 等 于 
2711 (у +1) аз + уь, + с |, 
其 中 z 是 中 绕 行 开 始 和 结束 的 点 .因此 ,位 移 的 单 值 性 条 件 引 向 条 件 


а =0, cx 三 – ур, (14) 
并 且 函 数 о 和 y 采取 形状 
p(z) = DhlLn(z— в) +" (8), 
т (15) 
ф(=) 一 一 ЭЛЕС 一 2) + yp (=), 
其 中 фо’ 和 р’ НЕРЖ, ПАН. 
系数 в, 有 简单 的 力学 涵义 : 
__ Е 
в, = 701+)’ (16) 
其 中 ЕХ 是 加 在 CG; 上 的 外 部 条 件 的 主 向 量 .事实 上 ,根据 公式 (6) 这 向 量 等 于 
во = |. Е. = 106 (95+ 95). (17) 


其 中 Ac 表示 在 绕 行 Ce 时 的 增 量 (积分 前 的 符 导 ”- “由 如 下 说 明 , 因为 我 们 考察 外 部 应 力 的 向 


量 ) .按照 第 50 目的 公式 (21) ,由 此 式 可 得 到 
F = Де {Ф(=)+=ф (=) +4(=)| = —2x(1+ Хх). 
在 问题 [中 系数 В, АЕ В ,而 在 问题 正中 它们 仍然 是 未 知 的 . 
问题 开 的 解 所 引出 的 边界 条 件 (4) ,对 于 多 阶 连通 区 域 没有 改变 ,可 是 问题 工 所 引出 的 条 件 
(8) 需 要 某 种 明确 说 明 . 事 实 上 ,常数 A 的 值 在 不 同 的 边界 周 线 上 可 能 是 不 同 的 ,所 以 这 条 件 现在 
应 该 写成 形状 : 


Ф(5) + бф (5) + (5) = (+ А, ‚СЕ Сь, (8) 
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其 中 A 为 常数 (k=0,1,…,n). 更 详细 的 分 析 表明 ,这 些 常数 中 一 个 可 以 任意 给 出 ,而 其 余 可 以 由 
位 移 单 值 性 条 件 确定 ， 

我 们 还 要 注意 ,正如 从 物理 理由 看 出 的 ,问题 上 的 解 的 存在 只 有 在 主 向 量 和 给 出 在 区 域 的 全 
部 边界 C= C+ C +…+ С; 上 的 所 有 外 力 的 主 矩 都 等 于 0 的 时 候 才 有 可 能 . 主 向 量 等 于 0 的 条 
件 根据 公式 (7) 等 价 于 给 出 在 边界 上 的 函数 /= Л + i/; 的 全 增 量 等 于 0; 


| кф = Ал) + СО =0 (18) 
(在 单 连通 区 域 情 形 它 自动 满足 ,只 要 所 给 函数 是 连续 的 ). 如果 注 意 到 ,根据 公式 (7)X,ds = ар», 
Yds = -dj , 主 矩 等 于 0 的 条 件 
| (zY, - yX,)qs=0 
容易 变换 ,因而 在 分 部 积分 以 后 ,这 条 件 采 用 形式 
| (ху, — yX,)ds= – Дс (ау (6) + У (В) + И ах + fdy=0. 
考虑 到 条 件 (18) ,这 一 条 件 可 以 改写 成 形状 
|_fidr+ frdy=0. (19) 
如 果 区 域 是 无 限 的 ,并 且 在 内 部 包含 点 z= co ,那么 所 有 我 们 的 讨论 仍然 有 效 ,只 要 对 所 考虑 
的 和 再 加 上 一 项 5bLn = ,这 一 项 对 应 于 绕 行 无 穷 远 点 .系数 b 通过 加 在 区 域 边界 上 的 外 力 的 主 向 
НЕ Ж: 
Е 
эт + у) (16) 


不 同 于 有 限 区 域 情 况 的 是 , 它 不 一 定 等 于 0. 这 向 量 认为 是 已 知 的 :在 问题 卫 中 它 应 当 是 给 定 的 ,而 
在 问题 工 中 是 根据 给 定 的 外 部 应 力 确定 的 . 

如 有 果 假 设 ,在 无 穷 远 点 处 应 力 仍 然 是 有 界 的 ,那么 从 第 50 目 中 的 科 洛 索 夫 公式 (26) 可 看 出 ， 
Pp (=) ф" (z) 在 无 穷 远 点 处 的 洛 朗 展开 式 的 主要 部 分 可 能 只 包含 z 的 一 次 医 . 由 此 可 见 , 在 所 
研究 的 情形 中 函数 ф 和 y 的 表达 式 采 取 形 式 


ф(х) = DblLn(z — =) + bLnzt+Tz+ ф(х), 
и (20) 
(=) 三 一 X 之 反 Ln(z 一 =) 一 XbLn z+ Ге + golz), 
Гу 


其 中 和 和 4 根据 公式 (16) 和 (16 ) 决 定 ,而 po 和 фо О НАЈ НРА ЭРТЕ 257 00 АРЕ ТЕ Д. 
常数 ГАГ, 408 50 目的 科 洛 索 夫 公式 (27) 中 所 看 到 的 ,可 以 通过 无 穷 远 点 处 的 应 力 来 表示 : 


Х° + Үе =4Ве Г, Ye -xX”+2iX”=2T. (21) 
在 问题 正 情形 它们 被 认为 是 给 定 的 ,在 问题 工 情形 Re 一 和 一 是 给 出 的 (可 以 证 明 ,Im 了 不 影响 应 


力 的 分 布 ). 
当 区 域 DD 在 边界 上 包含 无 穷 远 点 ,我 们 不 讨论 一 般 形式 ,而 只 局 限于 D 是 下 半 平 面 的 情况 . 
这 里 像 在 前 面 的 情况 一 样 ,我 们 在 点 z= % 的 邻 域内 采取 
p(z)=bLn zt+o (=), yy(z)=cLn z+y (=), 
其 中 ”和 % 是 单 值 函数 ,而 5 和 ec 是 复 常数 .由 此 ,利用 公式 (17), 我 们 求 加 在 с 轴 的 大 区 间 
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Cr : -Ri<x<R, 上 的 外 应 力 向 量 
Fre=iAc, |Ф(х) + хф (х) + ф(х) =i(bln Re + ori+ cln BR ri | +6, 
其 中 , 当 民 ,R: 一 c2 时 ,e 一 0, 我 们 要 求 , 当 彼 此 独立 地 Ri ,R, 一 时 ,这 表达 式 仍 然 是 有 界 的 .此 
时 5+c=0, 并 且 前 面 的 公式 在 取 极限 下 给 出 加 到 整个 x 轴 上 的 外 应 力 向 量 
Е=л(с- Б). 

由 此 可 见 ,0 = -元 PP,c= 元 天 .同样 假定 ,在 无 穷 远 点 处 应 力 等 于 0 ( 亦 即 Г= г 0), КРАХ 
(15) 我 们 有 

p(z)= -FFLn zt po(z), Y(z)=FFLn z+ (а) (22) 
其 中 фо (=) yo(z) 在 DD 内 是 单 值 函 数 并 在 无 穷 远 点 处 是 正则 函数 . 


3 柯 西 型 积分 与 边 值 问题 


在 这 部 分 中 我 们 将 叙述 柯 西 型 积分 的 一 些 基 本 性 质 ,及 以 这 些 性 质 作 基础 的 .用 
来 解 复 变 函 数论 中 各 种 边 值 问题 的 一 些 有 效 方法 .在 本 节 末 将 举 出 这 些 方法 对 于 某 
些 流体 力学 问题 与 弹性 理论 问题 的 应 用 . 

在 这 些 方 法 的 基础 上 ,有 尤 利 安 ' 瓦 西里 耶 维 奇 ' 索 霍 次 基 在 1873 年 所 得 出 
的 , 柯 西 型 积分 的 边界 值 的 公式 ,可 是 后 来 却 不 垃 地 被 遗 息 了 ,而 由 普 来 梅 尔 在 
1908 年 重新 求 得 ,1.1. 普 里 瓦 洛 夫 ” 则 于 1918 年 在 更 一 般 的 假设 下 得 出 .在 目前 ， 
以 柯 西 型 积分 为 基础 的 、 用 来 解数 学 物理 中 的 边 值 问题 的 那些 方法 ,在 Н.И. ВЯ 
利 什 维 里 、H. HH. 万 库 、.A.B. 皮 察 泽 的 工作 中 ,最 有 成 效 地 发 展 着 . 

52. НАЗМУ. ЖЕНА НИЛ 


f(z)= | 506 (1) 


用 函数 在 边界 С 上 的 值 ,表示 出 在 封闭 曲线 С 内 部 的 一 个 解析 函数 ( 见 第 14 目 ). 现 
在 假定 ,C 是 任意 一 条 没有 尖 点 的 曲线 (这 对 于 以 后 很 重要 ) ,不 必 是 封闭 的 .在 C 上 
给 定 任意 一 个 消 数 了 (56), 这 函数 是 处 处 连续 的 ,只 有 在 有 限 多 个 点 处 可 能 例外 ,在 这 
些 点 处 函数 有 着 可 积 的 间断 . 


照 积分 (1) 的 样子 来 构成 的 那个 积分 
F(z) =5Е Е, (2) 


叫做 柯 西 型 积分 . 


ж ЗЕ 6, Об одределённых интегралах и Функциях, удотребляемых при разложениях в рады, СПВ. , 
1873. 
жж Л, ЛЛА РЯ (1891—1941) ,苏联 数学 家 , 复 变 函数 论 专 家 . 
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照样 重复 第 17 目 中 的 推理 ,我 们 便 可 以 确信 , 柯 西 型 积分 是 在 任何 一 个 不 位 于 
曲线 С 上 的 点 z 处 都 解析 的 函数 .这 时 ,如 果 С 把 平面 划分 成 若干 个 区 域 ,那么 ,一 
般 地 说 ,在 这 些 区 域内 柯 西 型 积分 决定 不 同 的 解析 函数 .例如 ， 

1 | 45 
2л1 Jirl-1 和 一 之 
ДЕЙ | = | < 1 内 处 处 等 于 1 ,而 在 圆 外 处 处 等 于 0. 

容易 理解 ,即使 在 С 是 封闭 周 线 时 的 情形 , 柯 西 型 积分 一 般 讲 来 不 是 一 个 柯 西 
积分 ,这 便 是 说 , 郴 数 值 /(&) 不 一 定 是 F(z) 当 zx 一 5 时 的 极限 值 . 事 实 上 ,我 们 在 第 
43 目 中 已 经 知道 , 单 是 在 区 域 的 边界 上 给 定 了 解析 函数 的 实数 部 分 , 便 确定 了 函数 
在 区 域内 部 的 实数 部 分 .于 是 ,根据 柯 西 - 黎 曼 方程 ,函数 的 虚数 部 分 在 区 域内 部 也 
可 在 相差 一 个 常数 项 的 精度 内 被 确定 ,因而 , 它 在 z 趋 于 区 域 边界 时 的 那些 极限 值 ， 
也 就 这 样 地 被 确定 .所 以 ,如 果 在 区 域 边界 上 给 定 了 两 个 互相 没有 任何 联系 的 范 
数 一 一 函数 /5) 的 实数 部 分 与 虚数 部 分 ,在 一 般 情 况 下 也 不 可 能 期 望 F(z) 在 > 一 
с 时 趋 于 所 给 定 的 那些 值 . 

为 了 要 研究 关于 柯 西 型 积分 的 边界 值 的 问题 ,我 们 首先 来 弄 清楚 当 点 z 在 积分 
曲线 C 上 时 ,这 积分 所 可 能 具有 的 意义 .如 果 点 = 位 于 C 上 ,那么 积分 (2) 一 般 说 来 
是 发 散 的 ,因为 它 的 被 积 函数 当 5 = 时 变 成 无 限 大 .可 是 ,在 对 f(&) 作 了 若干 补充 
假设 之 后 ,可 以 使 这 积分 具有 完全 确定 的 意义 .我 们 假定 ,在 曲线 C 上 的 某 一 个 点 
5= БК, РЖ /5) 满 足 带 有 指数 y 二 1 的 所 谓 赫 尔 德 (Hslder) 条 件 : 

有 一 个 常数 М 存在 ,使 得 对 于 曲线 C 上 所 有 足够 邻近 的 点 来 说 ,不 等 式 

РС) РСЕ) МІЕ- 6 [",0< и< (3) 


都 成 立 . 

赫 尔 德 条 件 显然 是 表明 了 下 述 这 个 事实 :函数 的 增 量 ,相对 于 自 变量 的 增 量 是 一 
个 不 低 于 м 阶 的 无 限 小 . 

我 们 来 证 明 ,在 所 取 的 这 条 件 下 ,即使 当 z= 6 时 , 柯 西 
型 积分 也 存在 ,只 需 我 们 在 某 种 特殊 的 意义 下 来 理解 它 , 而 
月 我 们 可 以 用 通常 的 积分 来 求 出 它 的 表达 式 .我 们 先 假 定 
lo 不 是 曲线 C 的 一 个 角 点 ,并 且 把 С 与 圆周 | 之 一 бо | — М 
的 两 个 交点 记 作 8 与 ,把 曲线 C 在 和 与 0 之 间 的 那 一 段 
Ес, С 的 端点 记 作 4a 与 5 (图 124). 我 们 有 


404. ни | г. | 
(4) 图 124 
但 是 ， 
di _ _ й _ ss 6-5 6-6 
| ЕЕ о) 1066 бо) пате пер. 
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式 中 在 弧 ас 与 82 上 的 In, 我们 理解 为 是 对 数 的 任何 两 个 在 这 些 弧 上 连续 变化 的 分 
支 ,同时 ,为 了 确定 起 见 , 设 定 (0 - 5) 的 值 是 由 值 n(5 – 5) 5 沿 着 圆周 
|z 一 01=r 的 在 曲线 C 左边 的 那 段 弧 移 动 时 ,经 连续 变化 而 得 到 的 .由 于 最 后 这 个 
条 件 与 |5 61 =| 8 一 | ,我们 有 


р е 
lim in р = д: (5) 
另 一 方面 , 当 > ДАН НИЕ, 


КО 560) 


9 
С бо 


М 
ии 
因此 ,极限 


ОО) 二 JS 
和 


存在 ,并 且 最 后 这 个 积分 可 以 以 通常 的 意义 来 理解 .因此 ,公式 (4) 具 有 如 下 的 形状 : 


нарак р РОЮ) pt, 
| C60 C 4 аб + бо) тр + inf(bo) + ОС), (7) 
其 中 当 ”一 0 时 O(Cr) 一 0. 

由 公式 (7) 可 以 知道 极限 


гат: 
一 0Jc-。 6 бо бб 

存在 ,这 个 极限 值 叫做 积分 的 主 值 , 而 由 公式 (7) 所 确定 的 那个 积分 本 身 , 叫 做 奇 积 
(在 柯 西 意义 下 ) .在 我 们 这 个 奇 积分 定义 中 ,最 主要 的 一 点 是 :从 С 中 去 掉 的 那 一 自 
弧 c, 是 按照 一 个 完全 确定 的 规则 ( 即 ,对 于 任何 ~, 它 的 两 个 端点 都 同时 在 圆周 
а= 名 |= = 上 ) 来 趋 近 于 点 名 的 .如 果 с 按照 别 的 规则 趋 于 点 名 , 那 时 (7) 式 的 极限 
就 可 能 不 存在 .我 们 要 提醒 一 下 ,在 通常 的 广义 积分 的 定义 中 ,要 求 在 с 按照 任何 规 
则 趋 于 点 名 时 ,(7) 的 极限 都 存在 . 由 此 可 以 清楚 地 知道 ,如 果 积分 (7) 在 通常 意义 下 
存在 ,那么 作为 奇 积分 它 也 必定 存在 ,并 且 它 的 主 值 与 通常 广义 积分 的 值 相同 *. 显 
然 ,其 道 定理 并 不 成 立 ， 

我 们 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 这 个 定义 .在 实 轴 的 线段 ( - 1,1) 上 所 取 的 积分 
| 空 ,大 家 知道 ,是 不 存在 的 .可 是 作为 柯 西 意义 下 的 奇 积分 来 说 , 它 却 是 存在 的 ， 
因为 极限 

в +] | = 


存在 (按照 奇 积分 定义 ,我们 从 线段 ( -1) 中 把 线段 ( - г, к) 519). 


ln -+ 二 |=0 
r 


ж 所 以 我 们 在 (7) 式 中 对 于 奇 积 分 仍 保存 了 通常 积分 的 记号 . 
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在 公式 (7) 中 取 xr 一 0 时 的 极限 值 ,我 们 便 得 出 下 面 这 个 定理 : 

定理 1 设 9 是 曲线 С 上 的 一 个 正则 点 ,并 且 不 是 C 的 端点 .如 果 在 点 5 处 子 
数 5) 满足 带 有 指数 из 的 赫 尔 德 条 件 , 那 么 柯 西 型 积分 在 这 个 点 处 作为 奇 积分 
是 存在 的 ,而 且 它 的 主 值 可 以 按照 公式 


вао [1004 


1 A ГС) ГС бо) 0 一 560 
2: Е Ч): а (8) 


用 通常 的 积分 来 表达 
特别 是 ,如 果 曲 线 C 是 一 条 封闭 曲线 ,那么 可 以 取 < = 4, 于 是 式 中 带 有 对 数 的 
ЕТ Аа. 
РЕ | 04 ЛЕТ). (9) 
现在 设 名 是 曲线 С 的 一 个 角 点 .我 们 把 C 在 点 名 处 的 左右 切线 之 间 的 角度 记 作 a， 
这 角度 是 从 曲线 С 的 左面 来 量 的 ( 见 图 124) .在 考虑 前 面 所 采用 的 关于 那 两 个 对 数 
分 支 间 的 关系 的 条 件 时 ,代替 公式 (5) 我 们 将 有 
lim nS 一 1а. 
5 
于 是 ,我 们 所 得 到 的 便 不 是 公式 (8) ,而 是 公式 
P(e) [нь 10) 
我 们 转向 研究 当 = 趋 近 于 积分 的 曲线 C 时 , 柯 西 型 积分 的 极限 值 . 先 证 明 下 面 
的 引 理 


о ж (Ок 8 处 满足 带 有 指数 ИЕН, 0 НШ zx 一 50 
时 , 量 
h=|z—&| 
与 d 一 一 点 z 与 C 上 的 点 间 的 最 短 距 离 一 的 比 始 终 保持 是 有 界 的 .那么 
0 а Г (О - Рб), 
tm|。 а= | 5 一 Со 45. (11) 


РЯ ВОВЕ Зуи ЯВ К т НЕ 
A 的 值 : 


р ЮО) 
A= | Gt 


把 积分 A 分 成 两 个 积分 :其 中 的 第 一 个 是 沿 着 曲线 С 的 一 段 弧 c 来 积 的 ,在 这 段 弧 
с 上 的 点 都 满足 | 5 一 661 二 6, 这 里 6 是 某 一 个 数 ,我 们 将 在 后 面 来 明确 规定 它 应 如 
何 选取 .第 二 个 积分 是 沿 着 C 的 其 余部 分 C = C с 来 积 的 . 
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对 于 第 一 个 积分 ,利用 赫 尔 德 条 件 (假设 6 ИИ 6 一 之 | 宇 d ,我 们 得 出 


„МІС 51" 46| 
Ее =“ ТЕ: 
把 曲线 С ЕКЕ, 5 所 对 的 弦 的 长 度 记 作 上 = 18 一 6|, 因 为 C 没有 尖 点 ,所 以 弧 的 长 


度 与 它 所 对 弦 的 长 度 的 比 是 有 界 的 . 设 这 个 比值 不 超过 А, Р |45 = 必 委 Ad , 因 
此 这 最 后 估 值 的 形状 为 


Ід, 委 2 Ама [ 2 =: = const* 0“. 
由 这 个 式 子 中 知道 ,可 以 把 6 选取 得 足够 小 ,以 使 得 量 | A, | 不 超过 任何 一 个 预先 给 
онсе. 
其 次 ,因为 曲线 C' 不 包含 点 56, 所 以 当 д 已 经 被 固定 时 ,积分 
705) - 7 50), 
С 5 一 之 4 


作为 = ВРАТЕ С, РЕЈ НОЈ, АЈ, РЕМ А = |2 61, | А, | 也 将 不 
超过 .对 于 这 样 的 һ. #116 141<14,1+ [А,| <s, 这 便 证 明了 所 说 的 引 理 . 
借助 于 这 个 引 理 , 便 容易 地 得 出 对 于 柯 西 型 积分 的 极限 值 的 公式 . 
定理 2(IO. B. 索 霍 茨 基 ) 设 点 8 是 周 线 C 上 的 一 个 正则 点 , 且 不 是 C 的 端 
КИЛИМИ 


ПИНАТЬ. т А О АГАЛА ЕО) 5 Е (0), а А 
С Соль тА 5 时 , 它 分 别 趋 于 这 两 个 极限 值 ,并 且 

Е" (4) ЕС) +97060), ЕС) ЕС) -F760), (12) 
式 中 的 下 (5o) 是 奇 积分 (9)”. 


首先 , 设 С 是 一 条 封闭 曲线 ,并且 是 按 正 方向 来 通过 的 .我 们 有 


1 Г 9d5_ И) = (6) Р) (а 
F(z =) 7; с б-< = | б-— 2 dt rn 21 | б-=’ (13) 


并 且 , 根据 刚才 所 证 明 的 那个 引 理 , В — А Ч 一 5 时 趋 于 极限 


И аі 50) jc ,第 二 个 积分 等 于 2xi 或 0, 要 看 点 = 是 在 封闭 路 线 C 的 左面 还 是 
右面 ( 即 在 С 的 内 部 还 是 外 部 ) 而 定 .考虑 到 这 个 ,我 们 当 z>t。( 从 С 的 左面 或 右 


面 ) 时 在 式 (13) 中 便 得 到 极限 值 : 


ж 公式 (12) 是 IO.B. 索 和 霍 获 基 所 首先 证 明 的 (1873 年 ), 后 来 由 普 来 梅 尔 重 新 证 明 (1908 年 ), 最 后 ,在 更 一 
般 的 假设 下 为 H.H. 普 里 瓦 洛 夫 所 证 明 (1918 年 ). 
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Е (0) =5 и. 


Е (6) =5 [Ав л с.) 
把 公式 (9) 中 积分 的 值 代入 这 里 ,我们 便 得 出 了 所 求 的 索 霍 奖 基 公式 (12). 

现在 如 果 C 不 是 封闭 曲线 ,那么 我 们 便 用 任意 一 条 曲线 C 把 它 延 续 成 一 条 封 
闭 曲线 Cu= C+C ,而 在 曲线 C 上 令 F(05)=0. 于 是 ,显然 便 有 

F(z)=2 | 0, 

而 且 如 果 不 与 曲线 С 的 端点 相合 的 话 ,那么 根据 刚才 的 证 明 , КА (12) 
成 立 ,不 过 其 中 的 积分 下 (5 ) 是 沿 着 Cu 积 的 .但 是 ,因为 在 曲线 C 上 (5) =0, 所 以 
这 个 积分 可 以 用 沿 着 C 取 的 积分 来 代替 .定理 于 是 证 明了 ”. 

如 果 点 5 是 C 的 一 个 角 点 ,在 其 处 两 切线 之 间 的 角度 等 于 u ,那么 ,利用 公式 
(10) 来 代替 (9) 式 (其 中 应 当 令 a = 65) ,我们 便 得 到 索 埠 次 基 公 式 的 更 一 般 的 形式 : 


В (в) = РС) + [1-55 ИС»), Е (6&0)=F(6) 5706). (14) 


НЕ 2234. ( 12) ,而 对 于 角 点 情形 ,由 公式 (14) ,我 们 可 以 得 出 下 面 的 结论 : 
当 在 点 8 处 越过 积分 的 曲线 C 时 , 柯 西 型 积分 经 历 一 个 跃 距 
F (6) -Е (6)=f(6). (15) 
在 (15) 式 中 包含 了 在 本 上 且 开始 时 所 提出 的 ,关于 寻求 使 柯 西 型 积分 成 为 一 个 柯 西 积 
分 的 条 件 这 个 问题 的 解答 .我 们 看 到 ,如 果 曲 线 С 是 封闭 的 ,并 且 在 它 的 每 一 个 点 & 
处 都 有 下 (5)==0, 那 么 F(z) 的 由 С 的 内 部 所 取 的 极限 值 , 即 下 (5), 便 都 等 于 
了 (2) ,而 这 就 表明 了 ,下 (z) 是 一 个 柯 西 积分 .从 男 一 方面 来 说 ,如 果 下 (z) 是 一 个 柯 
西 积分 ,那么 下 (&)=f(8), 所 以 下 (5)=0. 因 此 ,要 使 积分 (2) 是 一 个 柯 西 积 分 ， 
其 充分 必要 条 件 是 :在 曲线 С 的 每 一 个 点 处 都 满足 条 件 
F-(¢)=0. (16) 
这 个 条 件 , 显 然 ,同时 也 是 f(&) 在 С 上 给 出 的 值 是 在 C 内 解析 的 水 数 的 边界 值 的 条 
件 . 我 们 可 以 把 这 个 条 件 表示 成 更 方便 的 形式 : 
定理 3 如 果 在 一 条 封闭 周 线 C 的 每 一 个 点 处 ,函数 F5) 都 满足 带 有 指数 их 
1 的 赫 尔 德 条 件 , 那 么 ,要 使 它 的 值 是 C 内 解析 的 函数 的 边界 值 ,其 充分 必要 条 件 是 ， 
等 式 


45. 


| еКО4е=0 (и=0,1,2,---) (17) 


* 如 果 f(z) 在 C 的 所 有 点 上 都 满足 带 有 同一 指数 jy >0 的 赫 尔 德 条 件 ,那么 柯 西 型 积分 在 z 以 任何 方式 
(分 别 从 右 或 从 左 ) 趋 向 于 58o 时 ,趋向 于 F* (0) Е” (5), ШАРИ л/а 有 限时 ( 见 L[14]). 
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事实 上 ,因为 对 于 大 的 | = | 


аури 
6 一 之 = 之 2—1 о" 
那么 对 于 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 的 柯 西 型 积分 ,我 们 有 展开 式 
от | РОР 0 зт | СРО, (18) 


由 此 可 见 ,如 果 (17) РУНА ЖА ВСЯ 的 邻 域内 就 有 
F(z) 三 0. 但 是 ,由 于 柯 西 型 积分 下 (z) 在 界线 С 的 外 部 处 处 是 解析 的 ,所 以 根据 第 
20 目 中 的 唯一 性 定理 ,由 此 推出 ,在 С 的 外 部 处 处 有 下 (zx) 三 0. 因此 ,外 极限 值 
F-(%) 寺 0, 亦 即 F (5)= 7C5) ,并 且 f(&) 的 值 是 在 С 内 部 解析 的 函数 的 边界 值 . 

反 过 来 说 ,如 果 7(5) 的 值 是 在 С 内 部 解析 的 函数 的 边界 值 ,那么 ,对 于 位 于 С 


的 外 部 的 任何 一 个 点 来 说 ,分 式 代号 作为 点 & 的 函数 ,在 界线 С 的 内 部 都 是 解析 
的 ,而 在 C ливан. тли, =, 


F(z) = 7 | бао, 
而 因此 ,在 展开 式 (18) 中 所 有 的 系数 也 都 等 于 0. 这 便 是 条 件 (17) ,定理 得 证 . 
下 面 的 定理 也 是 很 显然 的 . 
定理 4 在 前 面 的 定理 的 条 件 下 ,为 了 使 (5) 的 值 是 C 内 解析 的 函数 的 边界 
值 ,其 充分 必要 条 件 是 等 式 


大 а = 
元 | .去 -0 (19) 


对 一 切 位 于 C 外 的 点 z 都 成 立 . 
现在 我 们 考虑 ,在 С 上 给 出 的 值 是 在 С 外 解析 的 函数 的 边界 值 的 条 件 . 首先 我 
们 注意 ,如 果 函 数 F(z) 在 С 外 包含 无 穷 远 点 处 是 解析 的 ,并 且 在 周 线 本 身上 是 连续 
的 ,那么 对 于 无 限 区 域 下 列 柯 西 公式 成 立 : 
并 о |а) боо), САВ, 
2 јс бех | (о), 对 C 内 的 点 z 
(НЕ С 是 按 道 时 针 方 向 绕 行 的 ). 
事实 上 ,如 果 点 z 在 C 外 ,那么 我 们 用 一 条 把 这 点 包含 在 其 内 的 闭 周 线 C ВИЕ 
C ,并 且 把 第 14 目的 柯 西 积分 公式 应 用 到 由 С 和 C 所 限定 的 二 阶 连通 区 域 : 
HAL КО арка 
211] с 5 一 > 2Ai Jc б-< 
(两 条 周 线 按 逆 时 针 方向 被 通过 的 ). 因为 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 展开 式 


Котра 


(20) 
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成 立 ,其 中 和 о = -/(co), 并 且 , 因 


而 ( 见 第 24 Н) 516029 (оо), тав ЗЕ, 


如 果 点 = 在 C 内 部 ,那么 ВН ЕС 和 C' 之 间 是 解析 的 ,根据 柯 西 定理 
ГА гра. Гоа. А 


并 且 考 虑 到 前 面 的 结果 ， В АХ. 

根据 所 得 的 公式 容易 证 明 

定理 5 在 定理 3 的 条 件 下 ,使 得 (5) 的 值 是 在 C 外 解析 的 学 数 f(z) 的 边界 
值 的 充分 必要 条 件 是 等 式 
对 一 切 位 于 C 内 的 点 成 立 ,并 且 右 边 部 分 的 常数 等 于 f(%%). 

条 件 的 必要 性 包含 在 公式 (20) 内 .为 了 证 明 它 的 充分 性 ,我 们 指出 ,函数 


коа] 2045, 


在 С 的 外 面 是 解析 的 ， 并 目 由 条 件 (21) 推 出， 它 的 从 内 取 的 极限 值 Е” (6) 0, Хх 
意味 着 ,根据 索 霍 茨 基 公 式 FF (6) = РОС). ЕЕ. 

最 后 , 当 曲 线 С 是 单位 圆 时 ,我 们 引入 与 这 种 情形 有 关 的 定理 4 和 5 的 有 些 不 
同 的 提 法 . 

定理 6 为 了 使 得 在 单位 圆周 C 上 的 每 一 点 都 满足 带 有 指数 1 魏 1 的 赫 尔 德 条 
件 的 函数 F(5) 的 值 分 别 是 :1) 在 圆 |]z|<1 内 解析 的 函数 的 边界 值 ;或 者 2) 在 圆 外 
解析 的 函数 的 边界 值 的 充分 必要 条 件 分 别 为 满足 条 件 : 

1) 对 C 内 的 一 切 > 


f(ade _ 
5: =. а = const， (22) 


其 中 a 等 于 所 提 及 函数 在 z=0 时 的 值 ,或 者 
2) 对 C 外 的 一 切 > 
f(DOde _ 
т | б-= = 0. (23) 
为 了 把 这 定理 化 为 前 面 的 一 些 定理 ,只 要 指出 ,如 果 下 (z) 在 圆 |z|<1 内 是 解 


析 的 ,函数 F(z) = [> ) 在 该 圆 外 部 是 解析 的 ,因而 在 单位 圆周 | z| = 上 ,那里 


5 二, 函数 F,(z) 从 外 的 极限 值 与 函数 下 (z) 从 内 的 极限 值 复 共 办 (反之 亦 然 ). 


53. 希 尔 伯 特 - 普 里 瓦 洛 夫 的 边 值 问题 H.H. 普 里 瓦 党 夫 在 1934 年 提出 并 解 
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决 了 下 面 这 个 边 值 问题 : 
在 封闭 曲线 С 上 给 定 了 两 个 复 函数 4a(5) 天 0 与 505) ,都 满足 带 有 指数 им 
赫 尔 德 条 件 . 要 求 找 出 两 个 函数 ,使 其 中 的 一 个 函数 广 (z) 在 C 的 外 部 ,包括 点 2 = 
oo 在 内 ,是 解析 的 ,而 另 一 个 函数 f(z) 在 C 的 内 部 是 解析 的 ,并 且 这 两 个 函数 在 С 
上 的 边界 值 广 (5) 与 广 (5) 必 须 都 存在 而 且 满 足 关 系 式 


f (О=а( ОГ (в) +6(6). (1) 
这 个 问题 当 6 (С) ==0 时 , 即 当 边 值 关 系 式 有 形式 
Р (б=а(бХ (65) (2) 


时 的 特殊 情况 ,已 经 由 希 尔 伯 特 (D. Неге) * 在 1905 年 解决 了 . 希 尔 伯 特 一 普 里 瓦 
洛 夫 边 值 问题 ,在 数学 物理 的 各 种 问题 中 找到 重要 的 应 用 (参看 第 55 Н). 必须 指出 ， 
希 尔 伯 特 与 普 里 瓦 洛 夫 的 解 都 是 不 完备 的 .数学 家 加 霍 夫 (@. 区 .Faxop) 在 1938 年 给 
出 了 一 个 既 完 备 而 又 极 简 单 的 解 [13]. 这 解 便 是 我 们 在 这 里 所 引用 的 . 

我 们 先 从 硕 尔 伯 特 问题 (2) 的 解 开 始 . 函 数 a(&) 的 辐 角 在 循 С 绕 行 一 周 时 所 获 
得 的 全 部 改变 量 再 除 以 2x 而 得 出 的 那个 整数 : 


Acarg а(0) 5) _Чта(5), (3) 

我 们 称 之 为 函数 а (Е) 35 еж. ИПБ ЕЗЕР 0, 即 ,假定 函数 In а (6) 
2 С 上 是 单 值 的 .在 这 样 的 情形 下 解 很 容易 求 得 .我 们 作出 柯 西 型 积分 

Е(=)=51 | ар (4) 


并 且 把 这 个 积分 在 C 的 外 部 Ай РОННИ (=) 5Е* (=). 
于 是 ,问题 的 解 便 是 
广 (z)=Ae 9, Р (е) = Ае ®, (5) 
其 中 А 是 任意 的 一 个 常数 (由 上 一 目 中 的 人 \ 式 (18) 可 以 推出 下 (co)=0, 所 以 A= 
广 (oo))， 
事实 上 ,函数 F- (z) 与 F+(z) 分 别 在 С 的 外 部 与 内 部 是 解析 的 ,并 且 具 有 由 索 
霍 医 基 公式 联系 着 的 极限 值 *. 


Е (6)=F(6) -$Ina(t), Е'(О=Е(О+5ва(О, 
其 中 F(5) 是 积分 (4) 的 主 值 .把 这 两 个 等 式 换 成 指数 的 形式 ,并 利用 (5) , 便 得 到 


(у= д 00е, — е-2® ， 
f (5) = А ма(5 元 可 
Г. 


ж ЖЛУНЯ(НИЬег, 1862—1943) ‚ЕЖА. 
жж 因为 在 C 上 ,a 关 0, 所 以 In a(5) 与 ac(5) 一 起 满足 赫 尔 德 条 件 . 
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这 便 是 所 需要 证 明 的 . 
我 们 来 证 明 ,所 构成 的 解 在 可 以 相差 一 个 常数 因子 A 的 程度 内 是 唯一 的 . 如果 
还 存在 着 第 二 个 解 /1 (=) ,那么 ,由 于 函数 (5) 不 会 等 于 0, 函数 如 -2 一 & (<) 也 将 
是 解析 的 (各 在 相应 的 区 域内 ). 根 据 边 值 条 件 (2) ,在 周 线 C 上 有 有 
go 
рУ р 0700 
所 以 ,根据 连续 延 拓 原理 ,&- (а) у а (z) 构 成 一 个 在 整个 = 平面 上 解析 的 函数 
g(z) .根据 刘 维 尔 定理 ,g(z)==const, 这 便 证 明了 我 们 的 结论 ， 
现在 设 In e(5) 不 是 单 值 函 数 ,并 且 它 的 指示 数 п 是 一 个 负数 .为 了 书写 简便 
起 见 ,我 们 还 假设 坐标 原点 包含 在 C 的 内 部 . 于 是 函数 w (5) = gra (5 ) 的 指示 数 便 
等 于 0, 因 为 


І, 


Дсагё а (6) = Дсаге С" + Acarg а(б) = 2лп – 2лп = 0). 
所 以 边 值 条 件 (2) 可 以 写成 


реб 0 (6) 
的 形状 .我 们 把 所 要 求 的 问题 的 解 ,写成 两 个 函数 的 乘积 的 形式 ， 
f* (=) = ў (=) ГЕ (=). (7) 
由 于 在 这 两 对 函数 中 有 一 对 是 可 以 任意 选取 的 ,我 们 选择 /: (z) 使 其 满足 关系 
式 
fi (=a (ОЮ). (8) 
因为 函数 а (z) 的 指示 数 等 于 0, 故 可 以 使 用 已 经 获得 的 结果 ,这 就 是 说 ,可 以 令 
fi(z)=e 9, р (а) е 0, (9) 
其 中 Е, (z) 是 根据 边界 值 In а (5) 而 构成 的 柯 西 型 积分 ( 见 公式 (4) 与 (5) ,我 们 在 式 
中 取 A =1). 
余下 只 需 再 选择 函数 f(z) ,使 得 在 曲线 С 上 有 
= 00). (10) 


那 时 乘积 (7) 将 满足 条 件 (6)( 要 证 实 这 一 点 ,只 需 使 (8) 与 (10) 相 乘 ). 设 这 样 的 函数 
户 (z) 已 经 选 定 , 于 是 ,按照 (10) 式 ,函数 р (2) 5 217 (х) С 上 相等 ,因而 它们 
构成 一 个 在 整个 有 限 平 面 内 解析 的 函数 ,由 于 户 〈z) 在 无 穷 远 处 是 正则 的 ,所 以 所 
构成 的 这 个 函数 在 无 穷 远 处 有 一 个 不 高 于 п 阶 的 极点 ,这 表示 它 是 一 个 多 项 式 . 因 
Ж, 


_ а а, 
В (х) =а +++, 
之 之 
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fi (2) = аз" +а 2" ‘+ +а,; 
回顾 到 公式 (7) 与 (9) ,我 们 便 可 以 把 现在 所 讨论 的 情形 下 的 问题 的 解 ,最 终 写 成 如 下 
的 形状 : 


Р (о) [щение у, (11) 
Р(х) = (ауз tarz +5 +а,)е ©, 
其 中 
Ра) За (12) 
公式 (11) 中 的 常数 cao, at, …，,a, 都 是 任意 的 ,并 且 其 中 的 一 个 ao, 可 以 由 给 出 
广 (ce) 的 值 来 确定 . 


所 以 ,如 果 函 数 c(5) 的 指示 数 等 于 - п ,那么 希 尔 伯 特 问 题 便 有 ”+ 工 个 线性 独 
立 的 解 .引进 记号 
G+ (z) — oF (=) 
这 п +1 ТАНИТ ХР НЕ: 
С (2), 1G- (=) 5,067 (8); 
2 2 (13) 
С (2),26 (=), 0,26 (=). 
最 后 , ЛРУ а( ОКНА Ж п 是 正 数 时 的 情形 . 原来 ,在 这 样 的 情 
形 下 希 尔 伯 特 问 题 没 有 在 相应 区 域内 解析 的 解 .事实 上 ,我 们 先 作 出 指示 数 等 于 0 的 


函数 a1 (5) = 二 a( 5). 再 像 在 前 一 情形 中 那样 ,把 所 求 的 解 写成 乘积 的 形式 : 


с" 
f° (=) = fi (=) 65 (=). 

我 们 使 第 一 对 函数 满足 条 件 fi (6) = а, (6) А (5); 

fi(z) 在 可 相差 一 个 常数 因子 的 精度 内 可 以 求 出 ,因为 函数 а, (С) ЕЖЕ 
于 0. 对 于 第 二 对 阻 数 ,我 们 得 出 如 下 的 边 值 条 件 : f; (5) = Ср (2). 由 此 可 以 知道 
f(z) 与 z*f;(z) 构 成 一 个 解析 函数 ,这 函数 在 整个 完全 平面 内 都 是 正则 的 ,所 以 是 
一 个 常数 .由 于 在 坐标 原点 处 这 函数 等 于 0( 因 为 在 С МАХ АЖ 2" 5 (z) 相 
同 ) ,所 以 它 恒 等 于 0. 这 是 不 可 能 的 *. 

现在 来 总 结 所 得 到 的 结果 . 

定理 1(Ф. Д.Е) ИЖ a(L) 的 指示 数 一 n 不 是 正 数 , 则 项 尔 伯 
特 问题 


ж 如 果 人 允许 所 求 的 函数 可 以 在 某 一 个 点 ,例如 点 z= c2 处 有 极点 的 话 ,那么 这 问题 便 成 为 是 可 解 的 .这 时 如 
果 a(5) 的 指示 数 等 于 n ,那么 就 有 唯一 的 一 个 解 存 在 , 它 在 无 穷 远 点 处 具有 二 阶 的 极点 . 见 Гахов[ 13]. 
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Г С) =а( 5) (5) 
有 n+1 个 形 如 (13) 的 线性 独立 的 解 ,如 果 指 示 数 n 是 个 正 数 ,那么 这 问题 便 没 有 在 


相应 区 域内 解析 的 解 . 
我 们 转 问 解 普 里 瓦 洛 夫 问 题 
f (О=а( у" (6) +С). (1) 
首先 设 函 数 <c(5) 的 指示 数 等 于 0, 即 ,对 应 的 希 尔 伯 特 问题 一 一 在 条 件 (1) 中 令 
5(z) 王 0 所 得 到 的 一 有 唯一 的 解 
fi(z)=e 9, (14) 


其 中 F(z) 由 积分 (4) 来 确定 .我 们 仍旧 用 乘积 的 形式 f* (=) = fi (х) 75 (z) 来 求 普 
里 瓦 洛 夫 问 题 的 解 , 其 中 的 f(z) 是 由 公式 (14) 所 确定 的 .在 界线 С 上 ,关系 式 
fifi=afifi t+b=fifi+b 
必须 满足 (我 们 根据 条 件 (2) 把 afi 换 成 fi ). 从 这 式 子 ,再 根据 (14) 来 代 换 fi (5) 
之 后 ,我 们 便 得 到 了 对 于 f,(z) 的 边 值 条 件 
Б (0-5 (6) = -600)е ® (15) 
这 个 边 值 条 件 已 化 为 给 定 了 户 (z) 在 界线 C ЕК. НЕ В 
式 (15) ,我 们 便 可 以 断定 ,函数 户 (z) 仅 与 柯 西 型 积分 


гБ) е ® 
Е, (=) = jr | dt (16) 
fi (х) = АР) (=), (17) 


其 中 A 是 一 个 任意 常数 . 

因此 ,如 果 函 数 <(z) 的 指示 数 等 于 0, 那么 普 里 瓦 洛 夫 问题 的 解 便 可 表示 成 

(2) = е OA+FEE(z)| (18) 
的 形状 ,其 中 下 (z) 与 F,(z) 分 别 由 公式 (4) 与 (16) 来 确定 ,A 是 一 个 任意 常数 . 

我 们 来 证 明 所 得 的 解 是 唯一 的 . 显然 ,问题 (1) 的 两 个 解 的 差 必 定 满足 条 件 (2). 
由 此 知道 , 普 里 瓦 洛 夫 问 题 的 两 个 解 ,彼此 仅 可 能 相差 一 个 希 尔 伯 特 问题 的 解 .考虑 
到 前 面 所 证 明 的 希 尔 伯 特 问题 的 解 的 唯一 性 ,我 们 便 知道 , 普 里 瓦 洛 夫 问 题 的 任何 一 
个 解 ,都 可 以 由 (18) 中 改变 常数 A 而 得 到 . 

如 果 函 数 <c(5) 的 指示 数 等 于 - 2” ,我 们 引入 一 个 指示 数 等 于 0 的 函数 c;(5) = 
za(z) ,再 把 函数 f+ (zx) 写 成 乘积 (+) Р (z) 的 形状 来 探求 它 ,其 中 ft (x)= 
е7 ,并 且 F(z) 由 积分 (12) 来 确定 ,又 f,(z) 要 满足 边 值 条 件 

(© = (б) +06) ето, 
最 后 这 个 条 件 显然 为 下 面 那 两 个 函数 所 满足 
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_ а а, _ 
Р (2) = ао + +++ Р (>), 


Р (=) = ауз" На" ++ На, + 2 Е5 (=), 
其 中 ао, @1 ,… ,a, 都 是 任意 常数 ,而 F,(z) 按 照 公 式 (16) 来 确定 ,不 过 在 其 中 要 把 
Е (С) Еу (5 .因此 ,在 指示 数 是 负数 - ”时 , 普 里 瓦 洛 夫 问题 的 解 最 后 可 以 表 
示 成 


一 а Ч» 一 一 (= 
У (=) = аъ РЕ, (=) ей 0, (19) 


f° (а) = ауз" жаа жена, + Е} (ве 6) 
的 形状 . 同 前 面 一 样 ,容易 证 明 ,公式 (19) 包 含 了 问题 的 所 有 的 解 . 
最 后 ,如 果 函 数 a(&) 的 指示 数 ”是 正 数 ,那么 ,用 同样 的 方法 ,对 于 Са) 
条 件 


~ (££) = 06), 
Л: (5) > 1 (5), 


对 于 户 (z) 导 出 条 件 
fi (О=еВ(О+Ь(О ем, 
其 中 F(z) 表 示 根 据 边界 值 In 2 如 所 构成 的 柯 西 型 积分 .最 后 那个 条 件 为 函数 
fi (2)=A+Fi(z), ЛО) А2800) 

所 满足 ,其 中 F,(z) 由 公式 (16) 来 确定 ,不 过 其 中 要 用 Е: (ОЖ 下 - (5) .容易 
证 明 , 仅 有 这 两 个 函数 能 满足 我 们 的 条 件 .如 果 点 z=0 是 A + F,(z) 的 不 低 于 n 阶 
的 零点 , 则 函数 (Е z=0 处 是 正则 的 . 

如 果 把 РУ (е) = 的 乘 短 展开 成 泰勒 级 数 , 上 述 的 最 后 那个 条 件 的 形状 便 可 
以 有 一 些 改变 .为 此 .我 们 用 

1 _1, 1 _1 
EC-z ба 6 
1-7 

ЛА 16) то Е Р) , 便 得 到 


Е; (=)= – 1 еар. a 


21 
те ар. 
由 此 知道 ,我 们 的 可 解 条 件 可 以 写成 
е Фары (k=1,2,.…,n) (20) 
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的 形状 (常数 A 应 当 取 等 于 展开 式 中 的 自由 项 ). 由 此 ,在 指示 数 ”为 正 数 的 情形 下 
只 有 当 条 件 (20) 满 足 时 , 普 里 瓦 洛 夫 问 题 才能 有 正则 解 . 

现在 我 们 来 总 结 所 得 到 的 结果 

定理 2(@. 区 .加 霍 夫 ) 如 果 边 界 函 数 ua(8) 的 指示 数 一 不 是 正 数 , 则 普 里 瓦 
洛 夫 问题 

f (5) =а(5) 7 (5) +005) 
有 一 族 依 赖 于 +1 ЛЕ ОА (19). рж а (6) #9487 п 是 正 数 , 则 这 
问题 只 有 当 函 数 p(5) 满 足 补充 条 件 (20) 时 才能 有 解 . 

最 后 ,我 们 要 指出 ,在 这 里 所 陈述 的 解 希 尔 伯 特 - 普 里 瓦 洛 夫 问题 的 这 些 方法 ， 
也 可 以 推广 到 不 封闭 的 曲线 С 的 情形 中 去 .要 作 这 样 的 推广 ,只 需 用 一 段 连接 C 的 
那 两 个 端点 的 曲线 C ,把 曲线 С 延续 成 封闭 界线 Cu (С = СУС), ЖНЖ C 上 令 

а(6)=1, 0405) 三 0 

就 是 了 .我 们 现在 就 56(5)=0, 而 <(5) 的 指示 数 等 于 0 的 简单 情形 来 讨论 ,这 时 我 们 
规定 函数 а (СНОВ © 按 两 个 相反 方向 循 线 C 的 两 个 边沿 完全 绕 行 一 周 
时 ,arg xu(28) 的 改变 量 .对 于 周 线 Cu 按照 公式 (4) 与 (3$) 来 构成 解 广 (=) ,这 时 公式 
(4) 中 的 积分 是 只 沿 着 С 取 的 (因为 按照 我 们 的 规定 ,在 C 上 ша(6)=0). %/^ 
广 (z) 在 曲线 С 的 外 部 处 处 都 是 单 值 的 解析 函数 (在 C" 上 由 边 值 条 件 给 出 广 (5) = 
广 (5)), 而 在 С 的 两 个 边沿 上 则 取 值 广 (5) 与 广 (5) ,它们 满足 条 件 (2). 这 情形 与 
封闭 界线 的 情形 所 不 同 的 只 是 ,一 般 说 来 ,这 个 解 在 曲线 С 的 两 个 端点 处 是 无 界 的 . 
但 是 ,可 以 证 明 ,如 果 a(&) 满 足 赫 尔 德 条 件 ,那么 , 当 趋 近 С 的 端点 时 ,这 个 解 变 成 
阶 数 小 于 1 的 无 限 大 . 

如 果 拿 任意 一 个 在 界线 С 上 的 点 处 是 解析 的 函数 g(z) 来 乘 问 题 的 解 f* (=), 
那么 乘积 广 (z)g(z) 显 然 也 是 同样 的 边 值 问题 的 解 ,如 同 广 (=) 一 样 .利用 在 不 封 
闭 的 界线 С 的 情形 ,问题 的 解 容 许 在 С 的 端点 处 变 成 阶 数 小 于 1 的 无 限 大 这 一 点 
因此 有 时 也 可 以 用 一 个 除了 在 С 的 某 一 个 端点 处 以 外 处 处 正则 的 函数 ， 来 乘 这 问题 
的 解 广 (z). 这 些 结果 我 们 将 在 应 用 中 利用 ( 见 第 55 Н). 

与 不 封闭 的 界线 的 希 尔 伯 特 一 普 里 瓦 洛 夫 问 题 有 关 的 问题 的 完整 的 叙述 ,读者 
可 以 在 Н. 了. 穆 斯 海 利 什 维 里 的 专著 [14] 的 第 四 章 中 找到 .在 那 专 著 中 还 引 了 赫 维 
德里 择 在 1941 年 所 给 出 的 ,对 中 .区 .加 霍 夫 方法 在 多 阶 连 通 区 域 中 的 推广 . 

54. 凯 尔 迪 什 - 谢 道夫 公式 ”下面 这 个 混合 边 值 问题 * 在 应 用 上 显得 非常 重 
要 : 

在 单 连 通 区 域 D 的 边界 C 上 给 出 点 aj yp ya Da yyD Вы 的 次 


序 排 列 . 求 一 个 在 这 区 域 D 内 解析 的 函数 f(x)， 其 实数 部 分 取 在 弧 aup 上 给 出 的 值 ， 


ж 这 问题 是 所 谓 希 尔 伯 特 问题 的 一 个 特殊 情况 ( 见 第 55 Н). 
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Ка, 一 ai) 

凯 尔 迪 什 与 谢 道 夫 在 1937 年 给 出 了 这 一 问题 的 完整 的 研究 ,并 且 证 明了 ,一般 
说 来 , 它 在 接近 弧 的 所 有 端点 a 和 6 处 没有 有 限 的 解 .如 果 放 弃 f(z) 有 限 的 条 件 和 
只 要 求 对 f(z) 的 积分 有 限 , 那 么 问题 将 被 解 出 ,其 精确 度 到 (mn +1) 个 任意 常数 .最 
后 ,他 们 证 明了 ,如 果 此 外 还 要 求 f(z) 在 端点 中 某 n 个 附近 是 有 限 的 ,并 且 在 某 一 
个 边界 点 上 给 出 它 的 值 , 问 题 将 有 唯一 解 . 

我 们 更 详细 地 讨论 下 面 的 情况 . 还 假设 区 域 D 是 上 半 平 面 ,显然 ,借助 于 共 形 映 
5 ,任意 单 连通 区 域 可 化 为 这 种 情况 . 

这 样 ,假设 在 х 轴 上 给 定点 - оо <а <Ь «а, <Ь, <. <а, < < ож 
有 限 个 第 一 类 间断 点 的 实 函 数 u(xz),v(zX), 并 且 x(z) 定 义 在 所 有 区 间 (a В.) Е, 
而 v(xz) 定 义 在 所 有 区 间 (b,arii) 上 (k=1,2,…,n;a+1 = 41). 表 假设 在 区 间 
(– оо, а) (р, ,оо) ЕР v(xz) 对 某 个 >>0 满足 形 如 | v(xz)| 志 const/|zx1* 的 条 
件 . 要 求 找 出 在 上 半 平 面 解 析 的 函数 f(z) ,使 得 在 区 间 (a ,5b ) 上 

Re f(z)=u(z), 
МЕХ ИН] (В, ,a4+1) 上 
Im f(z)= v(z). 

如 我 们 上 面 所 说 过 的 ,下 列 定理 成 立 

定理 ( 凯 尔 迪 什 一 谢 道夫 ) ”对 于 上 半 平 面 的 混合 问题 有 满足 以 下 条 件 的 唯一 解 
f(z): 

1) f(z) 在 一 切 点 а, Я; 


2) ии | f(z)dz 是 有 界 的 ; 


3) 当 zx 一 co 时 ,F(z) 有 有 限 极 限 F(oo ) ,为 简单 起 见 设 这 极限 是 实数 ， 
为 了 证 明 我 们 记 


s(z)= | Za (1) 


其 中 仅 考 虑 根 式 在 线段 (b， ,oo) 上 取 正信 的 分 支 , 林 是 表示 相 乘 的 记号 ， 设 z 是 在 上 
半 个 平面 中 的 任意 一 点 ,把 它 用 一 条 由 上 半 个 圆周 

Cr:|E|=R, Im ¢>0 
与 实 轴 上 的 一 段 线段 ( — RR,R) 所 构成 的 封闭 周 线 C 围 起 来 .假设 f(x) 已 找到 ,那么 
按 柯 西 公 式 有 


дааа) = | ПРЕ, (2) 


但 是 ,显然 因为 
limg(%)=1, 
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所 以 也 存在 着 极限 
аз 8 = бое). 
рай, аас Ое = oo 的 邻 域内 有 展开 式 形 如 
ГЕС) од (3) 
其 中 当 боксов gp(5)->0, 把 (3) 式 沿 着 半径 足够 大 的 半圆 周 Ck 来 积分 ,我 们 得 到 
1 ат а 
因为 当 和 =~co 时 ,9P(5) 一 0, 所 以 右 端 中 的 积分 当 及 一 co 时 趋 于 0, 于 是 ,关系 式 (2) 在 
极限 情形 时 便 给 出 
=) 5 | КОЕ о), (4) 
其 中 的 积分 是 沿 着 实 轴 取 的 . 在 公式 (4) 的 右 端 中 把 z 换 成 z ,我 们 可 以 类 似 地 得 到 
0=51. |7 ПРЕ (оо) 
а ЕЕЕ Е ЭННИ АКС: 
Рв) 5 1 РАО + д). 


и і – Б, 


现在 我 们 注意 ,乘积 |] ;一 2 在 线段 (a ,b,) 上 是 负 的 ,而 在 (b за) БА 


正 的 ,所 以 函数 g(z) 在 (a, ,bi) 上 取 纯 虚 值 ,而 在 线段 (bi ,a411) 上 取 实 值 .考虑 到 这 
个 ,我 们 把 最 后 的 式 子 改写 成 


Г) в (х) =5 | >] О + 


У арі Г е) + (оо). (5) 


k=1™ 0, ! 一 
这 里 右 端 部 分 是 已 知 的 ,因为 在 区 间 (a ,6b;) 上 已 知 Re f(t)==u(z), 而 在 (bi assi) 
上 已 知 Im (2) = vw(z). 由 此 可 见 , 我 们 得 出 所 找 的 饥 尔 迪 什 一 谢 道 夫 公 式 ，: 


_ 1 [№ и(Е) 8 (Е) оҳ [+9 v(t) я (Е) f(%) 
f(z) = >. вч) dr + i127], et ta А. (6) 


rzig(z) 
(第 二 个 和 中 的 按 线段 (5, ,a, ;| ) 积 的 反常 积分 ,根据 加 到 v(x) 上 的 补充 条 件 ,是 收 
$ НА). 

留 下 需要 证 明 ,这 公式 所 确定 的 函数 实际 上 解 了 那个 混合 问题 . 为 此 ,我们 来 考 
虑 和 式 (6) 中 的 一 个 项 


= |А О, (7) 
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乘积 f(z)g(z) 是 根据 函数 gp(1)=2u(t)g(t) 构 成 的 一 个 柯 西 型 积分 . Ч z 从 上 
趋 近 于 线段 (a ,5; ) 上 的 一 个 点 to 时 , 它 的 极限 值 fi (zo )g (zo) 按照 第 52 目 中 的 索 
霍 茨 基 公 式 (12) 

fe (to)g(t0)= Bt0)+ul(to)g(to) (8) 
来 确定 ,其 中 的 B(zo) 根 据 第 52 目 中 的 公式 (8) 等 于 


EO OTIC CN 
(9) 


考虑 到 当 а, <<to<<b 时 ,对 数 的 从 上 面 趋 近 线 段 (aj ,bi ) 时 的 极限 值 等 于 
рь = г, ъ= io 
=] 


[а 


一 17 


ар - ѓо fo — а, 
(我 们 考虑 对 数 的 在 г 轴 上 从 这 线段 (ai , Б, ) 的 右边 开始 取 实 值 的 那个 分 支 ) ,在 把 公 
式 (8) 中 的 B(zo) 由 (9) 来 代 换 , 并 约 去 g (zo) 后 ,我 们 可 以 把 公式 (8) 改 写成 下 面 的 
形状 : 


(1) BD (0) К 
让 (= 二 人 一 жабы)“ (10) 
因为 当 : 与 1 在 线段 (4 ,65,) 上 时 ,函数 
s(1)= Ц (22 


取 纯 虚数 值 , 所 以 公式 (10) 中 的 积分 是 一 个 实数 ,而 且 项 а? 这 一 也 是 一 一 个 实数 . 因 


此 ,Refi (to)= u(to). 现 在 如 果 = 从 上 趋 近 于 在 某 一 авс, „Б. ) 上 的 一 个 点 1， 
k1 关 kk, 那么 极限 值 fi (zi ) 便 可 以 由 直接 把 z= + 代入 积分 (7) 而 求 得 


% u(t)g(t) 
(Е) = ЕО. |. dt. 


在 这 里 g(t ) 是 纯 虚 数 ,g (i) 也 是 纯 虚 数 , 因 此 , fi (1 ) 的 值 是 一 个 纯 虚 数 ,所 以 
Ве}, (11) =0. 55, $ 之 从 上 趋 近 于 在 某 一 线段 (&。 ,dy+1) 9 =1,2,-**, п 上 的 一 
个 点 г, ,那么 极限 值 等 于 


fi (t,)= 1 р (Е), 


лір(1,) ЕЕ, 
在 这 里 g(z, ) 是 实数 ,g (i) 是 纯 虚 数 , 所 以 fi (+, )КИНЯЕЗЕЖХ П Im (12) =0. 
从 上 面 的 讨论 中 可 以 得 出 : 


ЕО, 
Ў. (=) = Е ) >) |, 
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的 实数 部 分 在 每 一 段 线段 (w ,如 ) 上 都 取 所 给 定 的 那些 值 x(z) ,而 它 的 虚数 部 分 在 
每 一 段 线段 (4 Яр +1 ) 上 都 等 于 0. 
我 们 可 以 完全 类 似 地 证 明 ,函数 


р а (ег v(t)g(i) 
С], 1 一 之 dt 


的 虚数 部 分 在 每 一 段 线段 (b, , a,,) 上 都 取 所 给 定 的 那些 值 v(1) ,而 它 的 实数 部 分 
在 每 一 段 线段 (a, ,5,) 上 都 等 于 0. 

由 此 推出 ,函数 (6) 
Ка) =. (=) +1. (+) 
确实 是 那个 混合 边 值 问题 的 解 (最 后 那 一 项 的 存在 不 会 使 边界 值 有 任何 改变 ,因为 
(oo) 是 实数 ,而 g(z) 在 线段 (w ,6b,) 上 取 纯 虚数 值 ,在 线段 (5 ,a,,) 上 取 实数 值 ). 
从 函数 Е, (2) 5 f(z ) 的 构造 中 知道 , 当 z 一 o 时 它们 都 趋 于 0; 这 时 函数 g(xz) 趋 
于 1, 所 以 ,在 无 穷 远 点 处 的 条 件 也 适合 . 由 公式 (6) 的 推导 中 还 可 以 知道 , 它 给 出 了 
混合 问题 的 满足 条 件 1) 一 3) 的 唯一 的 解 .定理 得 证 . 

现在 证 明 , 如果 在 那些 点 a 处 ,去 掉 /(z) 是 有 界 的 这 个 条 件 ,而 仅 要 求 积分 
| f(z)dz 是 有 界 的 (如 在 点 处 那样 ), 那 么 ,在 给 定 /(%) 的 值 时 在 这 问题 的 解 中 


将 包含 个 任意 的 实数 常量 .事实 上 ,就 任何 一 组 实数 常量 У, у," У, ЖЖ, ВА 
数 


1 


(=) = ПЕ я (11) 
| Па — а) (= -6,) 
的 实数 部 分 在 所 有 的 线段 (a, , 6, ) 上 都 等 于 0, 而 它 的 虚数 部 分 在 所 有 的 线段 ( 久 ， 


as+1) 上 也 都 等 于 0. 当 zx 一 co 时 ,这 函数 显然 趋 于 0. 因 此 ,我 们 可 以 把 这 函数 添加 到 
公式 (6) 所 确定 的 那个 函数 f(z) 上 去 ,所 得 的 和 便 给 出 一 个 在 上 半 平 面 内 解析 的 函 


数 , 它 在 那些 点 a 与 6b 的 邻 域内 都 具有 有 界 的 积分 ,在 无 穷 远 处 取 给 定 的 实数 值 
f(%), 所 以 是 我 们 这 个 混合 边 值 问题 的 解 . 
引入 记号 
u(t), 在 线段 (a, ,b, ) 上 ， 
= 12 
Р(2) И 在 线段 (如 ,cei) 上 ) 
(二 1,2,…,n), 我 们 可 以 把 凯 尔 迪 什 -~ 谢 道夫 公式 写成 
1 [” 20)Ф() . f(%) 
f(z) zt | ep dt +А(2) + ga) (13) 


的 形状 ,其 中 的 g(z) 与 h(z) 由 公式 (1) 与 (11) 来 确定 .可 以 证 明 , 公 式 (13) 包 含 了 
这 问题 的 满足 所 设 条 件 的 所 有 解答 (H.H. Мусхелишвили[14]). 
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在 下 一 目 中 我 们 将 要 应 用 到 变换 成 下 述 情形 的 凯 尔 迪 什 一 谢 道夫 公式 : 那 时 所 考虑 的 不 是 上 
-去 | < 十. 要 完成 这 个 У -- |< 
z 平面 上 去 的 分 式 线性 映射 


= 1 (14) 


1- 之 1 | 
以 (14) 代 入 公式 (13) 中 ,并且 为 了 简单 起 见 ,在 (13) 中 令 А(х) = (оо) =0, 然 后 重新 用 z 代替 z， ， 
又 用 “代替 上 ,我 们 便 得 到 


(5)Ф(5) | = 
К) ау | 1р4, (15) 


ЕЧ р лання манаа адарва, 


ar1) 上 等 于 io( 纪 ,又 g(z) 是 按照 (1) 式 来 确定 的 (点 w ,Bb 都 在 C 上 ). 
完全 类 似 地 可 以 把 公式 (13) 变 换 到 单位 圆 | z| <1 的 情形 中 去 .这 时 凯 尔 迪 什 一 谢 道夫 公式 的 
形状 是 


Ка) = Е а 0000 (ое) 


+ | П (= — А 0.) (со 2" + ср"! +: + с, ), (16) 
Е = 1 


其 中 c 是 一 些 复数 常量 ,满足 条 件 ce = 6 .公式 (16) 的 推导 ,读者 可 以 在 H.H. Мусхелишвили 
的 书 [14j 中 查 到 . 

55. 其 他 边 值 问题 在 这 里 我 们 还 将 讨论 一 些 解 析 和 调和 函数 理论 的 一 些 边 值 
问题 . 

(1) 和 歼 曼 一 希 尔 伯 特 的 边 值 问题 这 问题 可 以 表述 如 下 

求 一 个 在 区 域 DD 内 解析 而 在 DD 上 连续 的 函数 

f(z)=u(z)+ iv(z), 
使 其 在 区 域 的 边界 C 上 满足 条 件 
а(&)и(6) – (5) 005) =с(5), (1) 

其 中 a ,b,c 都 是 给 定 在 边界 C тяж. 

我 们 引用 五 . H. 穆 斯 海 利 什 维 里 所 给 出 的 歼 曼 一 希 尔 伯 特 问题 的 解法 .如 果 р 
是 一 个 单 连通 区 域 ,那么 , 便 可 以 借助 共 形 映射 把 这 问题 化 成 D 是 单位 圆 | z|<1 时 
的 情形 .我 们 就 来 讨论 这 一 种 情形 ,此 外 还 假定 函数 a ,5 ,c 都 满足 赫 尔 德 条 件 ,并 且 
在 С 上 处 处 有 


а? + 6250. 
我 们 可 以 把 边 值 条 件 (1) 改 写成 
2Ве(а + 6) (5) = (а+ 16) 05) + (а- 15) (6) =2с (2) 
的 形状 .在 单位 圆 的 外 部 令 


f.(z)=f(1), (3) 
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并 且 用 下 (z) 来 记 在 圆 |z|< 1 内 等 于 /(z) 而 在 此 圆 外 部 等 于 f(z) 的 函数 .下 (xz) 
在 C 上 左面 的 极限 值 是 


F (9)= 00), 
而 其 右面 的 极限 值 是 
F (=КО 
(最 后 这 个 等 式 可 由 定义 (3) 及 在 С Е -得 出 ) 因此 条 件 . (2) 可 以 改写 为 
(а + )Е" (6) +(а-в)Е- (6) =20, (4) 
或 Е (6) =А(ОЕ CCD)+B(CO)， (5) 
其 中 
д0) = 470, в(ұ)= -5. (6) 


因此 , 求 黎 曼 一 希 尔 伯 特 问题 的 解 , 可 以 化 为 求 第 53 А ФИЖАЕН - ЗЕК Х 
问题 的 解 . 

但 是 并 非 问题 (5) 的 任何 一 个 解 F(z) 都 能 给 出 问题 (2) 的 解 ,因为 ,一 般 说 来 ， 
那个 联系 着 F(z) 在 关于 圆周 | (| =1 相对 称 的 点 处 的 值 的 条 件 (3) 不 被 满足 .但 是 ， 
在 有 了 (5) 的 任意 一 个 解 F(z) 时 , 便 容易 来 构成 一 个 满足 这 条 件 的 解 .为 此 ,我 们 除 
了 下 (>z) 外 ,再 考虑 图 数 


Е, (=) = Е (=) 
并 且 注 意 ,这 函数 在 C 上 也 满足 条 件 (4)* ,从 而 也 满足 条 件 (5). 而 这 时 条 件 (5) 便 
也 为 函数 

31F(z)+F, (=) 


所 满足 ,而 且 这 函数 显然 也 满足 条 件 (3). 所 以 ,这 函数 在 单位 圆 的 内 部 便 是 黎 曼 一 希 
尔 伯 特 的 边 值 问题 的 解 . 

(2) 倾斜 导数 问题 这 问题 可 以 表述 如 下 : 

求 一 个 在 区 域 DD 内 调和 ,并 且 在 人 内 与 其 一 阶 偏 导 数 都 连续 的 函数 (zz), 在 
这 区 域 的 边界 C 上 满足 条 件 


a (PFE to = с(0), (7) 
其 中 a ,b,c 为 给 定 在 C ЕМУ яж. 


* 事实 上 ,在 C 上 有 
Е, (б=Е(5), 


而 且 当 z 自 左面 趋 近 C В, НН С. РИ ЭЕ ЗСА) АЗОВ УС ЕН, ЕВ Ві 
ТЕ, (ОМИ. 
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问题 的 名 称 可 解释 成 ,条 件 (7) 可 以 改写 成 形状 


ди _ cC8) 
757" (7) 


其 中 3 表示 在 向 量 != а + jb 的 方向 上 的 导数 ,这 向 量 相对 于 C 倾斜 菜 一 角 . 


在 上 一 问题 中 曾 被 引入 的 假设 条 件 下 ,倾斜 导数 问题 就 化 为 该 问题 .事实 上 , 通 
过 г) =и+ о ЖЖ и 为 自己 的 实数 部 分 的 函数 ,并 且 令 (2z) 95-55 = и 
+ iv1. 现 在 条 件 (7) 重 写成 形状 

(би С) БС) (0) (0). 
也 就 与 条 件 (1) 相 吻合 .由 此 可 见 ,了 (x) 可 以 用 (1) 中 所 描述 的 方法 求 出 ,而 /(z) 通 
过 简单 的 积分 就 可 找到 

(3) 在 某 些 问题 中 ,例如 ,在 研究 具有 混合 型 偏 导数 的 微分 方程 时 (有 关 这 些 方 
程 我 们 将 在 下 一 目 中 谈 到 ) ,会 遇 到 如 下 的 倾斜 导数 问题 的 不 同 版 本 * : 

设 区 域 D 以 实 轴 上 的 线段 (a,b) 与 茶 一 条 其 端点 在 点 a 与 6 处 的 曲线 7 为 其 
边界 ,并 设 在 (a ,5) 上 与 y 上 分 别 给 定 了 两 个 连续 实 函 数 g(z) 与 J() .要求 构 成 一 
个 在 区 域 О 内 的 调和 函数 w(x) ,使 

ии = (2), и 
и=ф(5), У. 
1/9 9 СЕРЕ : 
(9—95) = 区 表示 按 方向 ! 求 导 ,/ 与 x 轴 组 成 一 个 角 一 斤 . 为 了 要 解 这 个 
问题 ,我 们 使 用 一 个 把 区 域 D 映 到 扇形 0< arg zi< 开 上 去 的 共 形 映射 == f(z1)， 


(8) 


显然 ， 


使 弧 у 变换 成 射线 7* :arg zi =0, 线 段 (a ,5) 变 换 成 射线 arg zi = 下 ,并 且 把 点 а 与 


b 变换 成 co 与 0. 而 在 我 们 这 个 映射 
z= f(z1) 
下 ,Y 上 给 出 导数 的 这 方向 便 变换 成 zx 轴 的 负 方 向 (图 125). 所 以 ,对 于 由 所 求 的 函 
Ж u(z) 所 变换 成 的 那个 调和 函数 
ul f(z1)]= ui(zi) 
来 说 ,条 件 (8) 中 的 第 一 个 条 件 可 以 写成 


м. |9 =). (9) 


* ЯМ. А. Лаврентьев и А. В. Бидадзе К проблеме уравнений смешанного типа // ДАН СССР. 
1950.Т.20,Ю№.3. 
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А В д Я 
Нк В RN NS 


图 125 


第 二 个 条 件 变 成 关系 式 
и (т ) = ФУ )], 
在 对 ПАРИ ИЯ 


Ји _9ф. 


дж, 95 


ЕЕ =y (=, Р (е), (10) 


О = 少 表示 沿 着 曲线 y 取 的 导数 . 因为 条 件 (9) 与 (10) 中 的 右 端 都 是 已 知 函 数 ， 


ди; 


所 以 ,我 们 的 间 题 便 可 以 化 为 根据 函数 7 在 扇形 


0<arg zi < 地 


的 边界 上 的 值 来 求 调和 函数 了 汪 的 问题 , 即 , 化 为 狄 利克 雷 问题 . 


Әх 
用 类 似 的 方法 ,也 可 以 解决 更 为 一 般 的 问题 . 设 在 单 连通 区 域 D 的 边界 C 的 一 个 部 分 Cl 上 ， 
给 定 了 连续 的 实 函 数 P(8) ,<a(5) 与 5605), 且 
а? + 6250. 
在 边界 С ВНАУ С, ЕЕ Г НОЗ РА (С). З — ТЕБ р 内 的 调和 函数 
u(z), 使 它 在 边界 上 满足 条 件 


а). =(®. ЕС, Е, 


дж 
и= 005), ЖОЕ 

这 边 值 条 件 中 的 第 一 个 条 件 ,可 以 理解 为 给 出 了 党 着 与 弧 Ci 形成 一 个 已 知 角度 的 方向 所 取 

的 导数 .利用 第 44 目 中 的 契 磋 蒂 公 式 , 可 以 构成 一 个 把 区 域 Р 映 到 一 个 区 域 D, 上 去 的 共 形 映射 
== f(z), 

ВАННЫ С, 35 
着 这 些 方 向 的 导数 是 已 知 的 一 一 也 变换 成 垂直 于 zi 轴 的 方向 ,这 时 曲线 С, 在 映射 下 的 像 的 形状 
便 可 以 确定 .这 时 必须 对 那些 给 定 的 函数 再 添加 一 些 条 件 . 以 使 得 弧 Ci 与 C; 的 像 能 围 成 一 个 单 连 
通 区 域 D. 


也 同 前 面 所 研究 过 的 那 种 情形 一 样 , 在 作 了 这 样 的 映射 之 后 ， 问题 便 化 为 对 于 偏 导 数 5 5 的 狄 
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利克 雷 问 题 . 
(4) 关于 调和 函数 的 混合 问题 ”这 问题 可 以 表述 如 下 : 
在 一 个 单 连 通 区 域 р 的 边界 C 上 给 定 了 27 个 点 Cj ,biyay ba，D ,这些 
点 是 按照 它们 所 写 出 的 顺序 排列 着 的 .又 ,在 绚 (a4 ,bi), (ба) (k=1,2,…,n; 
а... 二 41) 上 分 别 给 定 了 实 函 数 Ф(0) 5 (О.Е ЖАН ЛЕК р 内 的 调和 有 
界 函 数 x(z) 来 ,使 它 满足 下 述 边 值 条 件 : 
и= ф(5), (а,,0,)Ь, 


ои = СЕ) (авы), (п) 


其 中 3 表示 u(z) 的 按 C 的 内 法 线 方向 所 取 的 导数 


我 们 来 证 明 这 混合 问题 可 解 ,而 且 它 的 解 是 唯一 的 .显然 ,借助 一 个 辅助 的 共 形 
映射 ,可 以 把 这 问题 化 为 区 域 D 是 上 半 平 面 时 的 特殊 情形 ,于 是 边 值 条 件 (11) 便 成 
为 

и— ф(х) ‚ (а, ‚0, ) Е, 
12 
Би фа) (6, ,Qk+1) 上 (12) 
的 形状 (变换 的 方式 完全 与 通常 一 样 ,例如 见 第 44 目 中 的 式 (6)). 而 对 于 这 种 特殊 情 
形 来 说 ,我 们 这 个 混合 问题 的 解 便 可 以 借助 遍 尔 迪 什 一 谢 道 夫 公 式 而 得 出 . 
事实 上 , 设 f(z)= и + го 是 一 个 在 上 半 和 平面 内 解析 的 函数 ,以 и 作为 它 的 实数 
部 分 ,并 设 
Р(х) = (=) = и, (х,у) + ivi (rz,y). 
、 ди д ди 
我 们 有 ит VT, 
所 以 ,对 于 函数 户 (z) 来 说 的 边 值 条 件 (12) 的 形状 是 
иу ф (х) ‚ (а, ‚№ ) Е, 
о = – ф(х), (6,,а,+1) Е. 
问题 (13) 的 解 f(z) 可 以 由 上 一 目 中 的 凯 尔 迪 什 一 谢 道夫 公式 (13) 来 给 出 ,并 


且 , 那 公式 中 所 采用 的 关于 积分 | “fi(z) dz 在 点 a 与 b, 附 近 是 有 界 的 这 个 条 件 , 保 
证 了 问题 (12) 的 解 a(z) 是 有 界 的 ,因为 u(z) 可 按照 公式 
и(=)=Ве | fi(z)dz (14) 


(13) 


由 亡 (z) 来 确定 . 

当 把 问题 (12) 化 成 问题 (13) 时 ,我 们 对 那个 在 ”个 线段 (w , 久 ) 上 给 定 的 函数 
p(xz) 求 导 , 然 后 ,我 们 再 应 用 公式 (14) 所 构成 的 函数 fi1(z) 积 分 .所 以 ,用 我 们 的 方 
法 ,只 是 在 可 以 相差 一 个 常数 项 (在 不 同 的 线段 上 可 以 是 不 同 的 ) 的 精度 内 ,得 到 了 要 
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在 线段 (w ,6b; ) ЕР О ЯР ф(х) u(z). 可 是 ,在 遍 尔 迪 什 一 谢 道 夫 
公式 中 有 nn 个 任意 常数 存在 ,这 便 允 许 我 们 可 以 适当 地 选择 这 些 常 数 项 ,使 得 u(xz) 
在 每 一 段 (w ,b, ) 上 的 值 都 完全 与 (zz) 相 等 .这 样 , 便 证 明了 关于 调和 函数 的 混合 
边 值 问题 是 可 解 的 . 

现在 我 们 来 证 明 ,在 有 界 调和 函数 类 中 ,这 问题 的 解 是 唯一 的 . 设 и, (=) 5 
2(z) 是 两 个 在 上 半 平 面 内 的 有 界 调和 函数 ,都 满足 条 件 (12). 它 们 的 差 wx(z) = 
и: (=) -zx(z) 也 是 在 上 半 和 平面 内 的 有 界 调和 男 数 ,并 且 

и =0, (а, ,bi ) Е, 


9 
25 =0,#(0, ,de+1) Е. 


根据 第 42 目 中 的 对 称 原理 ,调和 函数 洒 可 以 经 过 这 条 线段 (6b, , a,, ) 作 解析 延 


拓 . 所 以 ,函数 и 也 可 以 作 这 样 的 延 拓 .经 过 延 拓 之 后 的 函数 ,在 п 条 线段 (a ,bi ) 
之 外 是 有 界 调和 的 ,在 这 ”条 线段 上 它 取 等 于 0 的 值 .因此 ,函数 и ХРЕН У п 
条 线段 (a; ,5, ) 的 平面 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 ,问题 中 的 边界 值 等 于 0. 根据 关于 狄 利 
克 雷 问题 的 解 的 唯一 性 定理 ,我 们 得 出 寺 0, 而 这 便 是 所 需要 证 明 的 . 


$4 应 ”用 


在 本 节 中 我 们 考虑 把 复 变 函 数论 的 方法 应 用 于 偏 微分 方程 理论 的 某 些 问题 ,以 
及 连续 介质 的 力学 问题 和 上 面 提 到 的 大 量 其 他 问题 .我 们 将 用 具体 例子 来 进行 叙述 ， 
部 分 作为 例子 已 经 叙述 过 , 而 部 分 是 新 采用 的 . 

56. 偏 微 分 方程 上 面 我 们 详细 地 说 明了 复 变 函数 理论 与 拉 普 拉 斯 方程 的 联 
系 . 这 是 源 自 欧 拉 ,特别 是 黎 曼 的 著作 的 函数 论 的 经 典 方 向 .但 是 最 近 对 函数 论 与 其 
他 偏 微分 方程 的 联系 加 强 了 注意 .这 种 联系 中 最 简单 的 一 些 ,我 们 就 在 这 一 目 中 研究 

(1) 卡 莱 曼 (Carleman) 方 程 组 ”在 偏 微分 方程 理论 中 近 几 年 来 成 功 地 使 用 一 些 
方法 ,这 些 方法 是 建立 在 把 解 表示 成 复 形 式 的 基础 上 的 .这 些 方法 的 发 展 主要 在 韦 库 
阿 \、 贝 尔 斯 (L. Вегѕ) \ 伯 格 曼 (S. Bergman) 等 等 的 著作 中 .作为 例子 ,遵循 И.Н. БЕ 
阿 , 对 一 阶 偏 微分 方程 组 : 


9 9 9 9 
=. + аи +60, + си + ао (1) 
х Эду у х 


引入 这 种 表示 ,其 中 а,Ь,с 和 4d 是 某 个 区 域 D 内 变量 x Му 的 连续 函数 . 
方程 组 (1) 是 柯 西 - 黎 曼 条 件 的 拓 广 ( 当 a = р=с= а = 0 我 们 就 得 到 柯 西 -和 歼 
曼 条 件 ). 某 些 弹 性 薄膜 理论 问题 ,气体 动力 学 和 连续 介质 力学 的 其 他 分 支 的 问题 都 引 
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出 这 方程 组 .这 一 组 方程 最 早 由 卡 莱 曼 * 研 究 ,他 证 明了 方程 组 (1) 的 解 的 唯一 性 定理 ， 
这 类 似 于 第 20 目 中 的 定理 1. 韦 库 阿 (H.H. Bekya[ 15] ) 对 方程 组 (1) 及 其 应 用 进行 了 详 
细 研 究 . 往 后 为 简单 起 见 , 我 们 处 处 假设 函数 и 和 о 在 区 域 D 内 具有 连续 偏 导数 
在 推导 表示 公式 时 利用 复数 求 微分 的 记号 

9 1/9 . 9 9 1/9 . 9 

5—2 (02+#95): 92192795) (2) 
是 方便 的 .例如 ,其 中 第 一 个 在 应 用 到 复 函 数 ww= и + го 时 给 出 
д 1/9(ut+iv) .9(ut+iv) ди дә 1 (дъ ди 
Е |н у) о [ов 79у) (0=* 35) 
特别 是 柯 西 - 黎 曼 的 解析 性 条 件 借助 于 这 个 记号 可 写成 52 = 0 的 形状 


首先 我 们 引入 一 个 在 某 一 区 域 D 内 具有 连续 偏 导数 的 任意 函数 w(z)=u+ го 
的 表示 公式 .为 此 ,我 们 利用 黎 曼 - 格林 公式 ,该 公式 在 用 记号 (2) 下 可 写成 


бас [24 (3) 
元 | № б Е ёр. 


形状 ,其 中 <=&+ 0р, СЖЖ 的 边界 .对 于 解析 范 数 卫 一 0, 公 式 (3) 显 然 就 表示 


柯 西 定理 . 
下 面 完全 与 (第 14 目 中 ) 从 柯 西 定理 推出 柯 西 积分 公式 时 的 做 法 一 样 地 进行 ,从 
区 域 D 中 除 掉 固定 点 z 的 一 个 由 具 小 半径 的 圆周 c 围 起 来 的 邻 域 4 ,并 且 把 公式 (3) 


应 用 于 区 域 D-4d пант. ,我 们 得 到 


(5) (5) 9w 4847 
аб - 六 | d= 5 


使 邻 域 的 半径 趋 于 0, 我 们 像 在 第 14 目 中 一 样 看 到 ,积分 | Е 的 极限 等 于 


2xiw(z), 从 而 得 出 所 要 找 的 表示 公式 
ol Е; (4) 
211 )с б-< а 6-х 
对 于 解析 函数 ,二 重 积分 消失 ,我 们 来 到 了 柯 西 积分 公式 . 
应 用 这 一 公式 去 解 卡 莱 曼 方程 组 (1) ,借助 微分 标志 (2) ,这 方程 组 可 写成 一 个 复 
方程 的 形式 


—— = Аж + Вх, (5) 


Ни шин, АЕ (а+4+к- Б) В (а-а + іс+њ) МН, АЗК) 


* ЕЗ8 (Т. Сайетап, 1892—1949) ,瑞典 数学 家 . 
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给 出 如 下 的 方程 组 (1) 的 解 的 复 表示 式 
w= СВЕ Га (6) 

我 们 再 引入 一 个 卡 莱 曼 方程 组 (5) 的 解 的 更 方便 的 复 表 示 公 式 . 设 w= w(z) 是 

这 组 方程 的 一 个 任意 解 ,N 是 DD 中 使 w=0 的 点 的 全 体 .通过 М 表示 集合 D - N. 令 


_ | А(=)+В(=)2(2), ж: М, 
у(=) = 


1 
л 


(=) 
0, т zx В Е №; 
函数 x(z) 单 独 地 在 М 和 N 上 连续 ,显然 是 有 界 的 ,因为 对 于 р 中 任意 一 点 = ,我 们 
有 |x(z)| 三 |A(z)|+|1B(z)|. 因 此 函数 x(z) 按 区 域 D 是 可 积 的 , 亦 即 积分 
об) = [ро (7) 
有 意义 . 
容易 验证 (参阅 第 16 目 ) ,函数 w(z) 在 闭 区 域 D 外 部 是 解析 的 , 且 w(%)=0. 
我 们 证 明 ,在 函数 x(z) 的 任何 连续 的 点 z 处 存在 复 导 数 
事实 上 ,我 们 把 由 周 线 с 所 围 的 点 = 的 邻 域 4 划分 出 来 ,并 且 把 w(z) 表 示 成 两 个 在 
整个 平面 上 连续 的 函数 wi(z) 和 w,(z) 之 和 的 形式 : 
_ 1 (С) dtdn _1 (хс) аат 
о (=) || 5 一 > 9 (=) т | ZX 一 > ， 
函数 о, (2) а 外 解析 ,而 w,(z) 在 4 内 解析 ,因此 ， 
рт (=) =: | о (а) да+) w(z)dz= 方 | в (=), 


其 中 工 表示 包含 的 足够 大 半径 的 圆周 (我 们 利用 柯 西 定理 ,根据 这 一 定理 等 式 中 
间 部 分 的 第 一 个 积分 可 以 用 沿 工 的 积分 来 取代 ,而 第 二 个 积分 等 于 0). Н wi(z) 的 
表达 式 取 代 它 自己 ,并 且 改 变 积 分 次 序 ,我 们 得 到 

dz 


如 采 这 等 式 的 两 部 分 除 以 区 域 4 的 面积 * ,并 且 使 用 极限 关系 式 
.0 
这 关系 式 根据 中 值 定理 由 公式 (3) 推 出 ,那么 当 а 时 的 极限 中 我 们 获得 所 要 求 的 
公式 (8). 
现在 我 们 来 考虑 函数 


op(z)=w(z)e”'”, (9) 
显然 , 它 在 Р 中 是 连续 的 .如 果 z 属于 集 M ,那么 利用 乘积 和 指数 函数 的 复 微 分 规则 
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(这 些 规则 容易 验证 ) ,我 们 得 到 


9 9 9 
ое 95 + а = г? (Аш + Bw – шу )==0. 


НАГ А, Ж p(z) 在 集合 М 上 是 解析 的 .容易 看 出 , 它 也 在 集合 М 上 是 解析 的 . 
事实 上 ,图 数 w(z) 在 每 一 个 它 等 于 0 的 点 上 是 解析 的 ,因为 在 这 些 点 上 按照 方程 


(575% =0. ДЕ, ЖЕ М 中 任意 一 点 xo, 关系 式 


ф(=)– ф(20) _ Ф(=) _ w(x) о) 

当 z 一 zo 时 ,有 极限 等 于 w (хо) е0) , 亦 即 pg(z) 在 点 xzo 上 可 微 . 

由 此 可 见 ,函数 p(z) 在 区 域 D 内 处 处 解析 .最 后 ,我们 指出 ,根据 公式 (9)w(z) 
的 零点 与 p(z) 的 零点 相同 ,并 且 根 据 第 20 目 中 的 唯一 性 定理 ,这 些 零 点 的 集合 М 
不 可 能 在 D 内 有 极限 点 .因此 ,这 个 集合 不 影响 公式 (7) 中 的 积分 的 值 ,并 且 可 以 把 
这 公式 改写 成 形状 

_1 АС ВО л 
о(2) 加 | «(5) (5 一 z) 

公式 (9) 现 在 给 出 所 求 的 通过 解析 函数 2(z) 的 卡 菜 要 方程 组 的 解 的 复 表示 


АО a) ^ ао) 


这 公式 曾 被 H. 了 H. 韦 库 阿 得 到 ,并 且 与 他 独立 地 (在 更 限制 的 假设 条 件 下 ) 被 L. 贝 尔 
斯 得 到 .从 这 公式 推出 ,在 零点 和 极点 的 关系 方面 卡 莱 曼 方程 组 的 解 有 像 解析 函数 一 
样 的 性 状 : 第 20 目 中 关于 零点 的 定理 第 23 目的 辐 角 原理 和 和 鲁 歇 (Rouche) 和 定理 以 及 
其 他 定理 推广 到 这 些 解 上 (我 们 已 经 在 上 面 指出 过 ). 但 是 ,我 们 要 指出 卡 莱 曼 方程 组 
的 几何 性 质 本 质 上 不 同 于 解析 函数 的 性 质 ”. 

(2) 线性 椭圆 方 程 组 ”我 们 考虑 所 请 子午 面 静 电场 ,也 就 是 一 个 空间 场 ,这 场 的 
癌 量 放置 在 经 过 某 一 轴 的 平面 上 (我 们 取 这 轴 为 > 轴 ) ,并 且 只 依赖 于 到 此 轴 的 距离 
г 和 沿 该 轴 的 坐标 z. 这 场 ,显然 ,完全 由 置 于 笛 卡 儿 坐 标 平面 (7,z) 的 平面 场所 描 
述 ,但 是 它 的 方程 不 同 于 47 目 中 的 方程 .事实 上 ,利用 柱 面 坐 标 中 旋 度 与 散 度 的 已 知 
表达 式 , 并 且 用 EE, 和 ,分 别 表示 强度 向 量 E 的 分 量 ,我 们 把 没有 电荷 和 场 势 能 的 条 
件 写成 如 下 形状 : 


w(z)= 9(z)exp 


9a(rE,) ,90E, ) _ ЗЕ, дЕ, (11) 
Әү 92 ° dz ди’ 


像 在 46 На 47 目 中 一 样 ,从 这 些 条 件 可 以 断定 ,存在 两 个 函数 u(r,z) 和 


* 符号 exp a 通常 表示 e” . 
** МБ. В. Шабат(# 34 ) “关于 卡 莱 曼 组 解 实施 的 映射 ”(O6 отображениях , осушествляемых решениями 
системы Қарлемана // Успехи мат. наук) 1956. 11 № 3(69). % 203—206 М. 
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v(r,z), 对 它们 有 


_ до _ до _ ди _ ди 
rE oar’ rE, = 25° Е = ду” Е 一 д.’ 
因此 它们 由 关系 式 
ди _ до ди do 
По, д.’ По. Or (12) 


联系 者 .这 些 函 数 完 全 摘 述 了 子午 面 场 . 
方程 (12) 是 一 阶 椭圆 型 线性 偶 微 分 方程 组 的 特殊 情况 
о, =аи, 十 pl 一 中 三 co 十 Cu， (13) 
其 中 а,б,с,а 为 变量 x Жу 的 已 知 函数 ,对 于 它们 来 说 ,在 所 考虑 的 区 域 D 内 处 处 
满足 椭圆 性 条 件 


A=ac- (224) >0 (14) 


(为 了 书写 简便 起 见 , 我 们 用 и, ,… 来 表示 了 ，…). 某 些 气 体 动力 学 .可 塑性 理论 曲 


面 的 弯曲 理论 等 问题 同样 也 引出 这 些 方程 组 .这 些 问 题 在 韦 库 阿 . 贝 尔 斯 . 帕 洛 寿 、 鲍 
雅 尔 斯 基 等 作者 的 著作 中 被 研究 过 ,这 些 作者 建立 了 一 系列 事实 ,它们 把 这 些 方 程 组 
的 解 与 解析 函数 拉 上 了 亲近 关系 .线性 方程 组 解 的 理论 作为 最 简单 的 组 成 部 分 而 列 
人 拟 共 形 映射 的 一 般 理论 ” .在 所 列 作者 的 著作 中 证 明了 ,对 于 方程 组 (13), 拓 广 28 
目 中 的 黎 曼 定理 的 映射 存在 定理 是 成 立 的 ,并 且 这 些 方程 组 的 解 具 有 一 整套 完全 类 
似 于 共 形 映射 的 性 质 的 几何 性 质 . 不 可 能 在 本 书 范围 内 讲 这 些 结果 ” ,这 里 我 们 只 列 
举 一 些 最 简单 的 事实 . 
可 以 证 明 ”” ,方程 组 (13) 几 何 上 表示 平面 z= x + iy 上 的 从 一 族 


у(Х- х) -28(Х- х) (Ү-у) +а(Ү- у)? = рһ? (15) 
中 的 无 穷 小 椭圆 变换 到 平面 w = и + iv 的 椭圆 
у.(0- и)? -28(U-u)(V-v)ta(V-v) =phi (15°) 


的 条 件 ,准确 到 高 阶 无 穷 小 (图 126) ,并 且 椭 圆 的 方程 的 系数 通过 方程 组 (13) 的 系数 
按照 公式 : 


ж 见 拉 夫 连 季 耶 夫 (M. А. JIappenTbeB) 的 著作 “O6uias задача теории квазиконформных отображений плоских 
областей” (Мат. сб, 1947. 第 21 卷 .第 2 Я. 286—320 页 Ж “Основная задача теории квазиконформных 
отображений плоских областей” (Изв. АН СССР. Сер. мат. 1948. 85 12 4. 513—554 页 ) 同 样 见 他 的 书 [16]. 

жж 拟 共 形 映射 线性 理论 的 一 系列 结果 的 叙述 , ВЕН АГЕ КАКТА (Л. И. Волковыский ) №) 8 [17 ] 
找到 . 
*** 风沙 巴特 (6. В. Шабат) 的 文章 “O6 обобшенных решениях одной системы уравнении в частных 
производных” (Мат. сб. 1949.Т. 17459). 193—210 页 ) 或 者 伏尔加 浮 斯 基 [ 17]. 


- 260 · 第 三 章 ”函数 论 的 边 值 问 题 及 其 应 用 [56] 


图 126 
1 bp—d B 
一 ?9 一 9 一 一 一 16 
а=, 57 7 (16) 


来 确定 (我 们 有 p ,pi 宇 1 一 一 半 轴 的 比 ,h ,hh 椭圆 的 短 半 轴 ,ay — В =1, а У, — В 
三 1,B=ac - БРА >0), 因 此 都 是 点 z 的 已 知 图 数 .由 方程 组 (13) 的 解 и(х, у) 
v(xX,y) 组 成 一 个 复 变 函数 f(z)= и + iv, 并 且 由 它 实施 的 映射 将 称 为 与 这 方程 组 
联系 着 的 拟 共 形 映射 .特别 ,与 椭圆 (15) 与 (15' ) 是 圆周 时 , 亦 即 a= y=1,B=0 和 a 
7 二 1,Bi=0 时 ,那么 很 容易 看 出 ,方程 组 (13)( 在 方向 保持 的 补充 条 件 下 , 见 第 
27 目 ) 转 化 为 柯 西 - 黎 曼 方程 组 ,也 就 是 拟 共 形 映射 转化 为 共 形 映射 ”. 
为 了 解 方程 组 (13) ,可 以 求 出 一 些 公式 ,这 些 公 式 拓 广 了 第 12 目 中 的 柯 西 定理 
和 第 14 目 中 的 柯 西 积分 公式 ”. 为 了 证 明 ,我 们 把 方程 组 (13) 改 写成 形状 
Г[и,о] = аи, +bu,—v,=0, Mlu,v|=du,+cu,+ vw,=0, (13°) 
并 且 利用 分 析 中 知道 的 格林 公式 ,这 公式 将 我 们 所 讨论 的 方程 组 写成 形状 


| и" о (Би + со” )и| ах + \((аи" + ао" )и+ у” о|ау 
- | а" 1и, о]+о" ма, о] + аи", о" + Ми" ,v0° аду, (17) 
其 中 С 表示 区 域 卫 的 边界 ， 


Г[и,о] = (аи + до), + (Би + со),, М[а,о]= о, – о, 
(这 公式 对 任意 四 个 具有 连续 偏 导数 的 函数 и, о, и", о" 都 成 立 , 并 且 像 通常 的 黎 
曼 一 格林 公式 一 样 按 分 部 积分 法 推导 出 ). 
在 假设 方程 组 (13) 中 的 两 阶 偏 导 数 连续 时 ,可 以 除 掉 函 数 v ,使 得 方程 组 化 为 一 
个 两 阶 方程 
А[и]= (аи, + bu,), + (ди, + сиу), =0 (18) 


ж 见 第 27 目 中 的 共 形 映射 的 圆 性 质 . 
жж ПОРЕ (Б. В. Шабат) 的 文章 “TeopeMa и формула Коши для квазиконфорных отображений линейных 
классов” ( ДАН СССР. 1949.Т.49 ‚вып.3. 305—308 М). 对 于 特殊 情况 ,这 些 结果 较 早 由 Г. Н. Положий 得 到 . 
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(我 们 利用 了 混合 导数 v ,和 ww 相等 的 条 件 ). 我 们 也 考虑 与 (18) 共 轿 的 方程 


A“[X]=(aX,+dX,) + (5Х, + сх, ), =0. (19) 
对 于 每 一 个 它 的 解 XCz,y) ,显然 ,存在 国 数 Y(x,y), 它 与 X 有 方程 
L [Х, У] =ах, + аХ, – у, =0, (20) 


м*[Х, У] =5Х, +сх,+У,=0 
联系 着 ,因为 这 方程 组 不 同 于 方程 组 (13) 的 只 是 5 Ма 置换 一 下 ,所 以 在 = 平面 上 
与 这 方程 组 有 关 的 椭圆 与 方程 组 (13) 有 关 的 椭圆 相 吻 合 ,而 在 平面 w 中 由 它们 通过 
一 个 相对 于 轴 的 反射 而 得 出 (更 换 Bi 的 符号 ); 在 6=d 时 这 些 椭圆 重合 . 
现在 利用 格林 公式 (17) ,在 公式 中 我 们 取 方 程 组 (13) 的 解 当 作 и Жо, ЗЕН < 
u” = Х,,о 三 X,, 其 中 X 和 YY 表示 方程 组 (20) 的 解 ,我 们 得 到 


| а + udY=0. (21) 
随后 我 们 相对 于 и, и 7 (13): 


Lilu,v|= -aiv,— div,— u,=0, 
Ми, 9] = - ьо, со, +и, =0 
(这 里 a =а/В, ---,4, = 4/В). АИК (17) м, ЯЗЕЛЕ (17) РААН и 
Л озо Хи 和 系数 a ,…,d 换 成 一 a ,…, 一 41. 对 于 方程 
АХ = - (а, ХХ! + brX,). - (dj,X,+ ciX,),=0 (19,) 
每 一 个 解 ,存在 一 个 函数 Y ,以 方程 
[ХУ =аХЬ+Ь,Х! - У! =0， 
м! [ХУ] = а, Х+с,Х' + У! =0 
与 它 联 系 着 .在 平面 > 上 跟 这 方程 组 有 关 的 椭圆 与 跟 方程 组 (13) 有 关 的 椭圆 相 吻 
合 ,而 在 平面 w 中 由 它们 通过 一 个 相对 于 第 一 坐标 角 的 角 平 分 线 的 反射 而 得 出 . 当 
B=1 时 ,这 些 椭圆 重合 .取代 公式 (20) ,我 们 将 有 
| uax' ~ wdY' =0 (21) 


最 后 ,我 们 引入 复 变 量 Z= 久 + iY!' ,2Z* = Х' + iY ,此 时 公式 (21) 和 (21 ) 可 以 
合并 成 一 个 公式 


(20, ) 


| udZ* + ivdZ =0 (22) 
С 


这 公式 就 表示 柯 西 定 理 的 拓 广 . 
特别 如 果 , 平 面 ww 中 的 椭圆 是 圆 (6 = 2, В = ас – 6? =1), 那 么 方程 组 (20) 和 
(20, ) 重 合 .因此 ,在 这 种 情况 下 可 以 取 Z" =2Z, 并 且 公 式 (22) 简 化 成 


| f(z)4d2=0. 
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此 外 ,如果 在 平面 z 中 的 椭圆 也 是 圆 ( 柯 西 - 黎 曼 方程 组 ) ,那么 可 以 取 Z= х, 
我 们 就 回 到 经 典 的 柯 西 定 理 . 

为 了 得 到 柯 西 公式 的 拓 广 ,我 们 引入 与 方程 组 (13) 有 关 的 “距离 ” 

p(z,zo0)=V со(х- х0) - (6+4, )(х-л)(у- у) +а,(у- у)”, 
其 中 ао ,… ,do 表示 在 点 zo 的 系数 值 ,并 且 我 们 不 考虑 X 而 考虑 方程 (19) 的 解 ,这 个 
解 在 区 域 DD 的 固定 点 zo。 上 有 Ш p(xz ,zo) 型 奇异 性 ， 
T(z,z0)=Y (z,zo)ln р(=,20) +7 (z,zo) 
(7Y 和 Y 均 为 连续 函数 ) ,同时 也 考虑 与 它 “ 共 恩 ” 的 函数 
H(z, zl ) = | — (БГ, + с‹Г, ах + (аГ, + аГ,)ау. 


根据 (19) ,这 积分 在 积分 路 径 连 续 变形 时 ,只 要 在 这 时 不 要 碰 到 点 zo, 是 不 会 改变 
的 .在 点 zo 绕 行 时 ( 北 时 针 方 向 绕 行 一 次 ) ,HH 得 到 一 个 增 量 


lim — (БГ, +сГ,)ах + (аГ, +аГ,)ау 
й—0 6(=, =) = Һ 


2х at 


TD Ve 
о ansin t— (b+do)sin Е cos t+cocos't 


=2xy (zo ,zo)V A(zo), (23) 


, 1 Ы, 
1 20,20) ЕЕ, Қ) 2л. М, Н( 2, 20 БА 20 
如 果 取 У ( ) A 它 就 等 于 2r. 由 此 可 见 , 多 值 函 数 Н( А 


有 Arctan 2—20 同样 类 型 的 奇异 性 . 


在 公式 (17) 中 令 и" = 卫 ,= 了 ,并 且 и Жо 是 方程 组 (13) 的 解 ,在 这 之 后 ， 
把 它 应 用 到 去 掉 椭圆 o(z , х) <А 后 的 区 域 D 中 去 ,我 们 得 到 


| хаг + udH = | „аг + «АН. (24) 
С p(z,z0)=h 


=A(zo)Y (ао, хо) | 


因为 jg| ”vaT=0 和 根据 (23)limy| Н =2xu(z6o), 所 以 从 h 一 0 时 (24) 式 的 极 
限 中 我 们 得 到 
и(0) = 去 | oz)dT (zz0) tu(z)dH(z, 0). (25) 


* 为 了 得 到 (23) ,只 要 注意 到 ,在 计算 后 者 的 积分 的 极限 时 ,可 以 用 值 a0,…, do,Y (zo,zo) 和 7Y (zo, 20) 
来 代替 a,…,d,Y 和 7 ,此 时 按 公式 


х х0 = 


hcos Ё 
М сосов? # — (Бо + до) іп tcos t + аоѕіп2 7 
y— yo= hsin і | 
М cocost — (bo + do)sin teos t + aosin’t 
引入 参数 г ,所 得 积分 的 计算 是 初等 的 . 
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Е ЖЕН (20, ) , ЖИ (19, ) 的 具有 对 数 型 奇异 性 的 解 
Г' (z ,xzo ) = У (=, =) (=, Zo) + У (=, о) 
和 多 值 函 数 


Н' (> ,zl ) = | —(4 Г’, +с. Г’) ах + (а Г.+ЬГ’,) ау, 


如 果 取 У, (20,20) = В(2)// А(2) ,在 绕 行 zo。 时 它 的 增 量 将 等 于 27x. 那么 取代 
(25) 式 ,我 们 将 有 
000) 91. | (2) dH (аз) (а) dT (жуть). (25,) 
ІЛ 
(2,20) = Г(=, 20) НН! (20,20), [* (2,53) = Г (=, =) + iH(z, 20), 
把 (25) 与 (251 ) 合 并 成 一 个 公式 


f(z0)=757 | ао)" Сеула) + ве). Кат), (26) 


这 公式 就 拓 广 了 柯 西 公式 . 
如 果 在 平面 w 中 的 椭圆 是 圆 , 那 么 可 以 取 上 ”= /1, 并 且 公 式 (26) 简 化 成 : 
f(zo) о | уа), 20). 
最 后 ,对 柯 西 - 黎 曼 方程 组 可 以 令 1=ln(z- zo) ,我 们 就 得 到 经 典 的 柯 西 公式 . 
在 结束 时 我 们 还 注意 一 个 与 方程 组 (13) 有 关 的 基本 事实 . 如 果 引 人 与 方程 组 相 
对 应 的 “ 增 量 "组 


~ +4 . [А 
Az=VcAzr -2 一 4Ay+i | Алу, 
> С 2 р ут: с У 
Aw= BAu 26до +4, рдо, 
那么 容易 证 明 ,这 组 将 表示 “导数 ” 


Ц, ‚ Ам 一 

ГА (=) — іт 1те, 一 20, + „|, ,. (27) 
存在 的 充分 必要 条 件 其 中 极限 不 依赖 Az 趋 近 于 0 的 方式 .这 一 事实 拓 广 第 5 目 中 
的 定理 ,按照 这 定理 , 柯 西 -~ 黎 曼 方程 组 表达 了 通常 导数 存在 的 充分 必要 条 件 , 特 别 ， 
在 a=c=1,6b=4d=0 的 情况 ,“ 导 数 ”(27) 与 通常 导数 重合 . 

(3) 特 里 科 米 (Tricome) 问 题 ”如 果 方 程 具有 两 阶 偏 导数 ,并 且 在 其 定义 域 的 一 

部 分 是 椭圆 型 ,而 在 男 一 部 分 是 双 曲 型 ,那么 这 类 方程 称 为 混合 型 微分 方程 . 这 种 方 
程 的 研究 ,对 于 高 速度 的 空气 动力 学 ,表现 出 极 大 的 益处 ,因为 方程 类 型 的 改变 ,在 物 
理 上 就 对 应 着 运动 速度 超过 音速 的 变化 .最 简单 的 混合 型 方程 是 方程 


9? ц д? и 
52+0(5)5 =0, (28) 
2 У 
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НН у>0 8 0(у) =1; 4 у<0 8 0(у) = –1 (由 此 可 见 , 方 程 (28) 在 上 半 和 平面 内 

为 椭圆 型 ,在 下 半 和 平面 内 为 双 曲 型 ). УХ р ні ЕАН ЕР 6 

(0,1) 上 的 曲线 С 与 两 条 跟 坐 标 轴 的 角 平 分 线 相 平行 的 方程 的 特征 线 上 的 线段 志和 

L! 所 围 成 的 (图 127). 在 区 域 р 上 这 种 方程 的 特 里 科 米 问题 提出 如 下 : 
求 一 个 函数 u(xX,，y), 在 vy 关 0 时 满足 方程 у 


(28) ,在 闭 区 间 万 上 连续 ,并 在 DD 内 有 除 点 z=0,z Sc 
=1 外 处 处 连续 的 偏 导 数 , 而 在 这 两 点 z= 二 0,z=1 
处 偏 导 数 可 能 变 成 阶 数 小 于 工 的 无 穷 大 ,并 且 在 曲 5) \ 


线 C 和 上 取 给 定 的 值 : № 
— Ф( 5), 在 СЕ, — 、 1 
u (х), ЖА (Ф(0) = 4(0)). (29) 
我 们 列举 比 察 捷 (A.W. Bitsadze) 于 1950 年 给 
出 的 问题 的 简单 优美 的 解 .借助 于 区 域 DD 的 椭圆 部 图 127 


分 Di 的 共 形 映射 ,把 问题 化 为 D, 变 成 上 半圆 | 一 二 | <1, ухо 的 特殊 情况 .此 外 ， 


还 可 以 假设 Ф(0) = ф(0) =0. 
在 区 域 Р 的 双 曲 部 分 D, 内 ,方程 (28) 有 形状 
д и д? и -0 
az ду’ ” 


大 家 知道 , 它 的 解 可 以 写成 形状 
и= Ф(х+у) + (х - у), 
其 中 @ 和 二 ЛЕЕ (Л И. Г. Петровский[ 1 ]). ж Г. ЕАН = + у=0, 
此 ,把 这 个 и 的 表达 式 代 入 条 件 (29) 的 第 二 个 式 子 中 ,我 们 得 出 
Ф(0) + (252) = ф(х), 

因此 ,我 们 的 表达 式 取 形状 

и(2,у) = Ф(2+у) Ф(0)++[25%). (30) 
由 函数 x(z,y) 的 连续 性 条 件 ,我 们 得 到 ,在 х 轴 

и(=,0)=Ф(=) - $(0)++(2). 

在 椭圆 部 分 Р, ‚РЖ u(xz,y) 是 调和 的 . 设 v(xz,y) 在 DD 是 调和 的 、 与 и(х, у) 


的 函数 ,并 且 在 点 (0,0) 上 等 于 0. 如 从 表达 式 (30) 中 推出 的 ,在 D; 中 我 们 有 泡 = 


202+) 907 (257) ,由 此 ,利用 洒 在 z 轴 上 的 连续 性 ,我 们 找到 


х ОВК, ,近代 意大利 数学 家 ,他 第 一 次 提出 和 解决 了 形 如 方程 y 2 + 党 =0 的 这 种 问题 . 
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把 此 式 积分 ,我 们 求 得 ,在 vx НЕ 
vx,0)= -Ф(+)+$(0) + 005). 
并 且 ,把 此 式 与 gw(z,0) 的 表达 式 加 起 来 ,我 们 得 到 


(x,0) +000) =20(5): (31) 
现在 令 и = и (ху) + и, (х,у), РЖ и, и, ИЕТ 
и Ф(5), ЖС, р = СЕ, (32) 
lo, 在 LE， “ly(x)， 在 L 上 


的 解 .对 于 这 两 个 因数 中 第 一 个 ,根据 关系 式 (31) 在 线段 (0,1) 上 我 们 得 到 
ui(z,0)+v (zx,0)=0 
而 这 意味 看 ,解析 国 数 
№ (=) =и, (ху) + (т, у) 

把 线段 (0,1) 变 换 成 直线 и + о =0 上 的 一 段 线段 ,因此 ,根据 对 称 原 理 , 可 以 把 它 
经 过 (0,1) 来 延 拓 . 这 时 在 下 半 个 圆 的 点 上 我 们 将 有 

(=) = - о (х, = у) = 1 (х,-У), (33) 
因为 关于 第 二 条 角 平 分 线 的 对 称 性 导致 把 и, ЛХ о, о, ЛХ и, ,并 改变 这 两 个 坐标 
的 符号 . 由 此 可 见 ,函数 /1(<)( 同 它 自己 的 延 拓 一 起 ) 是 在 加 | = 一 十 | < 十 内 的 解析 
国 数 ,并且 根据 条 件 (32) 在 上 半 个 圆周 С 上 它 的 实数 部 分 Re 站 (5) = o(5) 是 已 知 
的 ,而 在 下 半 个 圆周 C” 上 ,根据 关系 式 (33) , 它 的 虚数 部 分 In (5) = -op(5) 是 已 


知 的 .因此 ,函数 f(z) 可 以 按照 第 54 目 中 凯 尔 迪 什 一 谢 道夫 公式 (15) 复 原 , 对 所 讨 
论 的 情况 函数 采用 形状 * 


z)=1 =(1-=), аа [z(1 — х) =), (Dd 
人 л! (1-6) 5 一 > |. (1-5) 
我 们 在 第 二 个 积分 里 代 换 变 量 [=w ,我 们 得 到 


-| [=(1-=) ед». 
w(1— w) w 


我 们 令 arg w = н. С ,上 我 们 有 = е" соѕ ,所 以 5 о = е "о. ВАКА е" = 
2 cos 1-1+ 24 зіп tcos г = 20 – 1, МТ, о = о (20 一 1). 把 这 代入 上 面 的 积分 ,我 
们 找到 


(34) 


х 我 们 取 a1l=0,61=1, 此 时 g(z)=V(z-1)/z. 
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_. — =(1-=). vp(w)dw 
1 | 0(1- 0) ш- (20-1) 


我 们 重新 用 & 表示 积分 变量 ,并且 把 所 得 积分 与 (34) 的 第 一 个 积分 合并 起 来 ,最 后 


我 们 得 出 
_ 1 [=(1-=) 
= | Е 0) 1-5) 


现在 我 们 考虑 解析 函数 
(=) = и(х,у) + і) (х,у). 
根据 对 称 原理 它 通 过 半圆 周 С 延 拓 到 整个 上 半 平 面 ,因为 根据 条 件 (32) 在 C 上 
и. 二 0. 根 据 这 个 原理 在 实 轴 上 关于 С 对 称 的 两 个 点 zx 和 zx/(2z 一 1) 上 函数 户 取 关 
于 и =0 对 称 的 值 , 亦 即 符号 不 同 的 ш, : 


Р(х) = Низ (F210) + (570). 
现在 我 们 考虑 到 ,在 线段 (0,1) 上 的 点 
Кеб i)fa(z)=w(z,0)+ о, (=,0)=2$( 2). 
是 已 知 的 ,而 在 射线 ( — co ,0) 和 (1,co) 上 的 点 
(1-2) р(х) = (5 30) +570) 20025) 
是 已 知 的 .因此 ,图 数 (1- zi) 户 (z) 可 按照 为 半 平 面 的 凯 尔 迪 什 - 谢 道夫 公式 ( 见 第 
54 目 式 (6)) 复 原 .经 过 人 简单 的 变换 我 们 求 得 


(1 一 2 =) =2 | хү аі t+ 之 一 е? (36) 
所 求 的 函数 在 椭圆 部 分 р, ,显然 ,等 于 
ul(z)=Relfi(z)+f,(z)| (37) 
其 中 fi(z) 和 f(z) 由 公式 (35) 和 (36) 决 定 .在 双 曲 部 分 р, ,如 从 (30) 中 看 到 的 , 它 
等 于 


1 _ 1 
4 一 > +z 一 2 


Ф(5)а6. (35) 


и(х,у) = и(х+у,0) – 00252) +00252). (38) 


可 以 证 明 ,所 找到 的 解 是 唯一 的 . 

更 详细 了 解 有 关 混 合 型 方程 (28) 的 这 个 问题 和 其 他 问题 可 看 А. В. Бидадзе 的 
文章 [19]. 

57. 流体 动力 学 与 气体 动力 学 问题 

(1) ЖЕ ЖФ 49 目 中 我 们 已 经 确信 ,对 任意 断面 的 绕 行 问题 可 化 为 把 这 断面 
的 外 部 共 形 映射 到 圆 的 外 部 的 问题 .但 是 实际 构造 这 种 共 形 映射 常常 是 很 难 的 , 因 
№, 必须 满足 于 问题 的 近似 解 .作为 这 种 解 的 例子 ,我 们 考察 绕 行 薄 辟 问题 的 谢 道夫 
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解 

我 们 假设 ,机 波 周 线 С 由 方程 y= Е. (2), -а<т<а 决定 ,并 且 接 近 于 线段 
(-а,а) (图 128). 设 机 站 被 前 进 流 绕 行 ,这 流 在 无 穷 远 处 有 速度 о 和 倾斜 x 轴 一 
个 很 小 的 攻击 角 a. 与 此 相应 我 们 将 求 流 的 复 势 能 有 形状 


w= ое “z+W, (1) 
y=F (х) 
—a C а ра 
У=Е (х) 
图 128 


其 中 W= U+ iV 是 未 知 函数 .我 们 有 
Im о = о (усоѕ а - хѕіп о) + М(х,у), 
并 且 因 为 C 与 流 线 重合 ,所 以 在 其 上 Im о 应 当 取 常 数值 , 设 它们 等 于 0. 因 此 在 С 
上 
vw {Е+(х)сова – хзпа! + У[ х,Е.(х)]=0. 
利用 所 作 的 关于 С 接近 于 线段 ( 一 a ,a ) 和 和 角 很 小 的 假设 ,在 这 条 件 下 用 1 代替 
cos a ,a 代替 sin a ,并且 特别 用 VCz,0) 代 替 V(xz ,F(xz)), 我 们 把 条 件 挪 到 线段 
上 .在 线段 的 两 沿 上 我 们 得 到 条 件 
V(rx,0)= wv іха- Е. (х)!. (2) 
因为 场 的 复 势能 可 以 是 多 值 函 数 ,更 方便 的 是 考察 它 的 导数 = + i = 
и 十 iv, 它 显然 是 单 值 的 . 
由 此 可 见 , 问 题 化 为 如 下 间 题 : 求 一 个 在 线段 (一 a ,a) 外 解析 的 ,并 且 在 无 穷 远 
处 等 于 0 的 浮 数 ,这 函数 的 虚 部 v(x,y) 在 这 线段 的 上 党 和 下 沿 上 取 给 定 的 值 
О 
до 9-[а-Е_(х)]|=о (=). 
用 类 似 于 第 54 目 中 导出 凯 尔 迪 什 一 谢 道夫 公式 的 方法 解 这 个 问题 .我 们 令 


dW _ 
= = fi(z) + (=), 


其 中 У, (=) 户 (z) 在 线段 (- a,a ) 外 部 是 解析 的 ,并 且 在 函数 的 无 穷 远 点 处 等 于 
0 ,它们 的 虚 部 分 别 满 足 边界 条 件 


Oz 9r дұ 


(3) 


* Л.И. Седов“ АН ў Ж НУ ЗЕ Га 5) Е № (Теория плоских движений идеалъной жидкости)” М. : 


Оборонгиз. 1939. 也 可 看 他 的 专著 [8]. 


- 268 · 第 三 章 ”函数 论 的 边 值 问题 及 其 应 用 [57] 


一 十 — 
一 4 一 VU 一 о Фо 
vi 三 一 Vi 7 9 05 = 0; 一 р) . (4) 


随后 我 们 考虑 函数 g(xz) = = 在 x 轴 上 当 z=x>a 时 取 正 值 的 分 支 ( 这 分 支 ， 
显然 ,在 所 考虑 的 线段 的 外 面 是 单 值 的 ). 在 割 痕 的 两 沿 这 函数 取 不 同 符 号 的 纯 虚 数 


值 : 
8 (Z)= -в (=) =, 5. (5) 


作 一 圆心 在 坐标 原点 ,半径 R 充分 大 的 圆周 工 ,我 们 把 柯 西 积分 公式 应 用 于 由 此 圆 
和 包 住 线段 的 曲线 1 所 围 的 二 阶 连 通 区 域 ; 
万 (5)8(5) 


ее 4 (6) 


由 于 当 = оон |, (=) —>0, Ш в(=)—1 ТИ Г, ВИНЕ К+ оо ВЕР 0. 
割 痕 的 相对 两 沿 上 根据 条 件 (4) 和 (35) ,乘积 wg(z) 取 同样 的 值 ,因此 ,这 乘积 按 这 两 
沿 的 积分 约 去 .因此 , 当 R 一 和 1 压缩 为 线段 时 公式 (6) 的 极限 给 出 


fi а || пш а. (7) 
由 这 公式 看 出 ,在 实 轴 上 , 当 |z| >а 时 ,函数 р (2) ЖЗЕЖИН. МХК, НИ 
推出 ,下 面 的 对 称 条 件 
и(х,-у)=и,(х,у), у(х, -у)=-ч(х, у) (8) 
成 立 . 现 在 把 柯 西 公式 应 用 到 同一 个 周 线 工 +/!/ 和 函数 |, (=). 


А 485 


当 Ro% 和 /压缩 到 线段 ( -a,a) 时 ,根据 条 件 (8) 和 (4) 其 极限 形式 ,由 此 我 们 得 到 
О и (9) 


完全 类 似 地 ,把 柯 西 公 式 用 到 函数 户 (z) ,我 们 发 现 , 在 实 轴 上 当 | z| >а 时 ,这 
函数 取 纯 虚 值 ,因而 对 于 它 对 称 条 件 
и(х,-у)= -и,(х,у), 1(х,-у)=ч2(х,у) (10) 


成 立 . 从 公式 


+, (=) 2-а 1 (5) са а 


ста 2л) б- 


出 发 , 像 上 面 一 样 ,根据 条 件 ( 出 


zta [“ v +v /a-é 
f2(z)= -55 Ета | 2 212 4. (11) 


把 (9) 和 (11) 加 起 来 ,我 们 求 出 问题 的 解 有 形状 


[57 | $4 应 用 - 269. 


dW І [| “о | а о фр 
dz 2rj ё-= 2 а :Le (12) 
一 公式 给 出 绕 行 薄 间 的 流 中 的 速度 的 近似 分 布 .特别 ， а АИ, (Е 0693 дл 
点 的 邻 域 内 展开 式 


dW Г+М 1 


dz 27r7 之 
成 立 ,其 中 


r=| (обо NW ае, м=- | | (оо), 


НН Е] ЗЕ ЈА] ВЕ (А, 55 46 Н Ии 量 和 流量 .我 们 注意 ,如 
从 公式 (3) 中 看 到 的 ,在 这 里 N =0. 


方法 可 推广 到 ,边界 值 Im 狼 给 定 在 实 轴 上 的 线段 组 (wu ,6) ,k=1,2,…,， 


的 两 沿 上 的 情形 . 

(2) 气流 绕 行 物体 “与 声音 传播 速度 相 比 较 , 飞 机 运动 的 速度 更 大 时 ,空气 的 压 
и а 因此 ,经典 的 流体 力学 方法 ,在 那里 认为 介质 是 不 可 压 
挥 的 ,所 以 它 已 变 得 不 可 应 用 ,我 们 也 驶 进入 气体 动力 学 领域 . 

对 这 种 依 况 流体 动力 学 的 基本 方程 本 质 上 复杂 得 多 连续 性 方程 div pV =0 (р 
为 介 НИ, 在 不 可 压缩 介质 的 情况 下 它 化 为 条 件 ау У =0 ( 见 第 46 Н), 


9(pV.) ooV) 


div рУ = р 25 =0 (13) 
(ЛР Юле Е). НОЗ) ЖЖ v= v(x,y) 存 在 ,使 得 
ГАА 059. рҮ, = - poy, (14) 


其 中 oo 为 某 一 个 常量 . 
我 们 补充 加 上 没有 涡流 的 条 件 rot У =0, 如 第 46 目 中 一 样 写 出 ,并 且 导 致 这 样 
的 势 函 数 и = wx(zy,y) 存 在 ,使 得 


_9 _ ди 
У. =, ү,= 97 (15) 
比较 (14) 与 (15) 两 式 , 我 们 得 到 气体 动力 学 方程 组 : 


ду бо 9х’ dx роду’ 
这 方程 组 在 不 可 压缩 介质 р = po 的 情形 转变 成 柯 西 - 黎 曼 方程 组 . 
方程 组 (16) 不 完整 ,因为 不 知道 变量 р 怎样 变化 .应 当 把 一 些 运动 方程 加 到 这 
个 方程 组 ,在 补充 假设 密度 о 只 依赖 于 压力 如 (等 精 条 件 ) 和 没有 外 力 的 情况 下 ,这 些 
运动 方程 有 形状 
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2 
grad 3 у? = – "о гад р, (17) 


其 中 a =,/ ,表示 在 介质 中 声音 传播 的 速度 * . 容许 对 方程 (17) 积 分 ( 称 之 谓 伯 努 
利 积分 ) 


最 后 假设 , 流 是 绝热 的 , 亦 即 
p= р, (18) 


其 中 和 w= 名 ( 热 容量 比 ) 为 描述 气体 特性 的 常量 . 在 这 个 假设 下 | 22 = 


А = а? ,并且 伯 努 利 积分 右边 的 常数 可 以 写成 施 Vzu 的 形状 ,其 中 Vi 


是 对 应 于 值 a=0 的 最 大 可 能 速度 .所 以 伯 努 利 积分 采取 形状 
1 1 1 


= Уа. (19) 


2 


КЛ а? = рк" ' ,我 们 从 (19) 式 求 出 pg*”= const (1 一 | 
或 者 


у? \= 
о= (1-1 


其 中 常数 po 表示 在 了 = 0 时 的 密度 值 

由 此 可 见 ,p ву = (5%) + (5%) , 亦 即 方程 组 (16) 是 非 线性 的 ,这 就 
说 明了 气体 动力 学 问题 的 复杂 性 . 

方程 (16) 可 以 化 为 函数 и 的 一 个 二 阶 方程 .为 了 做 到 这 一 点 ,我 们 把 连续 性 方 
程 改写 成 如 下 形状 


, (20) 


div(pV)= pdiv У + (У, таа р) =0. (13) 
现在 作 代 换 У = ртаа x ,并 且 代 入 方程 (17) 中 得 出 的 grad o ,我 们 得 到 


Ли = L(V ,grad У?) =0, 
2а 
其 中 A= div grad, 表 示 拉 普 拉 斯 算 子 . 代入 У? = (9%) + (5%) ,并 且 展开 标量 积 
我 们 就 得 到 所 要 求 的 方程 
(jj (21) 


ж 有 关 方 程 (17) 和 其 他 关系 式 的 推导 可 以 参阅 H.E. Кочин.И. А. Кибель.Н. В. PoaeL6] 第 二 卷 ,第 一 章 . 
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(为 简单 起 见 , 足 标 写 在 下 面 ,我 们 表示 偶 导 数 ). 这 方程 是 市 有 二 阶 偶 导 数 的 拟 线性 
方程 .如 果 认 为 音速 а = co , 它 就 转 为 拉 普 拉 斯 方程 .在 亚 音速 (V< wu ) 时 它 是 椭圆 型 
的 ,在 超过 音速 (V>>a) 时 它 是 双 曲 型 的 . 

我 们 引入 解 气流 绕 行 断面 问题 的 两 种 近似 方法 . 

(3) 詹 森 一 瑞 利 方法 这 些 方法 中 第 一 个 建立 于 第 一 次 世界 大 战 期 间 , 并 且 只 
对 与 音速 比较 流速 不 很 大 的 情形 .我 们 把 方程 (21) 改 写成 形状 

и. 十 Uw = 24 ии” + 2и ии, + ии) (22) 

并 且 我 们 取 撞 上 断面 的 流 的 速度 , V。 = 1, 此 时 伯 努 利 积分 (19) 一 次 给 出 a2 = 
КУП, А: 


М (м+м - 1) 


2 
其 中 M。 = 一 .如 果 把 这 展开 式 代入 方程 (22) ,那么 后 者 将 包含 ме, 当 作 参 数 .顾及 
这 一 点 ,我 们 将 在 级 数 形状 
u=u t+ Ми! + Мі и? + 
中 寻找 方程 (22) 的 解 ,其 中 w= w(xz,y) 是 一 未 知 函 数 .把 这 代入 (22) 式 中 ,并 且 使 
М 的 相同 宕 次 的 系数 相等 ,我 们 得 到 方程 组 
и? 十 и = () 


и! + uw = и? (и? )? + 2и иби + uw (ио )?, 


(23) 
其 中 第 一 个 是 拉 普 拉 斯 方程 ,而 其 余 是 泊 松 方程 Ax = f(x,y), 这 些 方程 的 右 端 部 
分 在 解 前 面 方程 时 确定 (它们 的 复杂 性 随 着 编号 的 增加 而 增 大 ) .边界 条 件 有 形状 


ди ди! Е 


也 表达 绕 行 断面 的 条 件 . 
函数 и (xz,y) 是 不 可 压缩 液体 流 绕 行 断面 时 的 速度 的 势能 .我 们 认为 它 是 已 知 
的 并 且 我 们 限于 指明 ,怎样 寻找 第 一 个 修正 项 и (z,y) .为 此 ,我 们 提出 调和 函数 и" 
作为 解析 函数 f(x) 的 实数 部 分 : 
1 


u =75(f+f). 
由 此 我 们 找 出 
0 _ 1 / p24 0 __ 1 / — 
и. = (Л + ғ), и, => (Л 一 厂 ),… 
把 函数 u! 表 示 成 形状 и = F(z, 有 ) ,并 且 利用 复数 求 导 的 记号 区 和 元 ( 见 第 56 
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目 ) ,我 们 求 得 
1_9F .oF =; ЈЕ _ дЕ ... 
и. == t+ az Шу , 


把 这 些 表达 式 代入 (23) 中 第 二 个 方程 ,把 这 方程 表示 成 复数 形式 : 
ВР рур. (24) 


22025 


Ә 2 OZ 


根据 对 于 解析 函数 у, ЗП ГО ( 见 第 56 目 ), 而 对 于 解析 共 辐 函数 有 


2 了 =0, 方 程 (24) 的 通 解 很 容易 写 出 ,因为 在 按 = 积分 时 可 以 认为 了 是 常量 ,而 在 按 
= 积分 时 可 以 认为 函数 是 常量 . 在 这 基础 上 我 们 先 按 z 对 (24) 积 分 ,然后 按 = 积 
分 ,我 们 就 找到 
8и =8F=fg+feg+ht+h, (25) 

其 中 g= | ?dz,g= | /条 为 已 知 函 数 ,而 h 和 有 分别 是 自 变量 z 和 zz 的 任意 解 
БТА ЭН. (=) = 有 (z). 

由 此 可 见 , 函 数 六 + 五 是 调和 的 ,求解 可 化 为 解 诺 伊 曼 问 题 ( 见 第 44 目 ) ,因为 它 
的 正规 导数 的 边界 值 由 边 值 条 件 2&- = 0 决定 

詹 森 一 瑞 利 方法 在 20 世纪 40 年 代 被 很 多 论文 作者 应 用 和 完善 ,这 些 论文 作者 
广泛 利用 复 变 函数 论 的 方法 ,把 许多 重要 断面 的 气流 绕 行 问题 完全 解决 . 

(4) 恰 普 雷 金 方法 “ 它 是 解 亚 音速 气流 绕 行 断面 的 问题 的 第 两 个 近似 方法 ,我 
们 想 根 据 恰 普 雷 金 的 经 典 文章 “关于 气流 ”(《O Газовых струях) ‚ 1904) 中 所 提出 的 
思想 来 级 述 , 它 是 把 绝热 曲线 р-р” («> 1) 换 成 双 曲 线 户 = “+ 人 ,并且 常 数 o 和 
b 使得 双 曲 线 与 绝热 线 在 某 一 点 上 接触 . 这 个 方法 适合 于 用 虚拟 的 气体 代替 真实 的 
气体 ,对 于 虚拟 气体 <= 1, 能 够 大 大 简化 数学 工具 . 

为 了 推导 出 所 需要 的 方程 ,我 们 引入 所 谓 的 束 端 曲线 平面 (V,, V,), 而 在 这 平 
面 中 有 极 坐标 V ,0 (速度 的 模 和 它 对 轴 V, 的 倾角 ). 此 时 我 人 有 У, = Усов 0, У, = 
Vsin 0, 并 且 根 据 方程 组 (16) 我 们 得 到 


ди + і Ч = (Ух + У,у) + (- Ух + У ду) = Ме. 


其 中 像 往 常 一 样 dz = ах + му. К du = ОЧ ЧУ + 5и ,对 dv 也 类 似 地 做 ,由 此 求 
得 
OZ с (2и 和 д; е (ди бодо 


ЕН 
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165 + Уи боя + . 4 е 59 


dV ‘paV V\90 ‘p00) “dV\p /0. 
把 实 部 和 虚 部 分 开导 出 所 谓 的 速 端 曲 线 方程 
ди _ а 6и )55 ди _ PoV до (26) 
9V ау\ру/20° 90 р У’ 


它们 对 于 V 和 0 ЕАМ ОЖ Ара НА ЧА). ЛГА (26) Н НА, ДЫН 
方程 的 线性 解 出 了 许多 气流 理论 的 重要 问题 ”. 
ұу? 


在 x= -工时 伯 努 利 积分 (20) 取 形状 o= рь (1 ра) ,并 且 把 这 个 代 人 速 
端 曲 线 方程 (26) ,我 们 求 得 


ди _ _ У дъ oo _ У’ ди 
90 А! ү? 9У’ 00 У! уду 
ЛЭ НО ра 
У м М У 
(У) = | == еа. (27) 
У Ух ty У У" 
У УС: 


ТУ [1 ЖИ ВТРОЕ УЖО 
дидо до ди 
90 2м” 99 У’? 
亦 即 与 柯 西 - 黎 曼 方程 重合 
由 此 可 见 ,w + ѓо 在 所 作 的 假设 条 件 下 是 W — 9 的 解析 函数 ,并 且 任何 这 种 函 
数 决定 某 一 种 气流 .这 一 情况 给 出 有 效 地 构造 十 分 广泛 的 气流 类 的 可 能 性 ,特别 也 包 
括 绕 行 某 些 断 面 的 气流 在 内 . 
但 是 绕 行 给 定 断 面 的 气流 的 确定 问题 ,在 用 变量 W 和 6 的 术语 下 的 速 端 曲线 是 
十 分 困难 的 非 线性 边 值 问题 ( 见 前 面 的 脚注 ). 因 此 ,在 20 世纪 40 年 代为 了 实际 计算 
(克里斯蒂 安 诺 维 奇 .卡尔 曼 和 钱学森 ) 建 立 了 近似 方法 .下 面 的 思想 是 这 些 近似 方法 
的 基础 一 构 作 一 个 绕 行 “接近 "于 已 知 断 面 的 流 ,并 且 给 出 对 绕 行 某 一 断面 的 流 的 
计算 转 为 对 绕 行 近似 断面 的 流 的 计算 的 规则 
58. 聚 能 装 药理 论 “近年 来 , 复 变 函数 论 的 方法 存在 十 分 有 趣 的 现象 -所谓 
的 来 能 现象 的 理论 中 找到 新 的 .出 平 意料 的 应 用 . 
做 如 下 实验 . 在 厚度 为 20 cm 的 钢板 上 方 安置 一 些 同样 高 度 (15 ст) 和 直径 


ж 遗憾 的 是 ,转向 速 端 曲 线 平面 ,在 方程 的 线性 方面 给 出 赢 局 , 却 在 边界 条 件 方面 给 出 败局 ,在 速 端 曲线 平 
面 中 这 些 边界 条 件 ,一 般 说 来 有 很 复杂 的 形状 . 因此 , 速 端 曲线 方法 不 是 万 能 的 . 
же 参阅 C. A. 克星 斯 蒂 安 诺 维 奇 “OGrekanHte тел газами при больших дозвуковых скоростях // Тр. ЦАГИ. 
1940. Вып. 481” 也 可 见 [6], 第 2 部 分 
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(4 cm) 的 圆柱 形 弹药 .弹药 a 和 2 一 一 整个 圆柱 形 都 是 放 满 的 ,而 其 余 圆 柱 形 弹 药 在 
回 钢 板 的 一 边 控 有 一 个 圆锥 形 的 凹陷 ,并且 在 弹药 e 和 了 所 挖 出 的 凹陷 中 舱 入 一 个 
厚度 为 1.5 mm 的 钢 圆 锥 .弹药 а,с Те 置 在 钢板 上 ,而 其 余 弹 药 提 升 到 弹药 直径 的 


1 于 的 高 度 上 ,引爆 炸药 在 А 的 位 置 进行 (图 129) ,在 图 129 中 描绘 了 这 些 弹 药 的 作 


用 .在 情况 刻 即 所 挖 圆锥 形 止 陷 用 钢 罩 盖 住 ,并 且 弹 药 远离 要 击 穿 的 物体 的 情况 时 ， 
穿 透 作用 难以 置信 地 增 大 引起 我 们 注意 . 

在 具有 四 陷 (情况 c) 时 增 大 穿 甲 作用 的 效 В 
应 , 早 在 19 忆 纪 下 半 叶 就 已 经 被 发 现 ,并 且 获 得 Н Н 
聚 能 效应 的 名 称 .但 是 它 的 使 用 只 局 限于 采矿 工 gp 
作 中 某 些 技术 问题 . 具有 人 金属 灸 面 时 穿 四 作用 大 
大 提高 是 晚 一些 时 候 发 现 的 . 把 这 效应 用 于 穿 四 
弹 的 第 一 张 专利 特许 证 是 在 1914 年 .广泛 应 用 
聚 能 效应 只 是 在 1941—1945 年 的 战争 中 才 发 上 
现 . 聚 能 现象 理论 也 在 此 时 创立 ,这 理论 近 十 年 
来 在 许多 国家 获得 了 很 大 发 展 ， 

(1) 理论 的 物理 前 提 条 件 ” 在 提出 理论 的 基本 前 提 条 件 之 前 ,我 们 指出 一 些 与 
爆炸 及 其 可 投射 能 力 有 关 的 简单 实验 事实 . 

在 上 面 所 述 的 实验 中 弹药 是 指称 作 高 燥 ( 烈 性 ) 爆 炸 物 (三 硝 基 甲 茶 、 六 素 精 .四 
硝 基 甲 烷 赤 鲜 醇 等 等 ) .它们 具有 以 下 的 特性 . 如 果 在 爆炸 物 的 小 区 域内 产生 足够 高 
的 压力 (引爆 ) ,那么 从 这 小 区 域 开 始 传播 这 爆炸 物 爆炸 变化 的 波 一 “爆炸 波 .这 波 前 
沿 的 前 方 是 静止 的 ,而 前 沿 的 后 方 有 100 000—200 000 大 气压 级 压力 的 型 变 产 物 , 波 
传播 的 速度 有 5—10 kmAs 的 量 级 .在 理论 研究 中 爆炸 波 前 沿 的 厚度 通常 略 去 不 计 ， 
实验 表明 ,这 前 沿 的 厚度 ,实际 上 ,与 其 他 特征 量 相 比 真 的 很 小 .我们 注意 到 ,整个 爆 
炸 理 论 的 建立 还 是 在 较 近 的 时 间 , 而 现在 它 已 进入 专 讲 爆 裂 运 动 的 气体 动力 学 范畴 
( 见 [6] 第 2 部 分 ) 

现在 我 们 对 带 有 金属 尝 的 f 型 聚 能 装 药 的 第 一 次 近似 的 理论 原理 作 简 短 的 令 
述 .作为 这 理论 的 前 提 条 件 我 们 采用 以 下 的 假设 : 

1) 爆炸 瞬时 发 生 ,爆炸 物 对 章 的 作用 化 为 垂直 指向 圆锥 体 表面 的 脉冲 . 

2) НИЖЕ ,同样 被 击 穿 的 钢 ,都 认为 是 理想 液体 

尽管 乍 看 起 来 ,把 装甲 钢板 想像 成 理想 液体 似乎 是 完全 不 合理 的 ,这 两 个 假设 还 
是 容易 说 明理 由 的 . 可 是 事情 在 于 ,在 聚 能 爆炸 时 所 产生 的 压力 有 100 000 大 气压 
级 ,而 在 这 种 压力 下 刚性 力 和 可 塑性 力 是 惯性 力 的 几 百 分 之 一 . 

在 所 采纳 的 前 提 条 件 下 ,现象 的 定性 景象 可 以 想像 成 如 下 样式 ,在 初始 时 刻 液体 
圆锥 章 的 所 有 单元 沿 圆锥 体 的 轴 的 方向 都 具有 2 km 级 的 速度 , 随 着 圆锥 体 辟 的 变 
粗 ,发 生 压缩 圆锥 体 . 在 一 个 单元 趋 近 圆锥 体 轴 时 ,这 单元 的 一 部 分 被 向 前 挤 出 和 小 


图 129 
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出 ,这 类 似 于 海浪 在 流向 槐 形 港湾 时 溅 出 一 样 .由 此 结果 从 圆锥 体 挤 出 射流 金 
属 丝 流 ”( 图 130) .计算 表明 ,圆锥 体 愈 尖 ,金属 丝 流 的 速度 愈 大 .通常 观察 到 的 速度 
有 从 2 一 10 kmA 作 级 ,在 个 别 实验 中 速度 可 达到 90 km/s. 

金属 丝 流 在 过 到 装甲 板 时 ,在 它 结 上 产生 1 000 000 大 气压 级 的 压 
力 ,这 就 说 明了 为 建立 击 穿 理 论 可 以 应 用 理想 液体 的 方案 . 穿 透 的 本 质 
情景 不 同 于 射流 形成 的 情景 只 是 时 间 变 化 的 方向 (用 一 代替 7). 在 这 过 | 
程 中 的 特点 是 , 随 着 它 的 发 展 射流 的 长 度 减少 ,在 每 一 个 被 击 穿 的 区 域 | 
部 分 射流 发 散 开 来 . ) 

(2) 流体 动力 学 方案 我 们 考察 有 关 具 有 公共 对 称 轴 的 两 条 行进 中 
彼此 相遇 的 射流 的 碰撞 问题 .我 们 所 谈 的 ,一 开始 就 既 涉及 平面 情况 ,也 
涉及 带 有 轴 对 称 的 情况 ,这 个 问题 化 为 在 具有 常 压力 的 介质 中 构造 理想 
液体 的 定常 流 ,该 流 要 满足 如 下 的 条 件 . 沿 对称 轴 ,我 们 把 它 取 成 x 轴 ， 
这 种 密度 о 的 液体 流 从 左 向 右 流动 着 , 当 z 一 - co 时 , 流 的 直径 接近 于 
27ri ,而 速度 接近 于 V ;密度 p; 的 液体 流 从 右 问 左 流动 着 , 当 х= + оо 
时 , 流 的 直径 接近 于 2” . 流 有 自由 表面 志和 1, НН у 分 割 两 种 130 
液体 ;这 个 曲面 关于 x 轴 对 称 , 并 且 它 与 x 轴 的 交点 我 们 取 作 点 x =0, 在 此 点 上 两 
条 流 的 速度 为 0( 图 131). 因 为 流动 是 定常 的 ,所 以 对 于 压力 p ,根据 第 47 目 伯 努 
利 — 欧 拉 公 式 (1) ;我 们 有 关系 式 


(1) 


图 131 


其 中 A УЖ, АРЛ V=0 的 , 亦 即 在 点 z=0 上 的 压力 .由 在 外 部 介质 中 的 
Е ЛЕН ЖЕ ,根据 这 一 关系 式 我 们 得 到 , 沿 厦 自由 表面 11, 


V=const= Vi. 
沿 着 分 割 面 7 ,分 别 具 有 密度 ci 和 p, 的 液体 流 的 速度 У, 和 У 应当 由 关系 式 
о. Уч = рУ (2) 


联系 的 . 沿 着 У 向 + % 离 去 ,我 们 看 出 У. 一 V1. 根据 (2) 我 们 得 到 ,在 沿 着 У, x 一 


- 276 · 第 三 章 ”函数 论 的 边 值 问题 及 其 应 用 [58] 


+ oo 时 У, 多 Vi. 由 此 ,类 似 于 前 面 , 我 们 得 出 , 沿 着 自由 表面 Г. 


У = сопѕі =, | У. 


正 是 这 个 确定 了 沿 x НМЕ ЕАО ДЕТЕ z 一 + co 时 的 极限 


У, = М. (3) 
平面 情况 ”更 详细 地 讲述 平面 平行 流 的 情况 和 通过 
w= fi(z)= и +, w= }, (=) = и, + іо, (4) 


分 别 表示 相遇 流 的 复 势 能 .利用 这 些 流 关于 xz 轴 的 对 称 性 ,我 们 考察 它们 y>0 的 上 
面部 分 ,此 时 ,函数 (4) 将 实现 把 流 所 占 的 区 域 映 到 宽 为 g, 和 qz 的 带 上 去 的 共 形 映 
射 , 其 中 qi= У, и, дф = У, ое ЕК. 映射 (4) 的 确定 可 以 精确 到 一 
个 常数 项 ,并 且 这 些 带 数 项 ,显然 可 以 选 成 这 样 ,使 得 平面 w 中 的 带 形 是 带 形 
0<v<gl 和 一 g,<v<0， 

并 且 使 得 流 的 分 叉 点 z=0 在 两 个 映射 时 都 转变 到 点 w=0. 

为 了 解 题 ,需要 求 出 Li , [о у 以 及 相应 的 映射 (4) ,使 得 沿 着 转变 到 直线 о = 
qi 和 w= 一 gq; 的 曲线 L, 和 工 , ,分 别 有 


(е) = Vi 和 | f(z)|=V,= У, (5) 
而 沿 着 转变 到 正 半 轴 и 的 曲线 y 有 
17. (=) [= АГЕ (6) 


(图 132) .我 们 还 要 指出 ,在 所 考虑 的 映射 下 z 的 负 半 轴 和 正 半 轴 分 别 转变 为 负 半 轴 
的 上 \ 下 两 沿 ,所 以 
arg f1(z)=0, 当 х<0, 


arg (=) = -л, 4 ж>0. (7) 
为 了 简化 问题 的 提 法 我 们 考察 函数 
б=ш Р, (е) = filz(w))=F,(w),k=1,2, (8) 


其 中 == zz,(w) 是 (4) 的 反 函 数 ,依赖 于 变量 w .这些 函数 应 当 满 足 如 下 的 边界 条 件 : 
分 别 沿 直线 о= 41 о= – 9 


Ке Е, (0) = Vi 和 Re Е, (о) = у + 2ай, (57) 
2 
沿 着 и 的 正 半 轴 
Re Fa(w)=Re Е. (ал) +6", ImF(w)=ImF(w), (6) 
2 
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о) 
图 132 
其 中 чи, = р, (е), и 的 负 半 轴 的 上 .下 治 上 
Im Е! (ш)=0 Я 1 Е, (№) = - т. (7 ) 


由 (6) 得 出 ws =] 名 ww ,就 在 此 时 从 (6”) 可 以 得 出 ,函数 PF (00) – ов 名 


是 Е, (в) и 的 正 半 轴 的 解析 延 拓 .由 此 可 见 , 问 题 化 为 寻找 一 个 函数 FF(w) = 


Fi(w), 它 在 沿 负 半 轴 и 有 制 痕 的 带 状 - а / о. <0< 4. ФАТ, ЕЭ я Е 


足 条 件 Re Е=ШУ, ,而 在 割 痕 的 上 、 下 沿 分 别 满足 条 件 
Im F(w)=0,Im Е(ш)=-л. 
往 后 ,不 失 一 般 性 可 以 取 w = 1, 此 时 ,我 们 将 有 с = ,并且 根据 (S)， 


g; | 党 一. 此 外 因为 根据 问题 的 力学 涵义 , 量 Re F(w) 有 上 界 ,所 以 函数 Е = 


F(w) 应 当 对 具有 沿 负 半 轴 и 5 ЕА е Со < 一 实 施 共 形 映射 到 具有 对 应 边 
界 点 的 (在 图 132 指出 的 ) 半 带 上 .这 函数 可 用 初等 方式 找到 .事实 上 , 半 平 面 Im «> 
О 映射 到 具有 图 132 中 指明 的 点 对 应 的 割 痕 的 带 上 ,与 第 39 目的 例 2 完全 一 样 地 按 
照 施 瓦 欧 -克里斯托弗 公式 找 出 ”: 

ш= (о – 1) + (+ 1) (а а). 


Г | 
Р 1 十 


其 中 < = 


2 НАЗ о зп 5.— 5) = 5, 把 半 带 映射 到 这 个 具有 所 需要 的 


* 在 第 39 目的 例 中 ,点 的 对 应 与 此 不 同 . 
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点 对 应 的 半 平 面 上 ,因此 ,水 数 6 = Е( то) НУ РАЈЕ 
w=—In(ch 1) + In(ch рн) 5 一 二 < (9) 


71 十 72 


知道 函数 下 (ww) ,按照 公式 (8) 我 们 找到 (2) = 00 = ео 


z= | еб) дш (10) 
0 


(在 函数 f 和 下 的 表示 中 我 们 省 略 了 下 标 1). 
利用 这 个 公式 ,可 以 决定 射流 的 形状 ,也 可 以 决定 流 中 的 速度 分 布 . 
轴 对 称 情况 ”在 这 种 情况 ,有 关 流 的 互 撞 问题 的 解 要 像 在 平面 情况 中 一 样 有 如 
此 程度 的 最 终 形式 是 不 能 够 获得 的 .如 果 把 图 131 看 作 流 的 轴 截 面 ,并 且 用 х 表示 
沿 轴 的 坐标 ,y 表示 到 轴 的 距离 ,那么 代替 柯 西 - 黎 曼 方程 组 ,我 们 得 到 方程 组 
др ди до ди 


32 ayy az (11) 

(比较 第 56 目 中 的 方程 (12)) .研究 这 方程 组 解 的 性 质 与 尚未 充分 成 熟 的 拟 共 形 映射 
的 一 般 理论 有 关 ( 参 阅 第 56 目 ) .因此 必须 限于 这 一 理论 的 一 般 定 性 考虑 ,并 在 它们 
基础 上 获得 一 些 结 果 , 用 这 些 结果 可 以 构造 第 一 次 近似 的 理论 . 

列举 一 些 这 样 的 定性 考虑 和 结果 . 

1) 4 у= + оов, 2 ,和 工 有 不 同 符号 的 曲率 ,并 且 渐 近 地 接近 某 一 条 直线 
y=<ztan a+5. 由 此 可 见 ,存在 一 个 渐 近 的 圆锥 体 ,流动 着 的 流 的 自由 表面 接近 于 这 
个 圆锥 体 , 这 自由 表面 限定 所 谓 的 “覆盖 层 ”( 图 133). 


图 133 


2) 包含 在 曲线 L, 和 工 ,之 间 的 带 的 宽度 $ , 当 у> + co 时 趋 于 0, 并 且 
2 пуб = ли! + плиз +1, (12) 
其 中 7 是 相对 于 6 的 高 阶 无 穷 小 量 .为 了 讲 清 这 关系 式 的 物理 意义 ,我们 注意 到 , 它 
的 左边 部 分 表示 覆盖 层 截面 的 面积 ,而 rr1 和 xr; 表示 在 Аз + co 时 射流 的 截面 的 面 
积 ( 见 图 133). 在 射流 相遇 处 的 远方 , 亦 即 |z | 很 大 时 ,每 一 个 射流 的 截面 的 所 有 点 上 
的 速度 大 致 相同 (对 第 一 个 射流 等 于 Vi 和 对 第 二 个 射流 等 于 V,). 因 此 ,由 常 流量 
条 件 表达 出 来 的 液体 的 不 可 压缩 性 条 件 对 每 一 个 流 写 成 形状 xri 守 2xy6; ,其 中 5; 表 
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示 包 含 在 已 和 7 (&=1,2;6+02=6) 之 间 的 带 的 宽度 ,把 这 两 个 关系 式 相 加 起 来 就 
得 到 (12). 

3) 由 动量 守恒 定律 可 以 得 到 对 今后 很 重要 的 流动 着 的 流 的 半径 .它们 的 密度 和 
角 а 之 间 的 关系 .考察 靠近 х 轴 的 流 的 两 个 单元 在 z 兰 + co 时 是 高 为 1 的 圆柱 体 , 它 
们 的 总 动量 将 沿 着 x 轴 的 方向 ,并且 等 于 Г = ло, м У, - ro го V， .在 互 撞 以 后 ,并 
经 过 足够 长 的 时 间 ,这 些 单元 将 处 在 圆锥 体 的 近 劳 ,而 且 它 们 的 总 动量 在 x 轴 上 的 
投影 将 等 于 1, = (лон Vi + пр> го У, )соз ua. 按照 动量 守恒 定律 我 们 有 五 = 三 ,由 此 


人 
«Гед, ЕВ, (13) 
О ri 


А; 
1— АА? 2_ 11-соѕа 

1+ АР?’ д 1+ соѕ а’ 
所 导出 的 结果 对 构造 近似 积聚 理论 的 计算 公式 就 足够 了 . 

(3) 击 穿 理 论 ”我 们 考虑 已 经 弄 清楚 的 在 坐标 系 中 两 个 液体 射流 互 撞 的 模式 ， 
对 于 这 个 模式 左边 ( 粗 ) 的 射流 不 流动 .在 这 坐标 系 中 右边 的 、 移 动 春 的 射流 的 速度 将 
等 于 w= Vi+V,=(1+4)V,. 射 流 在 互 撞 处 的 速度 w, ,在 积聚 理论 中 将 是 穿 透 速 
度 (我 们 用 w 表示 ) ,因而 等 于 


并 利用 关系 式 (3) ,我 们 求 得 


COS а 一 


(14) 


ФУ, тт. (15) 


由 此 可 见 ,积聚 射流 的 穿 千 速度 总 是 小 于 射流 本 身 的 速度 .特别 ,如 果 射 流 和 装甲 有 
相同 密度 (X = 1) ,那么 穿 透 速度 小 于 射流 的 速度 两 倍 . 
由 公式 (15) 也 得 出 如 下 重要 结果 :如 采 射 流 的 某 一 固定 截面 移动 一 个 距离 Н, 


那么 射流 的 穿 透 点 移动 一 个 距离 = Н 全 = 卫生 ; 惠 , 而 射流 在 这 时 缩短 一 个 量 Н – 


в=Н(1 -2 | ТЕН. 由 此 可 见 ,射流 的 消耗 部 分 的 长 凡 = 百 一 户 对 穿 透 区 域 的 


КА 的 比 等 于 


ВЕДЬ, = /Eh,. (16) 
O1 


特别 ,如 果 射 流 和 装甲 的 密度 相同 ,那么 А = 有 hh,, 亦 即 穿 透 的 深度 等 于 消耗 在 这 
穿 透 上 的 射流 之 长 . 

公式 (16) 与 有 关 积 聚 射 流 有 有 限 长 度 的 假设 相符 合 . 设 有 一 圆柱 形 液 体 棒 , 它 的 
直径 与 它 的 长 度 相 比 很 小 , 共 轴 地 撞击 另 一 圆柱 形 液体 棒 . 在 接近 互 撞 开 始 时 刻 的 一 
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段 时 间 内 ,我 们 有 又 然 表 现 出 来 的 不 稳定 过 程 .但 是 ,凭借 上 面 所 说 的 一 般 原 理 ,可 以 
证 明 ,在 射流 头 中 发 生 的 现象 ,可 以 党 察 到 的 只 影响 射流 的 2 一 3 个 直径 的 距离 . 当 现 
实 过 程 接近 于 上 面 所 讨论 的 稳定 过 程 时 ,消耗 在 这 些 现象 上 的 只 是 射流 的 不 大 一 部 
分 ( 几 个 直径 大 小 ), 可 以 忽略 .因此 消耗 在 穿 透 上 的 射流 的 一 部 分 的 长 h, 可 以 认为 
就 等 于 射流 的 长 ,我 们 也 就 得 到 积聚 流 的 穿 透 深度 的 如 下 近似 公式 : 


А (2а (17) 


其 中 a 表示 射流 长 ,p, 表 示 射流 的 密度 ,p1 表 示 装甲 密度 ， 
(4) 积聚 射流 形成 理论 ”上 面 所 讨论 的 在 pl = ps 时 两 条 射流 互 撞 的 方案 ,也 可 

以 作为 计算 积聚 流 参数 的 基础 .为 此 目的 ,我 们 引入 新 的 移动 坐标 系 , 它 沿 着 z 轴 从 

右 向 左 以 速度 /сов а 移动 . 在 这 系统 中 圆锥 形 覆 盖 物 沿 着 自己 曲面 的 法 线 的 速度 

У = Улар а 移动 ,积聚 射流 的 速度 原来 等 于 邮 = V+ 一 一 . 代 人 了 = Wcot a, 我 们 

得 到 积聚 射流 速度 的 公式 , 它 依赖 于 角 а 和 圆锥 体 的 “压缩 速度 "W 

І je а. (18) 


COS а 
同样 容易 得 到 ,依赖 于 角 а 和 它 的 一 个 截面 的 外 尝 的 厚度 的 射流 的 半径 的 表达 
式 ”. 我 们 取 外 晶 的 厚度 ,譬如 当 y=1 时 等 于 9. 此 时 ,根据 (12) 我 们 将 近似 地 有 20 


ЕВ МИНА, роза ,由 此 ,我 们 得 到 积聚 射流 半径 的 表达 式 


w=W(1+ 


мо = м 6(1- соѕ а) =V26sin 5. (19) 


如 在 讨论 理想 情景 的 穿 透 理论 中 一 样 ,我 们 转向 现实 聚 能 装 药 的 (第 一 次 近似 ) 
计算 .我 们 讨论 火药 的 外 单 是 按 公 式 (12) 确 定 的 可 变 厚 度 的 圆锥 体 的 情况 ,并且 装 药 
是 这 样 的 ,外 童 的 所 有 单元 瞬间 都 获得 速度 У , 它 数 量 上 是 常数 ,而 方向 是 沿 着 渐 近 
圆锥 体 的 法 线 . 

如 果 圆 锥 体 的 厚度 与 它 的 高 相 比 很 小 ,那么 过 程 的 初始 不 稳定 位 相 可 以 忽略 不 
计 , 并 且 因此 可 以 认为 ,射流 的 形成 依照 图 130 中 描述 的 情景 发 生 : 受 挤 压 的 圆锥 体 
从 目 己 挤 压 出 一 条 金属 丝 , 它 的 半径 按照 公式 (19) 决 定 , 并 且 它 以 公式 (18) 所 决定 的 
速度 移动 . 

根据 上 面 所 述 , 在 所 讨论 的 情况 中 射流 的 长 度 和 穿 透 深 度 等 于 圆锥 母线 的 长 . 

在 结束 时 ,我 们 指出 ,所 有 导出 第 一 次 近似 理论 的 结果 和 结论 ,在 装 药 的 直径 、 外 
日 的 形状 和 厚度 的 充分 广 的 克 围 内 ,对 不 同 密 度 和 坚固 性 的 材料 所 进行 的 实验 中 得 
到 完全 证 实 .但 是 也 积累 了 足够 多 的 结果 ,它们 不 属于 所 叙述 的 理论 ,并且 对 目 己 即 


ж 知道 外 单一 个 截面 的 厚度 能 够 确定 整个 外 单 ,因为 外 尝 的 几何 被 两 条 射流 所 建立 的 覆盖 物 的 形状 决定 . 
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使 非 直截了当 的 解释 也 需要 对 这 理论 的 实质 性 补充 . 某 些 这 样 的 结果 ,以 及 与 这 些 结 
果 有 关 的 问题 的 设置 读者 可 在 拉夫 连 季 耶 夫 的 文章 [20] 中 找到 ,也 可 参阅 拉夫 连 季 
耶 夫 和 和 沙巴 特 的 书 L21]. 

59. 弹性 理论 问题 。 在 这 里 我 们 列举 解 第 51 目 中 提出 的 问题 的 一 些 例子 . 

(1) 解 圆 的 基本 问题 设 区 域 D 是 单位 圆 ,并 且 要 求 找 出 在 单位 圆周 С 上 给 定 外 部 应 力 下 
= г, + iy, 下 弹性 平衡 (问题 | ) 或 给 定位 移 g = и + iv 下 弹性 平衡 (问题 |). 

根据 第 51 目的 结果 ,这 些 问 题 的 解 可 化 为 寻找 两 个 在 圆 | z|<1 内 解析 的 函数 ф(х) ф(х), 
对 于 问题 | 的 情况 ,它们 在 圆周 上 由 条 件 

2p(5)+5P (6) + ф(5) = 709) (1) 


联系 着 ,其 中 ко=# |, Fds ,表示 给 定 在 C 上 的 函数 ( 见 第 51 目 公式 (8). 与 那里 所 说 相 适 应 


在 这 公式 中 可 以 令 4=0) ,而 对 于 问题 下 的 情况 ,它们 在 圆周 上 由 条 件 
кф( 5) 一 2 5) 一 多 5)=20g(5) (2) 
联系 着 ,其 中 к Жи 是 常数 ( 见 第 51 目 公 式 (4)). 
更 详细 地 讨论 问题 工 的 解 .为 了 问题 的 完全 确定 我 们 采取 条 件 
4(0) = 9 (0)=0 (3) 
( 见 第 51 目 公 式 (10)). 现 在 利用 ,%(5) 的 值 是 函数 y(z) 的 极限 值 ,其 中 y(z) 在 圆 |z|<1 内 解 
析 . 按 照 第 52 目 中 的 公式 (22) ,考虑 到 条 件 (1) 和 (3) ,那么 我 们 对 一 切 z ,|z|<1, 得 到 关系 式 


| TOL | ОГ | о 
2Ai je Ez 2mrJc rz 2rJ бех 2т)с 6-2 


因为 函数 p(xz) 在 圆 |z|<1 内 解析 ,那么 利用 柯 西 公式 ,这 关系 式 可 以 改写 成 如 下 形状 


=)+ 1 L | О т. СР. (4) 


我 们 得 到 了 确定 函数 p( = ) 的 方程 .为 了 解 这 方程 ,我 们 把 泰勒 展开 式 p(z)= > а КЛО) 
左 端的 积分 


Ф( 


1 (6006) ec a оо 
元 | т | 4 一 + 1. 一 Эр 45. (5) 


分 出 的 一 项 根据 柯 西 积分 式 等 于 с, = .为 了 变换 第 二 项 ,我 们 注意 到 ,在 圆 上 ,E= т ,因此 被 积 函 
数 可 以 改写 成 形状 * 


1 一 18 -+ 
б-= 24-5 и > 6 
Ж НЕ 1221 на в а оа наз 25, .由 此 可 见 , 从 公 
式 (4) 我 们 找到 所 要 求 的 函数 w(z) 的 下 列表 达 式 : 


1 fr 54 _-__5- 
ф(х) = 5 с = 1 之 一 2c， . (6) 


余下 的 事 是 确定 常数 c = ф (0) 和 с, = yg (0) 人 ,为 此 只 要 把 (6) 式 对 z 进行 一 次 和 二 次 微分 , 随 


* 把 1/ 人 5- xz) 展开 成 按 =/ 的 震级 数 ,并 且 把 所 得 到 的 展开 式 相 乘 . 


- 282. 第 三 章 ”函数 论 的 边 值 问题 及 其 应 用 [59] 


后 代入 z=0, 我 们 得 到 
cs +e = Ра, ч: 
第 二 个 方程 完全 确定 c, ,对 于 第 一 个 方程 ， Е 到 ， ежи 


m 7 Гая |. ғ) =0 


下 才 可 解 (我 们 利用 了 ,在 C Е 5=1/5) ва f= fi+if, 和 dl= ах – іду 后, 条件 可 改写 成 形 
状 


(7) 


| _fidr+ fudy=0, (8) 


而 且 物 理 上 表示 外 部 应 力 的 主 矩 等 于 0 的 条 件 (比较 第 51 目 公 式 (9)). 在 此 条 件 下 ,(7) 式 的 第 一 
个 公式 决定 ci 的 实数 部 分 ,而 它 的 虚数 部 分 与 所 采用 的 条 件 (3) 相 对 应 .我 们 令 它 等 于 0. 
这 样 ,函数 P(z) 由 公式 (6) 确 定 , 公 式 中 的 常数 c 和 c; 从 公式 (7) 中 求 出 .知道 这 个 函数 ,我 们 
从 条 件 (1) 求 出 解析 函数 y(z) 的 边界 值 ,并 且 根 据 这 些 值 ,在 柯 西 公式 帮助 下 ,复原 圆 内 的 y(z) 
的 值 


_ 1 ФСЕ) 45 _ 1 бе’ (5), 
о) | КО 一 之 т | б-= 2xiJc 6- zd (9) 


右 端 的 第 二 个 积分 ,根据 第 52 目 中 的 公式 (22)， 和 
容易 计算 
1 и | ‘(de _ _ 9(0), 9 (z) 
2л1)с 8 一 z 29 Jc EE—z) р. р. 
(我 们 利用 在 С 上 “= 1/5 ,同时 被 积 函 数 在 С 内 有 两 个 一 阶 极点 :5=0 和 “5= z. 在 这 些 极点 上 的 
留 数 按 第 23 目 中 公式 (5) 算 出 ). и 可 以 把 公式 (9) 改 写成 形状 


J(z) = 51 КО _ 2 (2) + 0 - 707 (10) 


м/с б-х 
根据 第 51 目 中 所 讲 过 的 ,公式 (6) 和 (10) 中 常数 项 作为 非 实 质 性 的 项 可 以 舍弃 ,考虑 到 公式 
(7) 我 们 得 到 问题 工 的 解 的 最 终 形式 


-1 [04 _ = [ О 
= | ZX 一 > Еб 5 45, 
4, 


б-= + 


对 于 单位 圆 的 问题 I Я 并 且 代替 ( винил 


РР (12) 
其 中 
а 101,046 ра. (13) 


(2) 带 有 圆 孔 的 平面 情形 ”对 这 种 情形 弹性 理论 的 基本 问题 可 类 似 地 解 .首先 假设 ,加 到 周 线 
上 的 外 应 力 的 主 向 量 , 同 样 在 无 穷 远 处 的 应 力 都 变 成 0. 亦 即 
X=Y=0 和 了 = 了 =0. (14) 
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如 我 们 在 第 51 目 看 到 的 ,从 这 个 假设 条 件 推出 ,函数 p(z) 与 y(z) 在 无 穷 远 点 处 是 正则 的 ， 
我 们 还 要 假设 ф( оо) =0. 

像 以 前 一 样 我 们 认为 圆周 С 是 单位 圆 ,因为 在 С 上 y(xz) 的 值 是 在 圆 外 |.z|>>1 解析 的 函数 的 
极限 值 ,所 以 按照 第 52 目 中 的 公式 (23) ,并 考虑 到 边 值 条 件 (1) ,对 于 一 切 =, | | >1, 我 们 得 到 关 
系 式 


ОГ [д 
27 JJ -> 2т)с -> 2м) с 6-х ' 


或 者 根据 第 52 目的 公式 (20) 和 条 件 ф(оо) =0, 
_ 1 Eo (OD 1 [| Са 
от |, ау). ЕЗГЕ 


利用 在 |z| >1 时 收敛 的 洛 朗 展开 式 p(z) = > 地 ,完全 如 圆 情形 中 一 样 ,我 们 得 出 ,最 后 公式 左 


端的 积分 等 于 0, 由 此 


p(z) = -3 59 (15) 


现在 可 以 确定 (5) 的 边界 值 ,按照 公式 (1) 求 出 边界 值 Ф(5), ҒА 52 目 中 的 公式 
(20) ,在 它们 帮助 下 构造 | xz| >1 时 (=) КИН 


$2)= 515 | ЧЕ + роо). 
把 (1) 式 中 的 И ИНА 
1 | 2( 纪 性 -0 Ф (0а _ 9p(z) 
2м )с б-< ' о с б(б-=) = ’ 
最 终 我 们 得 到 
(=) = К: Ка е (8) (16) 


(我 们 舍 去 了 非 本 质 的 常数 项 ). 
我 们 转 到 条 件 (14) 不 满足 的 一 般 情 形 . 根 据 第 51 目的 公式 (20), 于 是 我 们 有 


+; 
ебх) ГЕ z+ gpo(z), 


Ф) = Гек Аа =+ фаб), (17) 


Н фо (х) yo(z) 在 |z|>>1 时 是 单 值 解析 函数 ,并 且 可 以 令 mo(co)=0, 并 认为 在 无 穷 远 处 没 
有 旋转 „ДАЕТ, Г ЗЕЯ. 把 这 些 表达 式 代 和 人 边 值 条 件 (1) ,我 们 得 出 ,函数 的 边界 值 фо (z) 和 
‰(z) 由 完全 同样 形状 的 条 件 联系 着 ,在 条 件 中 只 是 在 右 端 取代 函数 (С) ЖЕ 


^0) = 35) -2Ггұ-– 4 Хауз НОЕ (18) 


(我 们 利用 了 ,在 C 上 “= 1 Г ЗЕЕ) .我 们 还 要 注意 到 ,函数 (ОЕ С 上 是 单 值 的 ， 
因为 在 绕 行 C 时 5) 的 增 量 等 于 X+zY, 它 由 对 数 项 的 增 量 来 补偿 . 

由 此 可 见 ,寻求 函数 po(z) 和 yo(z) 化 为 已 经 解 出 过 的 问题 ,因此 ,这 些 函 数 可 按 公 式 (15) 和 
(16) 求 出 ,在 这 些 公 式 中 函数 f(&) 由 (18) 中 的 函数 有 (8) 取代 .现在 余下 的 是 根据 公式 (17) 求 出 
函数 gp(z) 和 y(z), 亦 即 问题 将 在 一 般 情 况 下 解 出 . 

第 二 基本 问题 可 完全 类 似 地 解 出 . 
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(3) 半 平 面 情形 设 区 域 D 是 下 半 平 面 .在 这 样 的 情形 下 ,为 了 解 基 本 问题 我 们 把 定义 在 р 
上 的 函数 o(z) 与 y(z) 延 拓 到 上 半 平 面 内 去 .也 就 是 ,对 于 在 上 半 平 面 内 的 z ,我 们 按 定义 令 
ф(х) = – хф (z)— Jy(z) + const, (19) 


于 是 
Ф (z)= -9 (z)- zy (z)— yy (z). (20) 
当 zx Ма 轴 的 右面 与 从 zxz 轴 的 左面 ( 即 , 从 下 半 平 面 与 从 上 半 平 面 ) 趋 近 于 z 时 的 w (z) 的 极 
限 值 ,分 别 记 作 ф(х) 5 ф. (х), РЕН 


ф+(х)=-ф_(х)-хф_(1)-ф_ (1). (21) 
另 一 方面 ,由 第 50 目 中 的 公式 (26) 我 们 得 到 ,在 下 半 平 面 内 
У, -{Х,=ф (=)+ф (х) +=ф (=) +Ф (=). (22) 


我 们 看 到 ,在 х 轴 的 未 受 力 的 那些 部 分 上 ， 
У, -iX, =Ф (х) +ф -(х)+хФ (х) +ф (х) =0, 


У 


所 以 关系 式 (21) 便 呈 


Ф. (х) = Фф (т) 

的 形状 .因此 ,把 函数 w (z) 扩 展 到 上 半 平 面 内 的 那个 延 拓 (20) , 乃 是 函数 о (z) 的 经 过 z 轴 上 未 
受 力 部 分 的 解析 延 拓 . 

М y(z) 也 可 以 用 那个 已 经 扩展 到 上 半 平 面 内 的 函数 w (xz) 来 表达 .为 了 要 得 出 这 个 表达 
式 , 我 们 在 公式 (20) 中 把 z 换 成 z( 于 是 z 便 在 下 半 平 面 内 的 ) ,然后 再 把 公式 的 两 端 都 换 成 复数 意 
ХИН, РЕЯ 

J (z)= -9 (z)- 9 (=) – zp (z) 

(= 在 上 半 平 面 内 ). 把 这 个 表达 式 代 入 (22) 内 ,我 们 便 得 出 应 力 通 过 函数 p(z) 来 表达 的 式 子 


Ү,-:Х,= ф(х) – Фф (=) + (2-8) Ф'(=). (23) 
类 似 地 ,从 第 50 目 中 的 公式 (24) ,我 们 可 以 得 出 用 w(z) 来 表达 的 位 移 表 达 式 : 
2и(и+)=кФ(=)+Ф(=)- (х-=)ф’(=) +const. (24) 
我 们 转向 讨论 边 值 问题 的 解 .在 第 一 边 值 问题 中 ,在 实 轴 上 给 定 了 外 应 力 ; 压 力 
Р(ё)=- У, 
与 切线 应 力 
T(t)= Х,, 


假定 它们 都 满足 赫 尔 德 条 件 , 并 且 在 无 穷 远 处 都 等 于 0. 由 公式 (23) ,在 式 中 应 该 取 = 一 上 时 的 极限 
值 , 便 得 到 对 于 函数 p(xz) 的 边 值 条 件 : 

p+(t)-9-(t)=P(t)+iT(t). (25) 
边 值 问题 (25) 的 解 ,根据 第 52 目 中 的 索 霍 获 基 公式 (15), 可 以 直接 写成 柯 西 型 积分 的 形式 : 

p (2)=2 [7 РИ, (26) 
当 对 P(z) 与 T(z) 添加 某 一 些 补充 条 件 后 ,由 公式 (26) 所 确定 的 这 个 函数 g'(z) 就 能 在 无 穷 远 处 
满足 一 些 必需 的 条 件 , 这 些 条 件 ( 由 第 51 目 中 的 公式 (22) 导 出 ) 的 形式 是 

ра) = -7 二 .二 +o( 二 )， (27) 


之 之 


其 中 o 二 ) 是 较 二 高 阶 的 无 穷 小 . 在 这 些 条 件 之 下 ,把 所 求 得 的 函数 g'(z) 的 表达 式 代 和 公式 
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(23) 中 ,我 们 便 可 求 出 应 力 , 从 公式 (24) 可 以 求 出 位 移 ( 在 可 以 相差 一 个 刚性 位 移 的 精度 内 ). 

在 第 二 边 值 问题 中 ,在 实 轴 上 给 定 了 位 移 分 量 的 值 : 

и =gi(t),v = (1), 

假定 这 两 个 函数 的 导数 в, (2) 与 g,(1) 都 满足 赫 尔 德 条 件 , 并 且 在 无 穷 远 处 都 等 于 0. 

把 等 式 (24) 对 于 x 求 导 数 , 并 就 > 从 下 半 平 面 趋 近 zt 时 取 其 极限 值 .再 利用 那些 已 知 的 位 移 ， 
我 们 便 得 到 这 问题 的 边 值 条 件 : 

231810) +1602) 1 = кф (1) +ф , (i). (28) 
把 在 上 半 和 平面 内 等 于 p(xz) 而 在 下 半 平 面 内 等 于 一 xp (>) 的 那个 函数 记 作 x(z). 于 是 条 件 (28) 
便 可 以 写成 
X+(t)—xX- (Ди 1(t)+ig 2.(t)| 

的 形状 ,所 以 函数 x(z) 可 以 用 柯 西 型 积分 的 形式 来 求 出 : 


知道 了 x(z) 后 ,我 们 便 可 得 到 所 求 的 函数 ф (2): 
Xx(z), 当 Im =>0 时 ， 
‚(у= 0 
Р (=) о 当 Im z<0 8. (30) 


(4) 压 模 问题 ” 设 实 轴 是 一 个 弹性 物体 的 边界 ,在 实 轴 的 一 段 ( 一 /,/) 的 上 面 放 了 一 个 坚硬 的 
压 模 , 它 的 底部 是 水 平 的 直线 (图 134). 我 们 假定 ,线段 ( 一/,/) 上 的 那些 点 都 与 压 模 接触 ,并 同 它 
牢固 地 结合 着 ,而 且 压 模 只 能 垂直 地 上 下 移动 .这 问题 是 弹性 理论 的 混合 边 值 问题 :在 线段 (一 /， 
1) 上 给 定 了 位 移 
и +iv. =. (Е) + ig,(t)= const, (31) 
而 在 边界 的 其 余部 分 上 , 即 ,在 射线 ( - оо, – !) 与 (4,co) 上 , 则 
给 定 了 应 力 
Х, =У, =0. (32) 
把 条 件 (32) 代 入 公式 (25) 中 ,我 们 便 看 到 ,在 射线 (一 оо, 
- !) 与 (L,co) 上 的 点 处 ,有 关系 式 
p+(1)=9 (1), 
亦 即 ,函数 Фф (z) 可 以 经 过 这 两 条 射线 解析 地 延 拓 . 把 条 件 二 -一 一 
(31) 代 入 公式 (28) 中 ,我 们 便 得 到 p(x) 在 市 痕 ( 一 47) 两 沿 7 


上 的 边界 值 之 间 的 关系 式 : 
кр'_ (1) + ф ,(t)=0, 图 134 
或 者 
ф +. (2) = – кр _ (1). (33) 
因此 ,为 了 要 确定 函数 w (x), 我们 便 得 到 了 一 个 希 尔 伯 特 一 普 里 瓦 洛 夫 的 边 值 问题 ,其 中 的 
b=0, а= - 1. 


而 且 路 线 С 不 是 封闭 的 ( 见 第 53 НЖ). ИЖ a 的 指示 数 等 于 0, 所 以 这 问题 可 以 用 第 53 目 中 的 
加 霍 夫 公式 (4) 与 (5) 来 解 ,这 两 个 公式 在 这 一 情形 中 取 的 形式 是 
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х = б-= $= 2л1 2+1” 
, Щл -Е (=) — 之 一 (人 开交 
ф (=) = Ае =А(222) 
_ шк 
其 中 В= 5. 


但 是 ,所 得 出 的 函数 ф - (z) 并 不 满足 在 无 穷 远 处 的 条 件 一 一 它 在 无 穷 远 处 取 有 限 值 A ,而 按照 条 
件 (27) ,所 求 的 函数 在 那里 应 当 有 一 个 一 阶 零点 .因此 ,我们 利用 在 第 53 目 末 所 提出 的 注 ,把 所 得 


的 这 个 函数 乘 以 一 ,于 是 得 到 *: 
2 — 1 2-8 2+1 \? 1 
9 - (х) = 4. (221) =А(212) Р-р. 
这 个 函数 在 点 = = co 处 的 留 数 等 于 A (在 对 于 前 面 所 得 到 的 那个 表达 式 中 所 包含 的 多 值 函 数 
的 分 支 , 作 适当 的 选择 下 ), 所 以 ,顾及 到 公式 (27) ,我 们 得 出 


Х+:Ү 
2л 


即 ,常量 A 等 于 施 在 压 模 上 的 合力 .在 我 们 这 情形 中 ， 
Х=0, Ү= -Р,, 
于 是 我 们 得 出 函数 pg _ 〈z) 的 最 后 的 表达 式 


(еее (У (34) 


2 — 1 2 _ [2 
我 们 来 计算 作用 于 压 模 下 物体 上 的 压力 P(z) 与 切线 应 力 T(z). 根 据 公式 (25) 与 (33) ,我 们 有 
Р(2) +70) = 9 . (1) - ф - (1) = –- (1+ к)ф _ (Е) 
把 表达 式 (34) 代 入 这 式 中 ,得 到 


РВ +:Т(2) = — 


А=- 


Ро 1 十 к (全 [+2 ) 'В 1 

2л є 1-2 VI 

其 中 在 右 端 应 当 取 这 个 函数 的 当 z 循 着 上 半 平 面 内 的 点 趋 于 上 时 的 极限 值 ”. 在 经 过 初等 变换 之 
后 ,我 们 得 出 


Ро 1+ [+ 
Рр( р) = -0 In 2—2), 
9 27 р (Ву) (35) 
Po 1+к. 


ур ма (ву). 
这 些 公 式 是 阿 勃 拉 莫 夫 所 获得 的 ( 见 Н.И. Мусхелишвили[10]). 


T(z)= 


* ”选取 乘 数 一 , 是 为 了 使 所 得 的 函数 仅 在 线段 (1,7) 的 端点 处 才 有 奇 点 . 
** 这 时 在 分 母 中 便 出 现 了 因 式 ее =Vx (参看 前 面 所 规定 的 常量 6 的 定义 ). 
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这 一 章 是 用 来 讲 共 形 映射 的 “动力 学 ”的 .其 中 陈述 了 一 些 定性 的 与 定量 的 命题 ， 
凭借 这 些 命题 ,使 我 们 能 够 判断 : 当 被 映射 区 域 的 边界 改变 时 ,映射 要 怎样 改变 .这 种 
命题 在 实用 上 特别 值得 注意 ,因为 它们 给 出 了 从 一 个 已 知 结构 换 成 一 个 相近 的 结构 
时 的 简单 计算 方法 .我 们 假定 ,在 计算 一 个 已 经 设计 好 的 结构 时 ,发 现 某 一 些 量 超出 
了 所 许可 的 范围 .于 是 ,自然 发 生 了 如 下 的 问题 :应 当 把 这 结构 在 哪里 加 以 改变 ? 改 
变 多 少 ? 在 某 些 情形 中 ,这 问题 的 答案 可 以 基于 这 里 所 说 的 变 分 原理 而 获得 . 

在 本 章 末 ,给 出 了 把 变 分 原理 应 用 到 具体 的 实际 问题 上 去 的 一 些 例子 . 


31 基本 变 分 原理 


设 在 = 平面 内 给 定 了 两 个 单 连通 区 域 D 与 万 ,它们 分 别 由 曲线 C УС 所 围 成 ， 
并 设 ш= f(z) 与 w= 了 f(z) 分 别 是 实施 把 DD Уур 共 形 上 映射 到 一 个 典型 区 域 ( 圆 , 半 
平面 , 带 形 ) 的 函数 ,并 且 这 两 个 函数 是 同样 地 规范 的 .我 们 刚才 所 说 的 那个 问题 ,在 
数学 上 可 以 以 如 下 方式 提出 : 

设 映 射 w= f(z) 是 已 知 的 , 周 线 C 与 C 很 接近 , 求 当 从 区 域 р 换 到 区 域 万 时 ， 
增 量 

f(z)- f(z)=6f+r(f,7) 
的 主要 部 分 6f. 

与 这 个 问题 的 解 有 关 的 结果 有 两 类 一 一 定性 定理 和 带 有 余 项 r(f, 了 ) 估 计 的 5f 

的 近似 计算 方法 .我 们 从 一 些 定性 的 原理 来 开始 . 
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60. 基 本 变 分 原理 ”我们 先 来 规定 一 些 记 号 .由 曲线 С 所 围 成 的 区 域 ,我 们 记 作 
D(C). 实 施 把 D(C) 共 形 地 映射 到 单位 圆 上 去 、 并 日 使 区 域内 的 一 个 确定 的 点 zo 在 
这 映射 下 变换 成 坐标 原点 的 那个 函数 ,我 们 记 作 

w= f(z,C);f(zo,C)=0. (1) 

满足 所 述 条 件 的 函数 可 以 有 无 限 多 个 ,但 是 它们 都 仅仅 彼此 相差 一 个 形 如 е 
因子 ,9 是 一 个 实数 .记号 f(z,C) 我 们 理解 为 是 这 些 函 数 中 的 任何 一 个 ,但 在 量 9 
是 很 重要 的 那些 问题 中 ,我 们 将 用 补充 条 件 来 确定 它 . 在 映射 (1) 下 变换 成 圆周 | zw | 
=0<1 的 那些 闭 曲线 ,我 们 用 C, 来 表示 , 称 它 为 等 高 线 . 

用 一 条 周 线 C 来 代替 周 线 C , 称 作 周 线 C 的 形变 .我 们 假定 区 域 D(C) 与 D(C) 
都 是 对 于 点 zxo 的 星 形 区 域 , 即 ,假定 它们 的 边界 С 与 C ,在 以 zo 为 极点 的 极 坐标 系 
内 ,可 以 借助 单 值 水 数 >(o) 与 F(p) 用 方程 >=>r(o) 与 >=F(p) 来 表示 .在 周 线 С 


上 ,使 这 两 个 函数 的 比 区 2 达到 最 大 值 的 那个 点 zz = zo + гое® ,及 其 在 周 线 C 上 


的 对 应 点 zs = xz 上 + 产 eim ,我 们 称 做 最 大 形变 点 , 数 А = 守 称 为 周 线 的 最 大 形变 . 


基本 定性 变 分 原理 ,所 谓 林 德 勒 夫 (Lindel6f) 原 理 ,是 说 :如 果 仅 限于 考虑 把 包含 
固定 点 zo (在 每 一 个 这 样 的 映射 下 ,点 w=0 的 原 像 ) 的 区 域 映 到 单位 圆 上 去 的 那些 
映射 的 话 ,那么 , 当 把 区 域 的 边界 向 内 压缩 时 :1) 所 有 的 等 高 线 都 压缩 ;2) 在 点 zo 处 
的 延伸 系数 增 大 ;3) 在 边界 上 保持 不 动 的 那些 点 处 的 延伸 系数 (因而 ,特别 是 ,边界 
的 未 经 形变 部 分 的 像 的 长 度 ) 减 小 ;4) 在 最 大 形变 点 处 的 延伸 系数 增 大 到 二 倍 以 上 . 
换 句 话说 ,下 述 定理 成 立 : 
定理 1 如 果 区 域 D(C) 包 含 在 D(C) 内 ,那么 : 
1) 对 于 任何 一 个 。 (0<p<1), 区 域 D(C,) 都 包含 在 D(C,) 内 ,并 且 只 有 当 C 
与 C 相合 时 ,C, 与 C, 方 能 相 接触 ; 
2) 在 点 zo 处 有 
(о, СУ (=, СУ, (2) 
其 中 的 等 号 只 有 当 C 与 C 重合 时 方 能 成 立 ; 
3) 如 果 周 线 C 与 C 有 公共 点 zl， 那么 在 这 个 点 处 必 有 
(=, С) (=, С), (3) 
其 中 的 等 号 只 有 当 C 与 C 重合 时 方 能 成 立 ; 
4) 如 果 这 两 个 区 域 对 于 zo 都 是 星 形 的 ,那么 在 最 大 形变 点 处 有 
С С) (а, СУ, (4) 


其 中 <<1 是 周 线 的 最 大 形变 ， 
我 们 引用 原理 的 直接 几何 证 明 , 这 证 明 清楚 地 表明 它 的 本 质 ,并 且 能 够 获得 量 的 
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估计 ,为 此 ,我 们 注意 ,只 要 就 周 线 C 与 C 仅 在 一 小 段 (a ,2) 上 不 同 的 情形 来 证 明 这 
定理 便 够 了 ,在 这 一 小 段 上 С 是 一 段 圆周 弧 ,其 曲率 同 曲线 С 在 (< ,2) 上 的 曲率 很 
接近 ,于 是 D(C) 是 从 D(C) 中 割 去 一 块 小 面积 о 而 得 到 的 (图 135). #3 Е, С 的 
任何 一 个 变形 ,都 可 以 由 继续 施行 这 种 简单 的 变形 而 得 到 ,所 以 ,如 宋 对 于 这 种 情形 ， 
定理 已 经 证 明 ,那么 对 于 一 般 的 情形 这 定理 也 将 被 证 明 . 


现在 我 们 引进 一 个 辅助 的 5 平面 ,并 且 用 一 个 共 形 映射 把 区 域 D(C) 映 到 单位 
圆 |5|<1 Е: 
= 1(=,С), f(zo,C)=0. 
设 这 时 С 被 变换 成 曲线 С”, ЗЕ СУЕ =1 之 间 的 那 块 面积 等 于 vc/ 
(图 135). 我 们 用 一 个 共 形 映射 把 区 域 D(C’) 映 成 ww 平面 中 的 单位 圆 : 
ю=8(5), g(0)=0. 
因为 在 不 计 高 阶 无 穷 小 的 精度 内 ,可 以 把 面积 с 看 作 是 圆 月 牙 形 * ,所 以 可 以 把 
第 34 目 中 的 映射 (9) 来 作为 g: 
01+ бе“ 


ш= (5) = 6 1771 te А (5) 


ж 当 周 线 C 的 曲率 & ЕК $ 的 函数 满足 赫 尔 德 条 件 
[gk(s+h)—k(s)|<Alhl*, 0<а< 
时 ,这 个 结论 可 以 建立 根据 的 .为 了 建立 根据 还 要 利用 映射 w = f(z) 的 一 系列 边界 性 质 .下 面 我 们 引入 不 利用 
f(z) 的 边界 性 质 的 原理 的 证 明 . 
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其 中 a 是 面积 c 中 某 一 个 点 的 辐 角 .我 们 来 求 g 的 逆 映 射 .为 了 这 个 目的 ,我 们 把 
(5) 式 改写 成 


的 形状 (我 们 利用 了 下 述 事实 :在 不 计 高 阶 无 穷 小 的 精度 内 , 当 7 很 小 时 ,TI 
7) .因为 w 与 5 相差 一 个 与 o 同 阶 的 无 穷 小 量 ,所 以 可 以 在 含有 因子 с НИЯ чо 
来 代替 ,而 不 改变 我 们 的 精确 度 .因此 


ите! (9 


ФИГ С ЗЕТА РЕЯ ш = g(%) 下 与 圆周 | ш | = р 相对 应 的 那 条 曲线 记 作 
C',. 为 了 要 得 出 C ,的 参数 方程 ,我们 令 5= ге? ,w= pe”, 求 表达 式 (6) 的 对 数 ， 
a) 


i(0- 
п 00р 0) бо 


2л1 бе 

然后 把 实数 部 分 与 虚数 部 分 分 开 : 
sf 5 1-o 
Ар (1 21-2 рсоз( 9 — ря) 


А0 с 2051п(0 – а) 
211 -2соз(0-а) + р? 


由 这 两 个 方程 中 ,可 以 得 出 所 要 证 明 的 定理 中 的 全 部 结论 .显然 ,我 们 有 
w= f(z,C)=g[f(z,C)]. (8) 


所 以 ,在 映射 5= f(z,C) 下 区 域 D(C, ) 变 换 成 D(C”,). 因 为 在 此 时 区 域 D(C, ) 变 
换 成 圆 | 5 1.< p, 所 以 要 证 明定 理 的 第 一 部 分 ,只 要 证 明 D(C',) 包 含 在 圆 | E1<p。 内 
就 够 了 .可 是 因为 


(7) 


~ 


1 20с05(0 -а) + р<(1+ р)?, 
所 以 根据 (7) 式 ,对 于 周 线 C” 上 所 有 的 点 来 说 都 有 


— а 1- 
el ото) < (9) 
这 样 ,定理 中 的 第 一 个 结论 已 经 完全 证 明 . 


把 不 等 式 (9) 除 以 Ея Ф оТ 0, 我 们 得 到 极限 


а в. 
Е 081 от <1. 


但 是 这 样 我 们 就 有 |g (0)| >1, 所 以 根据 (8) 式 
(е, С) [= [87 (011 (=, СУГ (=, С), 
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这 便 证 明了 第 二 个 结论 

现在 设 点 С = re* 沿 着 圆周 | 5| =1 的 半径 趋 近 于 这 圆周 上 的 一 个 点 e” ,并 设 e” 
位 于 c 的 外 面 .于 是 ,由 于 映射 是 共 形 的 ,其 对 应 点 w= pe” 也 沿 着 与 圆周 | w|=1 的 
半径 相 切 的 方向 趋 近 于 点 e ,所 以 我 们 有 : 


А51 = 15-е |=1- к, 


Лх | = ао е |251 — р. 
但 是 由 不 等 式 (9) 推 出 
1-6o<< iP >、 -和 
] 一 АГ Е .opl-p 2л 1+ 
е? 2x1+p 
在 这 式 子 中 取 当 xr 一 1 时 的 极限 ,我 们 便 得 到 : 
dw _1. 1 _ дб 
а | = - 2. 
由 此 就 得 出 了 定理 中 的 结论 3). 


要 证 明定 理 的 最 后 那个 结论 ,我 们 用 С" 来 记 由 С 经 过 相似 变换 C= zu +4(z 一 
zo ) 所 得 的 那 条 周 线 (图 135) .显然 ,函数 
ФЕД, С] (10) 
实施 一 个 把 区 域 D(C* ) 映 成 单位 圆 的 共 形 映射 .可 是 D(C* ) 包 含 在 区 域 D(C) 内 ， 
并 且 点 z, 既 属于 C, 也 属于 C* ,所 以 根据 这 定理 的 结论 3) 有 
IfF (2.,С* [< (2,,С)|. 


但 因为 由 (10) 有 

0,67) = 70а ,С), 
所 以 в СУ (а, СУ, 
于 是 定理 便 完 全 证 明了 ， 


下 面 的 所 谓 绽 泰 尔 (Montel) 原 理 , 是 刚才 所 证 明 的 那个 定理 的 一 个 简单 推论 : 
定理 2 设 区 域 D(C) 与 D(C) 都 包含 点 zo ,并 且 
C=C,+C,, C=C,+C,, 
其 中 Cl 位 于 D(C) 内 ,C, 在 D(C) 外 ,Cs 在 D(C) 内 ,Cl 在 D(C) 外 ( 见 图 1436). 此 
外 ,并 设 在 映射 
w= f(z,C), w= f(z,C) 


292. 第 四 章 ” 共 形 映 射 的 变 分 原理 [60] 


下 , 狐 C 与 CGI 分 别 变 换 成 弧 9 与 9 ,那么 在 这 两 段 弧 的 长 度 之 间 便 有 关系 式 * 
9,25, (11) 
联系 着 ,其 中 的 等 号 只 有 在 C 与 C 重合 时 方 能 成 立 . 
为 了 要 证 明 这 定理 ,我 们 引入 由 曲线 C = C, + C, 所 围 成 的 辅助 区 域 D(C’), 并 
把 C, 在 映射 w= f(z,C ) 下 的 像 记 作 9 .因为 D(C ) 包 含 在 D(C) 内, 并且 弧 CC， 
同时 属于 C' 与 C, 所 以 根据 林 德 勒 夫 原 理 的 第 三 个 结 
论 ,在 C, 上 的 每 一 个 点 处 都 有 


If (=,С) | 他 | (=,С’)|. 
因此 ,考虑 到 导数 的 模 的 几何 意义 ,我们 有 
9 志 2r 一 9 . (12) 


男 一 方面 , D(C ) 位 于 区 域 D(C) 的 内 部 ,而 弧 图 136 
C; 同 时 属于 曲线 C 与 C, 所 以 基于 同一 理由 有 


9<2л 一 9). (13) 


把 不 等 式 (12) 与 (13) 联 合 起 来 ,我 们 便 得 出 所 求 的 不 等 式 (11). 

结束 时 我 们 指出 ,所 证 明了 的 蒙 泰 尔 与 林 德 勒 夫 变 分 原理 也 可 以 根据 施 瓦 获 引 
理 得 到 .事实 上 ,这 些 原理 从 如 下 结论 推出 ,这 结论 是 ,函数 w= (5) МБ 5 = 
h(w) 把 圆 | ш| <р 变换 到 属于 区 域 D(C',) 的 圆 | 5| <p( 我 们 遵循 在 定理 1 的 证 明 
中 所 引入 的 记号 ). 但 是 由 于 孙 数 和 =h(w),h(0)=0 把 圆 | 0 | <1 映射 到 属于 圆 
1c|<1 的 区 域 D(C ) 上 ,所 以 根据 施 瓦 获 引 理 ,对 任何 w,|w|<1, 我 们 有 |h(w)| 
<|w|. 由 此 也 推 得 结论 是 ,在 任何 о 下 区 域 D(C”,) 属 于 圆 | <р. 

这 些 原理 也 可 以 直接 从 调和 函数 的 极 大 值 原理 (第 42 目 ) 中 得 到 .这 种 方法 在 把 
变 分 原理 推广 到 比 共 形 映射 更 一 般 的 ,特别 是 , 拟 共 形 映射 时 有 特殊 意义 (第 56 Н), 
对 拟 共 形 映 射 极 大 值 原理 仍然 正确 . 

方法 的 实质 是 这 样 的 . 设 о = f(z),f(zo)=0 和 w= f(z),f(zo)=0 是 分 别 
实施 把 区 域 D(C) 和 D(C) 映射 到 单位 圆 的 共 形 映射 . 函数 P(z,y)=ln |F(z)| 除 
点 z= zo 外 在 区 域 D(C) 内 是 处 处 调和 的 ,并 且 P(xz,y) 一 ln|z 一 zo| 在 这 区 域内 是 
正则 的 .因为 在 C 上 |f(z)|=1, 所 以 P(xz,y) 在 C 上 变 为 0. 沿 着 曲线 С, 

Р(х,у)=Шро, (14) 


所 以 可 以 把 (14) 看 作 C, 的 方程 . 
需要 证 明 , 在 周 线 C 形变 到 区 域 D(C) 内 部 时 ,对 于 任何 p,0<p<1, 区 域 
D(C,) 包 含 在 D(C,) 内 .但 是 在 D(C) 内 按 极 大 值 原理 处 处 有 P(z,y)<0, 而 由 于 


ж 我 们 用 同一 字母 来 表示 弧 的 本 身 与 弧 的 长 度 . 
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— 


在 C 的 不 与 C 重合 的 部 分 上 ,BE(z,y)=ln 1/(z)|=0, 但 是 在 C 和 C 的 
上 这 两 个 函数 等 于 0, 所 以 在 D(C) 内 处 处 有 
Р(х,у)<РБ(т,у). 


根据 方程 (14) 和 曲线 C, 的 类 似 方程 可 以 断定 ,在 任何 o,0<o<1 时 ,D(C,) 包 
含 在 D(C,) 内 . 
61. 原 理 的 推广 ”在 上 一 目 中 所 证 明 的 那个 基本 变 分 原理 ,也 可 以 推广 到 那些 把 
区 域 共 形 地 映射 成 其 他 类 型 典范 区 域 的 函数 上 去 . 
(1) 圆 的 外 部 “我 们 把 在 封闭 周 线 C 外 部 的 那个 区 域 记 作 A(C) , 设 函 数 
w= F(z,C), F(%,C)=% (1) 


是 实施 把 区 域 A(C) 映 射 到 单位 圆 的 外 部 |z| >1 上 的 共 形 映射 .沿用 在 上 一 目 中 
所 采用 的 那些 记号 ,我 们 可 以 建立 下 述 定 理 : 

定理 1 如 果 区 域 A(C) 包 含 在 区 域 A(C) 内 ,那么 

1) 对 于 任何 一 个 p>1, 区 域 A(C, ) 都 包含 在 区 域 A(C,) 内 ;对 于 无 论 怎样 的 一 
个 o, 都 只 有 在 C 与 C 重合 时 , 周 线 C, 与 C, 方 能 相 接触 ; 

2) 在 无 穷 远 点 处 有 


р 
7 

ЕЗ4 
> 


[Е (оо, С) [21Е(9,С)1; (2) 
3) 在 周 线 C 与 C 的 公共 点 zi 处 有 

IF'(z,C)|<IF(z ,C0)|; (3) 
4) 如 果 周 线 C 与 C 对 于 点 z=0 都 是 星 形 的 ,那么 在 最 大 形变 点 z, 与 z, 处 有 

Е (2, С) 125 1Е (=, С), (4) 


等 号 只 有 在 C 与 C 重合 时 方 能 成 立 . 

这 定理 的 证 明 , 可 以 照 上 一 目 中 所 证 明 的 那个 定理 同样 地 来 进行 ,不 过 要 用 把 弃 
掉 月 牙 形 的 单位 圆 外 部 映射 到 圆 的 外 部 的 映射 来 代替 (5) .证明 这 定理 的 最 简单 的 方 
法 ,是 利用 变量 变换 


_ 1 _ 1 
бов’ т, 


把 它 化 成 上 一 目 中 已 证 明 的 那个 定理 . 

(2) 半 平 面 的 情形 设 曲 线 C 通过 无 穷 远 点 ,并 且 在 无 穷 远 点 处 具有 切线 与 有 
限 曲率 * ,于 是 , 当 尺 足够 大 时 ,圆周 | >| = RR 与 C 相交 于 两 个 点 ,并 且 可 以 使 这 两 个 
点 的 辐 角 的 差 与 x 任意 接近 . 

我 们 还 假定 ,正身 半 虚 轴 上 的 足够 远 的 部 分 不 与 C 相交 ,并 把 以 С 为 边界 的 包 
含 了 这 部 分 虚 轴 的 那 一 个 区 域 记 作 D(C) .我 们 规定 用 


* 这 便 是 说 ,由 C 经 变换 5 = 二 而 得 到 的 那 条 曲线 C" ,在 点 《= 0 处 具有 切线 与 有 限 曲 率 . 
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w= f(z,C), f(%,C)=%, |f(%,C)|=1 (5) 
来 记 实 施 把 区 域 D(C) 映 成 上 半 个 平面 v>0 的 共 形 映射 的 那个 函数 .根据 存在 定 
理 , 在 这 些 加 给 曲线 С 的 条 件 之 下 ,函数 ГЕ ~ 
在 ,并 且 在 可 以 相差 一 个 实数 常数 项 的 精度 内 
被 确定 .由 于 在 以 后 这 个 相差 的 常数 项 并 不 起 
什么 作用 ,所 以 我 们 可 以 把 广 理解 为 这 些 函 数 _ i 
中 的 任何 一 个 .最 后 , 设 C, 与 C, 分 别 是 在 映射 “ 
ш (х, С) УВ w= f(z,C) 下 被 变换 成 直 
线 о = const 的 那 两 条 曲线 (图 137). 在 这 些 记 
号 之 下 ,我们 有 下 述 定理 : 
定理 2 设 曲 线 C 通过 点 co ,并 且 在 无 穷 远 处 与 C 有 共同 的 切线 .此 外 如 果 区 
域 D(C) 还 包含 在 区 域 D(C) 内 ,那么 
1) 对 于 任何 一 个 v>0, 区 域 D(C, ) 都 包含 在 区 域 D(C,) 内 ,并 且 只 有 当 CC 与 
C 重合 时 ,C, 与 C, 方 能 相 接触 ; 
2) 如 果 C 与 C 有 一 个 公共 的 正则 点 zi ,那么 在 这 个 点 处 便 有 
If (zi,C)|<IF (=, СУТ, (6) 
并 且 等 号 只 有 在 C 与 C 重合 时 才 达 到 ; 
3) 如 果 曲 线 СУС н Ж у= у(х), у= 5(х) #8, 2,5 分别 是 这 
两 条 曲线 上 使 得 差 (5) – y(Z) 达 到 最 大 值 的 那 两 个 点 ,那么 便 有 
[Г (=, СХ (=, С), (7) 
并 且 等 号 只 有 当 C 由 C 作 一 平行 y 轴 的 平移 而 得 到 时 方 能 成 立 . 
根据 在 上 一 目 中 所 举 过 的 理由 ,我 们 只 需要 考虑 当 C 与 x 轴 重 合 ,C 与 C 仅 在 
无 限 小 的 一 段 (a – s,a +s) 上 不 同 ,在 这 段 上 С 是 一 段 曲 率 很 小 的 圆 弧 时 的 情形 便 
够 了 .可 是 在 这 情形 下 f(z,C) 三 z ,根据 第 34 目 中 的 公式 (7) ,在 不 计 高 阶 无 穷 小 的 
精度 内 ， 


图 137 


(8) 


~, .0o 1 
Ка, С) =. 


它 的 反 函 数 可 以 照 在 上 一 目 中 那样 来 求 得 ,并 且 其 形状 是 
о 1 


在 其 中 令 и = и + iv, 并 把 实数 部 分 与 虚数 部 分 分 开 , 在 固定 了 w 时 我 们 便 得 出 曲线 
C, 的 参数 方程 


д и-а б 0 
хачи – 9 а 了 9 
л (и-а)^ + у?’ У л (и-а)? +? (9) 


从 参数 方程 (9) 的 第 二 个 方程 中 可 以 看 出 ,C, 位 于 区 域 y>w 内 , 即 , 位 于 区 域 D(C,) 
内 一 一 这 便 证 明了 定理 中 的 第 一 个 结论 . 
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要 证 明 结 论 2) ,我 们 在 х 轴 上 取 距 离 a Жо 为 远 的 任何 一 个 点 x ,并 在 这 个 点 处 

求 函数 (8) 的 导数 ,我 们 有 
(х, Сб) 2 1241, 
这 便 是 所 需要 证 明 的 . 
要 证 明 结 论 3) ,我 们 把 С ЖЕ =, 一 zx (同上 ) 作 平行 平移 后 所 得 到 的 那 条 曲 
线 , 记 作 C* .显然 ,我 们 有 
f(z,C” )= f(z—z,+z,,C), 
因此 f(z,C° )=7f (z,,C). 
男 一 方面 ,D(C* ) 属 于 区 域 D(C), 并 且 ғ, СУС" 的 公共 点 ,所 以 ,根据 已 经 证 
明 的 结论 2), | 
[f(z,C° [5 (2,6). 
比较 最 后 两 个 关系 式 ,我 们 便 得 出 所 求 的 不 等 式 (7). 于 是 定理 就 完全 证 明了 . 

所 证 明 的 这 个 定理 可 以 有 简单 的 流体 力学 上 的 解释 . 设 有 一 个 很 深 的 具有 平面 
的 垂直 侧 壁 的 渠道 , 沿 着 这 渠道 流动 着 理想 的 .不 可 压缩 的 液体 , 它 的 底部 的 截面 的 
形状 为 曲线 C .那么 ， 

如 果 在 渠道 的 某 一 处 底部 升 高 了 ,那么 流 的 所 有 流 线 也 便 都 升 高 ,而 且 在 底部 的 
没有 经 过 形变 的 点 处 ,流速 减 小 ,而 在 最 大 形变 的 点 上 流速 增 大 ( 见 图 137). 

(3) 带 形 的 情形 设 Co 与 C 是 两 段 浙 ,除了 它们 的 端点 w 与 a; 之 外 ,没有 公共 
点 .这 时 我 们 并 不 把 这 两 个 点 a 中 有 一 个 点 或 两 个 点 与 无 穷 远 点 z= co 重合 的 情形 
除外 .用 D(C ,C) 来 记 由 曲线 Co 与 С 所 围 成 的 那个 区 域 ,并 用 

w= f(z,Co,C); flai,Co,C)=—%, Ка, Су, С) = ә (10) 
来 表示 实施 把 区 域 D(C ,C) 共 形 映射 到 带 形 0<z<1 上 去 的 那个 函数 . А /(xz， 
Co ,C) 在 可 以 相差 一 个 实 常数 项 的 精度 内 被 决定 ,这 常数 项 暂时 我 们 还 不 感 兴趣 .我 
们 把 在 映射 (10) 下 变换 成 直线 
v=const (0<w<1) 
的 曲线 记 作 С.. 

我 们 还 假定 ,曲线 Cu 与 С 可 以 借助 单 值 函 数 y= mw(z),y= y(z) 来 给 出 ,并 且 
[yo(z)| 与 1y (xz)| 都 不 超过 一 个 正 的 常数 m .我 们 来 考虑 平行 直线 束 y= Az + 0， 
其 中 |k| < 二, 这 个 直线 束 中 的 每 一 条 直线 , 同 Cu 与 С 的 交点 都 不 多 于 一 个 . 周 线 
Co。 上 使 得 这 直线 束 的 包含 在 Cu 与 Co 之 间 的 直线 段 达到 最 大 值 的 那个 点 =: ,以 及 其 
在 曲线 Co 上 的 对 应 点 =, ,我 们 称 为 (方向 的 ) 最 大 形变 点 . 


有 下 述 定理 成 立 : 
定理 3 ”如果 区 域 D(C。,,C) 包 含 在 区 域 D(C。,C) 内 ,那么 
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1) 对 于 任何 一 个 v (0<0<1), кж D(C,,C) 总 包含 在 区 域 D(C,,C) 内 ,并 


且 只 有 当 C, 与 Co 重合 时 ,曲线 C, 与 C, 才 有 可 能 相 接 触 ; 
2) 如 果 曲 线 C6 与 Cu, 有 公共 点 zx ,那么 在 这 个 点 处 有 


(О, Со, С) (z1, Со, С); (1) 
3) 在 曲线 C 的 任何 一 个 点 z 处 ,有 

(=, Со, С (z,C,o,C)|; (12) 
4) 在 最 大 形变 点 处 有 

| (2. „бо, СУГ (= ,Сь, С). (13) 


在 (11) 一 (13) 中 的 等 号 ,只 有 在 曲线 C0 与 Co 重合 时 方 能 成 立 . 

同 在 前 面 弄 清楚 的 那些 情形 中 一 样 ,这 定理 的 证 明 可 以 在 下 述 假定 下 来 进行 : 
D(C,,C) 是 单位 带 形 0<y<1 ( 即 ,Co 是 x 轴 ,C 是 直线 y=1),Co 处 处 与 СА, 
仅 在 很 小 的 一 段 (a -。,a +e) 处 除外 ,在 这 一 段 上 C, 是 一 段 曲 率 很 小 的 圆 弧 .在 这 
样 的 假定 之 下 ,根据 第 34 目 中 的 公式 (13) ,函数 f(z,C。,C) 的 形状 是 

ш= (а, бу, Са + бов 74), (14) 
其 中 o 是 去 掉 了 的 那 块 月 牙 形 的 面积 .定理 的 结论 1) 可 以 照 先前 那 两 个 定理 中 那样 
地 来 验证 ,所 以 对 于 它 的 验证 我 们 就 不 讨论 了 .要 证 明 结 论 2) 与 3) ,我 们 来 考虑 图 数 
(14) 的 导数 .在 х 轴 上 我 们 有 


f (=, Су, С)=1 4 опа)" 
2 


由 此 便 得 出 不 等 式 (11). 在 直线 у=1 上 我 们 有 
Г(ж+Е,С,, С)=1+ 20 І 


4 Кк: "= а) 


>1, 


由 此 便 得 出 不 等 式 (12) (在 演算 过 程 中 我 们 曾 利用 了 sh (+=) = ich z 这 关系 
式 ). 
为 了 要 证 明 结 论 4) ,我 们 把 Co 与 C 平 移 一 个 癌 量 &z, – zs, 后 所 得 到 的 那 两 条 曲 
线 记 作 Ci 与 C* .显然 ,函数 
w= f(z,Ce С") = f(z+z,—z,,Co,C) (15) 
实施 把 区 域 D(C* ,C* ) 映 射 到 带 形 0<wv<1 上 .因为 D(C。,C) 包 含 区 域 D(Ce， 
C), 并 且 Се 与 СНА =, ,所 以 按照 (11)， 
[fF (=. ‚Се ‚СХ (&, „бь,С)|. (16) 
另 一 方面 ,因为 D(Ce ,C) 包 含 在 D(Ci ,C* ) 内 ,所 以 按照 (12) 式 ,在 那 条 不 经 形变 
的 边界 Со 上 的 任何 一 个 点 处 ,特别 是 ,在 点 z, 处 ,有 
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1 (25,Сь ,C0 151 (а, Св ‚СИ. (17) 
把 不 等 式 (16) 与 (17) 联 合 起 来 ,我 们 便 得 出 

[fF (=,, Се ,С’) 151 (&, „Сь, СУГ, 
但 是 ,由 (15) 我 们 有 

Е (=> ‚Се ‚С’ )= [ (2, , Co, С), 
因此 不 等 式 (13) 便 已 证 明 . 于 是 定理 3 也 就 完全 证 明了 . 
对 定理 3 也 可 以 作 流体 力学 上 的 解释 . 设 一 个 具有 水 平底 部 的 渠道 ,其 侧 壁 的 形 

状 是 母线 与 底部 垂直 的 柱 面 ,并 且 在 渠道 中 
流动 着 具有 固定 流量 的 理想 不 压缩 液体 , 那 
么 , 见 图 138, 当 把 一 面 侧 壁 向 内 压 进 时 ,所 有 
的 流 线 都 向 对 面 的 侧 壁 靠近 ,在 第 一 侧 壁 的 
未 经 形变 部 分 处 的 流速 减 小 ,而 在 最 大 形变 
点 处 的 流速 ,以 及 在 第 二 侧 壁 所 有 的 点 处 的 


流速 , 则 都 增 大 . 
62. 边 界 导 数 ” ”前面 所 建立 的 那些 变 分 图 138 


原理 ,使 我 们 可 以 作 各 种 数量 上 的 精确 化 .在 转 问 它们 之 前 ,我 们 指出 这 些 原理 对 于 
边界 导数 的 估 什 上 的 一 个 简单 应 用 .现在 我 们 回 到 把 一 个 单 连通 区 域 D(C) 映 到 单 
位 圆 |w|<1 上 .而 把 其 某 一 个 固定 点 zo 变换 成 圆心 w =0 的 映射 情形 . 

设 zi 是 C 上 的 任意 一 个 正则 点 ,经 过 点 zi , 作 两 条 与 C 在 点 zl 处 相 切 的 闭 周 
线 С, 5 С, ,使 得 区 域 D(C ) 包 含 在 区 域 D(C) 内 并 且 含 有 点 zo ,而 区 域 D(C, ) 则 
包含 区 域 D(C). 根 据 第 60 目 中 的 定理 1, 我 们 有 

[f(zi,C)I<If (=, С) fF (z1,C,)|. (1) 

如 果 取 两 个 可 用 已 知 的 函数 映 成 单位 圆 的 区 域 来 作为 D(C ) 与 р(С,), А 
所 得 的 不 等 式 (1) 就 给 出 了 对 于 | 广 (z,C)| 的 自 上 与 自 下 的 具体 数值 估计 . 

我 们 应 用 这 个 一 般 性 的 考虑 ,来 估计 当 曲 线 С 与 单位 圆周 很 接近 时 | f(z,C)| 
的 值 . 

定理 1 设 曲 线 C 满足 下 列 条 件 : 

1) C 属于 环形 1-e<|z|<1+e; 

2) 在 C 上 与 圆周 |z| = 上 辐 角 相同 的 点 处 ,C 的 切线 与 圆周 |z| =1 的 切线 所 
成 的 角 不 大 于 и; 

3) 曲线 C 的 曲率 ,与 工 的 差 不 大 于 є. 

在 这 些 条 件 之 下 ,对 于 把 D(C) 映 射 到 单位 圆 的 那个 函数 w= f(z,C),f(0,C) 
=0 的 边界 导数 ,我 们 有 估 值 


1-е – 26; – м’ , 1+е +26 – м" 
ТЕ < (80) «тете ee 


(2) 
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或 者 ,再 粗略 些 ， 
1-2е- є, – < |} (=,С)|<1+2=+в +, (3) 
其 中 是 关于 Ye” +el+jy 的 高 阶 无 穷 小 . 

要 得 出 所 求 的 估 值 ,只 需 利 用 前 面 所 说 的 那个 一 般 方法 便 够 了 . 

设 z= re* 是 C 上 的 任意 一 个 点 ,经 过 点 zi 作 一 个 半径 等 于 rx,=1A(1+ei) 的 
圆周 C, ,与 曲线 С 相 切 ,并 且 ,为 了 简单 起 见 ,我 们 假设 ,在 所 考虑 的 那个 映射 下 ,点 
z! 与 点 包 =1 相对 应 .我 们 再 求 考虑 把 圆 | w | <1 共 形 地 映射 到 圆 С, 上 的 那个 函数 
2 = 0(10) (200) =0,2(1) = zz). 根 据 基本 变 分 原理 ( 见 第 60 目 ) ,有 


(а, СС. (4) 

利用 下 述 的 结果 ,可 以 简化 对 g (1) 的 计算 .我 们 来 考虑 由 所 有 那些 把 圆 | 记 | < 
1 Я С, 上 使 得 点 wl 变换 成 圆周 C; 上 的 一 个 固定 点 zx、 并且 在 这 个 点 处 具有 
固定 的 延伸 系数 的 映射 所 构成 的 映射 族 . 显然 ,这 映射 族 依赖 于 一 个 实 参 数 . 我们 来 
证 明 : 圆 | w|<1 的 任何 一 个 点 wi 在 这 映射 族 的 所 有 映射 下 的 像 ,形成 与 C; 相 切 于 
点 zi 的 某 一 个 圆周 Co .要 证 明 这 结论 ,我 们 把 圆 |w|<1 与 Ci 分 别 共 形 地 映射 到 上 
半 平 面 In w 20 5 [п 《>0, 使 得 点 wl 与 z1 都 变换 成 无 穷 远 点 .这 时 ,所 考虑 的 这 
映射 族 , 便 变 换 成 把 上 半 平 面 映 到 它 本 有 身上 、\ 而 保持 点 co 不 变 、 并 且 在 点 cp 处 有 固定 
的 延伸 系数 的 一 族 映射 , 即 ,变换 成 形 如 5= асо + В 的 那些 映射 ,其 中 wo 是 个 固定 
的 实 参数 ,8 是 一 个 实 参 变量 .在 这 映射 族 中 的 不 同 映射 之 下 ,一 个 固定 点 w 的 像 ， 
显然 形成 一 条 平行 于 轴 Im 《=0 的 直线 .所 以 , 代 回 到 原来 的 变量 w 与 z 后 ,我 们 便 
得 到 了 所 求证 的 结论 . 

考虑 到 这 事实 后 ,我 们 作 一 个 与 C 相 切 于 点 zi 处 并 且 通 过 坐标 原点 的 圆周 Со, 
并 用 条 件 g(0) = zo 来 代替 条 件 g(0) =0, 其 中 zo 表示 在 Co 上 与 zx; 处 于 同一 直径 的 
相反 两 端的 那个 点 .把 圆周 Ci 的 圆心 记 作 ai ,并 记 у 
р = | 2 -а, |Ж а, = агв( =, 一 a1). 我 们 有 (参看 图 
139): = а; - ће, х = а, +те“ ,并 且 图 数 z= р 5 
rie" + di 实施 一 个 把 圆 |51<1 Ва С, 上、 并 


使 得 点 C=0,1, -过 分 别 变换 成 点 2 — а , 21 , z0 的 


映射 . 另 一 方面 ,函数 5= (ло #18 


|| <1 || <1 上 ,并 使 得 点 w = 0,1 分 别 
h 
变换 成 点 C= 5-1. 图 139 


由 此 我 们 得 到 所 求 郴 数 z= g(w) (g(0)= zo,g(1)= zi) 
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(а) riw—h а 
2 = ор( то) = rie а 
5 ri—hw | 1， 


2 2 
, __ гү А _rith 
|g (1)| (н 一 万) 1 | р: (5) 


把 问 量 = 与 zx – z 间 的 角度 记 作 a. 由 直角 三 角形 zo Oz 得 出 r= (и + А )со а, 
从 而 和 = Гот, МНО 


ricos a 


, —_ 1 
са“ = 
ГА Г| 


回顾 到 (4) 式 ,我 们 便 得 出 
Са С) >в а 5. (6) 


НДЕН ет е, [а| и, ВИА ов a 之 -2 (1-2) хи 


1+ е 
二 <1-e1, 所 以 ,在 可 以 不 计 二 阶 以 上 的 高 阶 无 穷 小 的 精度 内 ,我 们 得 出 


(е, С) І и те) 0+6) - ИЯ += 
~l – є – 26 – и? 
1+Е-Е, - єє 
=1-2е-в, – 7, 
其 中 у 是 一 个 高 于 一 阶 的 无 穷 小 . 
用 半径 等 于 ,= 了 -的 圆周 Cs 来 代替 С, ,我 们 便 得 出 类 似 的 自 上 的 估 值 


С 2а И рузае +. 

于 是 定理 1 便 证 明了 . 

由 边界 导数 的 模 的 估 值 ,在 补充 假设 (0, С) >0 下 ,还 可 以 得 出 |arg f(z,C) 
一 arg z| 在 边界 上 的 估 值 .我 们 先 来 证 明 下 述 引 理 : 

引 理 ”对 于 任何 一 个 映射 о = F(z,C),F(0,C)=0, 广 0,C)>0, 在 曲线 C 上 
总 可 以 找到 一 个 在 映射 下 辐 角 不 变 的 点 zo= roero , 即 ,总 有 这 样 的 一 个 点 zo 存在 ， 
使 得 

(те, С) = е. 
为 了 要 证 明 这 个 引 理 ,我 们 把 函数 | 的 反 函 数 记 作 g(w), 并 在 单位 圆 |w|<1 
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内 来 考虑 函数 &E .这 函数 在 这 圆 内 是 个 解析 函数 , 并 且 处 处 不 等 于 0, 因 为 


в) = g"(0)>0, 因 此 ,在 这 个 税 内 函数 В (зо) =arg 800) = Im In (外) 是 个 


УТРА. ВН А (0) = Im lng'(0)=0, 而 在 圆周 上 有 h(w)= ф- 0, ЖФ оф = 
аго g(pe”) .按照 对 于 调和 函数 的 中 值 定 理 ， 


0=h(0)= 却 |" (р 0046, 


所 以 ,至 少 存在 着 一 个 点 ,在 这 个 点 处 pg 一 9=0. 引 理 于 是 得 证 ， 
现在 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 : 
定理 2 在 定理 1 中 的 那些 条 件 与 添加 的 条 件 (0,C)>0 之 下 ,在 边界 C 上 
的 任何 一 个 点 z= re? 处 都 有 
larg f(z,C)—arg =| <л(З3е+є +1), (7) 


其 中 了 是 一 个 关于 Ve ++ и 的 二 阶 无 穷 小 . 
设 po 是 在 映射 下 不 变 的 辐 角 ,909= агр f(re”*,C), 又 ds 是 C 在 点 re? 处 的 弧 单 
元 .我 们 有 


pp 
0 一 фо = ), (е, С) 1а. 


在 我 们 所 考虑 的 条 件 下 ， 
<< а; 
所 以 ,考虑 到 不 等 式 (3) 的 左边 部 分 ,我们 得 出 
б> |" аре (ре фо) - (Зее + р) р фо). 
或 者 
9—-ф> - (3Е+=‚ +1)(ф- фо). (8) 
类 似 地 ,利用 (3) 式 的 右 一 半 ,我 们 得 出 
9—-ф< (3Е+=,+7)(ф- фо). (9) 
把 所 得 的 这 两 个 不 等 式 联 立 起 来 ,并 注意 到 可 以 只 考虑 适合 | 9 一 Ф|<л 的 那些 p， 
我 们 便 得 到 所 求 的 估 值 (7). 
对 19 一 g| 的 估 值 ,也 可 以 不 利用 不 等 式 (3) 而 得 出 ,并 日 是 在 限制 较 少 的 假设 之 
下 得 出 的 ,例如 ,可 以 不 必 假 定 ei 很 小 .我 们 将 简短 地 来 指出 得 到 这 种 估 值 的 路 径 . 


也 同 前 面 一 样 ,只 需 估 计 圆 周 | | =1 上 与 曲线 С 的 一 段 弧 zo。z 相 对 应 的 那 段 弧 
的 长 度 9 的 值 便 够 了 ,其 中 弧 zoz 的 一 个 端点 zo ,是 那 在 映射 下 辐 角 不 变 的 点 .为 了 
要 求 弧 长 3 的 估 值 ,我 们 用 位 于 区 域 D(C) 内 而 且 与 绚 zoz 相 切 的 一 段 圆 弧 Ci ,以 及 
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位 于 D(CC) 的 外 面 而 且 与 曲线 С 在 一 个 位 于 弧 zuz 的 外 面 的 点 处 相 切 的 一 段 圆 弧 
С. ,来 连接 点 zx 与 z( 图 140). 根 据 蒙 泰 尔 原理 (第 60 目 ) ,在 ИР 


и 


由 初等 函数 实现 的 那个 映射 w= (е, С, + С,) (№ 34 Н) сй 
下 , 弧 C, 变 换 成 圆周 | w| = 1 上 的 一 段 弧 , 其 长 度 大 于 9. 由 此 й 
我 们 便 得 到 了 3 的 自 上 估 值 . 互 换 C 与 C, 的 地 位 , 便 得 出 9 多 
的 自 下 估 值 . 当 s<w<0.1 时 ,用 这 途径 便 得 出 不 等 式 


|arg F(z,C) 一 arg = |<1.бџ. (10) 
上 面 所 证 的 两 个 定理 给 出 导数 模 的 变 分 和 映射 函数 的 辐 1 140 
角 变 分 的 估 值 依赖 于 区 域 边界 的 变 分 . 这 些 定理 对 边界 点 已 经 证 明 ,而 且 根据 极 大 值 
原理 它们 在 区 域内 部 也 是 正确 的 
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现在 我 们 将 给 出 对 一 些 区 域 的 共 形 映射 的 近似 公式 ,这 些 区 域 与 可 借助 已 知 的 
映射 来 映 成 典范 区 域 的 那些 区 域 ,相差 很 微 . 上 一 目 中 得 到 的 结果 使 我 们 能 够 估计 这 
些 近似 公式 的 精度 .我 们 先 从 与 单位 圆 相 差 甚 微 的 区 域 开始 . 

63. 近 似 于 圆 的 区 域 ”我 们 仍然 设 财 曲线 С 在 位 置 上 与 曲率 上 都 同 单位 圆周 
|z| =1 很 接近 , 即 ,在 С 的 极 坐 标 方程 

г=ғ(ф)=1-д(ф) (0 入 PP<2r) (1) 
中 ,我 们 假设 
10(Ф)|<=, 18(ф)1<е, 18(ф)1<е. (2) 
由 第 34 目 中 对 于 去 掉 了 一 块 其 角 点 邻近 于 е 的 月 牙 形 面积 c 的 圆 的 映射 公式 (9) 
出 发 ,我 们 可 得 出 f(z,C) 的 主要 部 分 . 
0) 2, 1+1 Ө, (100) =0, 0 (0) >0). (3) 

我 们 假定 ,从 圆 | =| <1 中 去 掉 了 两 块 小 月 牙 形 w 与 w ,它们 的 角 点 分 别 邻近 

于 co 与 em .根据 (3) 式 我 们 得 出 把 去 掉 了 月 牙 形 w 的 圆 |=| <1 映 到 圆 |w| <1 上 


去 的 映射 : 


wz + (=). (4) 
在 所 取 的 精确 程度 内 ,可 以 设 月 牙 形 о, 变换 成 一 个 面积 相同 的 月 牙 形 ,其 角 点 邻近 
于 w=e”? .现在 我 们 再 利用 (3) 式 ,按照 这 公式 , 肾 数 


б, 
ww + ур (о) (5) 
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把 去 挥 了 月 才 形 о, ШИ || <1 映射 到 圆 |w|<1 上 .把 (4) 式 中 w 的 表达 式 代 人 
(5) ,并且 注意 到 ,由 于 有 因 式 o, 存在 ,所 以 在 所 取 的 精度 内 ,可 以 在 函数 у, (w) 的 
记号 中 把 о 换 成 ,于 是 我 们 便 得 出 了 把 去 掉 两 块 月 牙 形 的 圆 | z| <1 映 成 单位 圆 的 
映射 
б, б, 
ШАУ + устр (х) + ур, (=). (6) 
如 果 在 圆 中 所 去 掉 的 那些 部 分 在 形状 上 与 月 牙 形 不 同 ,(6) 式 也 仍 保持 有 效 . 


与 半径 上 的 线段 所 构成 的 折线 来 代替 这 曲线 (图 М. ГАЯ 
д, = (1—r(t))At, =6(t)At,, 
其 中 Ді, = tiri 1,, 
此 ,应 用 推广 到 去 掉 ”个 扇形 的 情形 时 的 (6) 式 ,我 们 得 
到 
fz, Сч + 96. УЗ аба), Сода. 


用 积分 代替 和 式 , 并 把 (НЕ 在 (3) 中 的 表达 式 来 
代替 ,我们 最 后 得 到 把 近似 于 圆 的 区 域 映 射 到 圆 上 的 共 形 
映射 的 近似 公式 ; 图 141 


Сева | (7(0,C) = 0,7 (0,С) >0 (1) 


所 叙述 的 公式 (7) 的 推导 几何 上 是 直观 的 .但 是 它 不 是 充分 严格 的 ,并 且 也 没有 
给 出 这 公式 所 容许 的 误差 的 信 计 ,因此 遵循 希 雷 克 ” ,我们 还 引入 这 公式 基于 44 Н 
中 的 施 瓦 次 积分 (4) 的 分 析 推 导 . 

我 们 通过 = = g(w) 表 示 函 数 w= f(z,C) 的 反 函 数 .于 是 g(w)/w 将 是 圆 | чо | 


<1 内 的 正则 .解析 不 同 于 0 的 函数 ,因此 ln 2 中 可 以 表示 成 施 瓦 区 积分 .如 果 音 
位 圆周 的 点 w= ee 的 辐 角 和 曲线 С 的 点 z= re 的 辐 角 的 对 应 关系 9= p(0) 认 为 是 
已 知 的 ,并 且 考虑 到 在 圆周 上 Re ln 822 = ln r[g(0)], 其 中 +=r(p) 是 C 的 极 坐 
标 方程 ,那么 这 积分 可 写成 

2 1 | in [960155 949 (8) 


Tw Л 


2 
的 形状 . (在 第 44 目 公式 (4) 中 ,我 们 令 C=0, 因 为 根据 所 采用 的 规范 条 件 我 们 有 


ж 希 雷 克 . 〇 конформном отображении близких областей// Усцехи мат наук. 1956. Т. 11, вып. 5(71). 57 – 
60 м. 
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&’(0)>0, МШ(8) ЕВЕ w=0 时 是 实 的 ). 
为 了 估计 积分 (8) ,我 们 使 用 如 下 引 理 . 
引 理 ”如 果 在 区 间 [0,2x] 上 连续 可 微 实 函 数 u(i) 满 足 条 件 u(0)=u(2x)， 
lu(2)|<e, lu (1)|<e, (9) 
ЯА А, К ЖЖ 


2х И 
F(z)= 去 | ПО (10) 


е 
对 一 切 =,|z|<1, 满 足 不 等 式 
|F(z)|< МЕ, (11) 
其 中 M 为 某 个 常数. 
为 了 证 明 ,首先 我 们 注意 ,怎样 从 施 瓦 奖 积 分 性 质 推出 ,对 一 切 =,|=|<Т, 
1 2r ни 


е += 
—- ЧЕ = 1 
2л Јо е ғ ? 


因此 

F(re*) (е) = | ПОКОЕ 
可 是 按照 引 理 的 条 件 和 根据 中 值 定理 |u(i) 一 uw(p)|<elt 一 ovo|, 因 此 ,根据 积分 的 
估 值 定理 


е" + ге 
| - 


2 
Фу 一 <* | 一 。 
|F(re ) и(ф) 155 0 |z Ф| е" — үе! аг. 


显然 ,在 右边 部 分 中 的 积分 对 一 切 н,0< 1, 1—0] ф,0<ф«2л 是 有 界 的 ,而 因 
为 根据 条 件 我 们 有 |x(p)|1<s, 所 以 
ІЕ( е?) |< Е(хе”) – и(ф) + [и(ф) |< МЕ, 
其 中 M 为 某 一 个 常数 . 引 理 得 证 . 
我 们 回 到 公式 (7) 的 推导 ,由 条 件 |6(q)|<e 我 们 有 
ши[Ф(0)]=№1{1-6[Ф(0) 11 = -6L9(0)]+O(e’), 
此 外 ,正如 从 上 一 目 定理 2 的 证 明 中 看 到 的 ,在 条 件 (2) 中 pg (0) =1+ 0O(e), 因 此 
12100) 1 = 2*1Ф(0)1ф (9)= O(e) 


和 In r[g(O]1= 1 = - 181400) +0082). 


由 此 可 见 ,根据 已 证 明 的 引 理 ,在 积分 (8) 中 把 ln х[Ф(0) ЈА - 6[Ф(0)] 
O(e’ ) 阶 的 误差 . 
随后 ,根据 上 一 目的 定理 2,0- o=O(e), 因 此 ,在 我 们 的 条 件 下 
(Ф) = (00) + 8'(ф" )(0-ф) = (0) + О(е?), 
181Ф(0) 11 – (0) = (6) 1+ 0(е) | 2° (0) 
= 570) 8°(0)+O(e?) 
= 0 (ф“ )(ф- 0) +О(е?) = О(е?) 
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(ф’,ф 是 包含 在 9 Ж 之 间 的 点 ). 由 此 可 见 ,根据 引 理 ,在 我 们 所 考虑 的 积分 中 
以 采用 的 精度 级 还 可 以 把 6[ gp(0)j] 换 成 6(9) ,我 们 也 就 得 到 : 
mgee =- |” 000) 149+ О(е?) (12) 


因为 根据 同一 引 理 ,在 我 们 的 条 件 下 In ЕС) = O(e) ,所 以 


о on р 6) Оа), 


就 可 以 把 (12) 式 写成 
2 = g(w)= will 一 去 | so) 946) + О(е?) (13) 
А К РЕНИ w = f(z,C) 的 公式 ,为 此 只 要 把 (13) 式 改写 成 形状 


+ O(e’) 


1-55) 800) 5—46 
1 + [300) 049+ О(е?), 
并 且 根 据 关 系 式 8(0) = O(e) 和 ш- х= O(e), 注 意 到 ,具有 所 采用 的 精度 级 下 ,在 
积分 号 下 可 以 用 z КА оо. 由 此 可 见 ,证 明了 下 述 定理 

定理 ”如果 具有 极 坐 标 方程 


r=r(9)=1-6(09) 


一 之 


的 曲线 C 满足 条 件 

|6(v)|<e, |6(¢)|<e, |6(9)|<e, 
那么 ,实施 把 区 域 D(C) 共 形 映 射 到 单位 圆 的 函数 

w= f(z,C), f(0,C)=0, f (0,C)>0 
可 以 表示 成 形状 


w= f(z,C)= = + O(e’) (14) 


为 了 实际 目的 还 要 指出 ,在 我 们 的 映射 下 互相 对 应 的 点 z= ге? Уу ш = pe 的 极 
坐标 之 间 的 关系 : . 
pr а-2)8(2) 
~ о|1 28), 1 – 2рсоѕ(0 – г) + за |, 
gy 1 2psin(0 — #0) _ 
?EU 元， 1 一 20cos(O – ғ) + 724. 
这 些 关系 式 是 通过 把 公式 (13)( 见 第 44 目 ) 中 的 实 部 和 虚 部 分 开 而 得 到 的 ,并且 它 们 
成 立 的 精确 度 达 到 e? 阶 无 穷 小 . 当 р = const 时 ,这 两 个 式 子 便 给 出 在 映射 下 变换 成 
圆周 


2х А 
1+5) 501) 184 
ЛЈо е 一 之 


(15) 


lw|=p (0<p<1) 
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的 原 像 的 那些 曲线 的 参数 方程 . 
公式 (15) 中 的 第 二 个 式 子 在 о = 1 时 也 成 立 
1 [sin(0—1)6(1) р 0 
С ol 


从 这 个 式 子 中 得 出 
2 05. |" col (da (16) 


在 (16) 式 中 的 积分 应 当 理 解 为 奇 积分 ,因为 在 点 上 = 0 处 被 积 图 数 变 成 一 阶 的 无 穷 
大 .我 们 注意 ,根据 对 周期 函数 的 积分 的 性 质 ,在 (16) 式 中 的 积分 限 可 以 取 为 从 0 一 x 
到 9+ ,再 利用 余 切 是 奇 函数 这 个 性 质 , 便 可 得 出 :这 积分 的 主 值 等 于 


наба [е рае Део 
所 以 (16) 式 可 以 改写 成 
1 


Аб= 5 | ” 19(1)-9(0)! со 0 


的 形状 ,其 中 的 积分 已 经 理解 为 在 通常 意义 下 的 积分 了 ( 见 第 52 Н р 8(i) 满 足 
赫 尔 法 条 件 ,因为 它 可 以 微分 二 次 ). 

公式 (16) 对 于 实际 应 用 是 最 重要 的 .按照 这 个 公式 不 仅 可 以 依据 0 计算 p 的 
值 ,而 且 在 条 件 (2) 下 同样 也 可 以 计算 边界 导数 的 值 .事实 上 ,按照 公式 (17) 来 表示 差 
Л0= gp 一 9 并 对 参数 9 求 导 ,我 们 求 得 : 


ард Д. ра 502) 000) 
40 si 21-0 
2 


—# 
5 (Е) dt, 


dt (17) 


因为 Г cot < > В п 等 于 0. 
但 是 ,可 以 精确 到 关于 е 的 二 阶 无 穷 小 , 量 |g'(e”)| 等 于 在 映射 (13) 下 彼此 对 
应 的 那些 弧 的 长 度 的 比值 , 即 


(е9) 1501 8($))98. (18) 
由 此 ， |g (es1 8(ф) + 2 І | i , (19) 


п Е 81| 5 РА 0А, 


е, С) 11+ 200) - 21 * 9(:)— 000), 


0 0219 
єп 
2 


(20) 


在 根据 变 分 6( gq) 来 实际 计算 函数 f(z,C) 时 ,最 简单 的 是 用 三 角 函 数 的 和 给 
出 6 
б(Ф) = (а +аџсоѕ p+bisin ф + а›с0$ 2ф+ 0b,sin 29+…). (21) 
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ЦА 


把 这 展开 式 代 入 公式 (14) 中 ,我 们 转向 计算 形 如 
аі, ТП, -1 | sin nt < Ы -dt 


1 2х 0 COS е“ 一 2л е“ 


的 积分 ,为 了 计算 这 些 积分 ,我 们 注意 到 ,在 5=e 的 单位 圆 上 ,我 们 有 cos nt = Ке 8 
和 sin nt = Ве( 一 i ). 因 此 ,利用 第 44 目的 施 瓦 交 积分 可 以 断定 ,对 于 |z|<1 这 些 
积分 分 别 等 于 І, = "Г, = -iz”. 

考虑 到 这 些 结果 ,由 (14) 求 出 实施 把 区 域 D(C) 映 射 到 单位 圆 的 函数 的 近似 表 
达 式 : 


(=, С)==+ == [ а, + (а; ~ ib)z+(a,— 65)? +:…]+O(e’). (22) 
用 通常 的 方式 求 得 反 函 数 的 近似 表达 式 , 并 且 有 形状 
g(w)= WwW ewl ao + (ai — ib1) м + (as Е ib, )w” 十 … | + O(e’), 
由 此 容易 求 出 
g (w)=1-elaot+2(a1 —ib1)w+3(a, – №.) +--- |+ О(е?) 
并 且 ,特别 ,在 边界 上 的 延伸 
|g (е?) | — ppRemg(e ) 


=1-=[ ао + 2(а;соѕ 9 + bisin 0) +3(а2с08 20 + b2sin 20) 十 … | 十 О(е?), 


(23) 
同时 边界 点 的 辐 角 的 关系 式 
ф =0+Im 1а Е) 
=0—e(aisin 9 - bicos 0+a,sin 20 - b,cos 20+) + О(е?). (24) 
在 6(9) 以 公式 (22) 一 (24) 的 三 角 多 项 式 形状 给 出 的 情形 中 对 计算 是 十 分 方 


便 的 . 
Я 考虑 把 带 有 半 轴 a =1+e ЖЬ = 1 的 椭圆 映射 到 单位 圆 的 映射 .由 于 椭圆 方程 是 x = 
(1+e)cos ф,у= sin 9, 所 以 p=vV (1+e)’cos p+sing=1+ ecos ф + О (є), НШ д(ф) = 


-ecos р= — >- (1+ оов 29), 并 且 按照 公式 (22) 


К=,С)==-5-=(1+2)+0(=). (25) 


最 后 我 们 注意 到 ,公式 (14) 一 (17) 对 于 把 接近 于 圆 的 区 域 的 外 部 映射 到 单位 圆 
的 外 部 的 共 形 映射 
w= F(z,C), 下 (co,C)=oo 
仍然 有 效 ,只 要 SCp) 由 形 如 
r=r(9)=1+6(09) (26) 
的 曲线 С 的 方程 定 出 .这 个 说 明 由 下 列 情 况 推 出 , 即 上 面 指 出 的 公式 (14) 一 (17) 的 
推导 是 建立 在 公式 (3) 的 基础 上 的 ,而 公式 (3) 对 区 域外 部 也 是 成 立 的 .但 是 ,对 于 导 
数 的 公式 有 一 些 改 变 .事情 在 于 ,如 果 w= (5) 是 把 C 内 部 映射 到 圆 ,那么 把 C 的 
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外 部 映 到 圆 的 外 部 的 映射 有 形状 F(z) A = Грн. и 
/(+ > 


С ЕАИС =, (5 由 (20) 定 出 ,而 
此 ,代替 (20) 我 们 将 有 
Е.С) 00р) д 7 202090 д. (27) 


мт 
64. 近似 于 已 知 区 域 的 区 域 ”在 这 一 目 中 ,将 给 出 下 述 这 个 在 应 用 上 很 重要 的 问 
题 的 一 个 近似 解答 : 
设 已 给 定 一 个 包含 点 z0 的 单 连通 区 域 D(C), 有 具有 满足 李 雅 普 诺 夫 条 件 的 边界 
С ( 见 第 29 目 ), 并 设 把 D(C) 共 形 映 射 到 单位 加 上 去 的 那个 函数 


| 1 
[TCD 


w= f(z,C); f(zo0,C)=0, fF (zo,C)>0 (1) 
是 已 知 的 .要 求 找 出 一 个 共 形 映射 
w= f(z,C); f(zo,C)=0, f(zo,C)>0, (2) 


把 近似 于 D(C) 的 一 个 区 域 D(C) 映 到 同一 个 单位 圆 . 

利用 在 上 一 目 中 所 得 到 的 那些 公式 ,我 们 可 以 给 出 所 提 的 问题 的 简单 解答 . 设 
zi 是 C 上 的 在 映射 (1) 下 被 变换 成 点 w= 1 的 那个 点 .我 们 把 周 线 C 在 点 zi 与 任意 
点 z 之 间 的 那 一 段 弧 的 长 度 记 作 s. 当 xz 由 点 zi 出 发 , 循 正方 向 沿 着 周 线 С 运动 时 ， 
数值 * 从 0 变 到 / ,这 里 / 是 周 线 C 的 长 度 . 

因为 C 满足 李 雅 普 诺 夫 条 件 , 所 以 映射 (1) 在 边界 上 是 共 形 的 ( 见 第 29 目 ), 如 
果 用 0 表示 在 圆周 |w| =1 上 的 点 w= f(z,C) 的 辐 角 ,那么 


=|f(z,C)| 和 60(s)= | (=, С) 1а. (3) 


现在 设 周 线 C 在 下 述 的 意义 下 接近 于 C .我 们 把 周 线 C 在 z 点 的 法 线 上 夹 在 C 
与 C 之 间 的 那 一 线段 的 长 度 记 作 5(s). 如果 这 段 线 段 属 于 区 域 D(C) ,长度 8(s) 便 
取 “+ ”号 ,反之 便 取 “一 ”号 (图 142) ;我 们 假定 

16(s)|<e, |9(5;)|<;, |6(s)|<e, (4) 
其 中 e 是 一 个 固定 的 很 小 的 数值 . 

在 平面 w= pe 上 作 一 条 接近 于 单位 圆周 的 周 ， 
С’ ,这 条 周 线 由 极 坐标 方程 

о=1- 17 (=,С) 1805) =1- 2° (5) 
决定 .其 中 ; 是 9 的 函数 ,由 (3) 式 来 确定 . 设 

w=f(w,C*),f(0,C’ )=0,f(0,C* )>0(5) 图 142 
是 按照 上 一 目 中 的 公式 (7) ,而 把 其 中 的 6(1 ) 换 成 
д" (1) 所 定 出 的 函数 ,于 是 ,所 求 的 那个 把 区 域 D(C ) 映 成 单位 圆 的 映射 ,显然 可 以 
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按照 下 面 的 公式 来 构成 ”: 
ш = («СИ С), С" ] 
е! е + f(z,C) С), 


= К.С) 1+5 |" 00) суй (6) 


利用 上 一 目 中 的 公式 (16) 与 (19), 也 可 以 在 由 所 给 的 映射 痪 到 相近 的 映射 时 , 求 出 边 
界 对 应 关系 的 变 分 与 导数 的 变 分 

我 们 还 要 谈 一 下 刚才 所 研究 的 那 间 题 的 一 个 重要 的 特例 : 当 周 线 С БС 仅 在 以 
C 上 的 点 a 为 中 心 的 一 小 段 弧 上 不 同时 的 情形 (所 谓 局 部 变 分 的 情形 )、 

把 包含 在 C 与 之 间 的 那 块 面积 记 作 o, 如 果 忆 在 D(C) 的 内 部 ,我 们 便 把 o 取 
“+ "号 ,反之 便 取 “ - "号 .对 于 局 部 变 分 的 情形 来 说 ,公式 (6) 的 形状 是 

Ка, С) 1+ (а, С). ЕДЕ, (7) 
其 中 9 是 圆周 |w| = 工 上 的 在 映射 m= f(z,C) 下 对 应 于 变 分 中 心 a 的 那个 点 的 辐 
角 . 其 实 ,在 这 情形 中 ,可 以 利用 上 一 目 中 的 公式 (3) 来 代替 上 一 目 中 的 公式 (7) ,这 时 
在 公式 中 应 当 用 
=|f (a,C)l’o 

来 代替 a. 由 (7) 式 中 直接 得 出 :映射 /的 变 分 ,与 面积 o 成 正比 ,而 且 在 周 线 的 变 分 
地 点 附近 ,与 到 这 变 分 地 点 的 距离 成 反比 . 

在 局 部 变 分 的 情形 下 , 当 函 数 8(p) 仅 在 圆周 |w| = 1 上 那个 点 ew 的 附近 长 度 
为 р 的 一 段 上 不 等 于 0 时 ,第 63 目 中 关于 在 边界 上 的 延伸 系数 的 那个 公式 (19) , 具 
有 如 下 的 形式 


до | 4.0’ (00) ПОРО М 1 
Ei 9 (8) 
Әп 5 50 7 


(我 们 假定 ,w= e 位 于 边界 的 未 经 形变 的 部 分 上 , 即 ,8(0)=0). 进 一 步 , 按 照 复 合 函 
数 的 求 导 公式 ,有 М 


_|f(z, C) 
f(z,C)|= 15 dw 
dw 
把 (8) 式 代入 这 式 子 中 ,结果 我 们 得 出 边界 导数 
fz) f(z,C) ае ,OF eol (9) 
Sin 了 


其 中 9-5 9 分 别 是 在 圆周 |w| =1 上 的 在 映射 
w= f(z,C) 


ж 为 了 可 以 应 用 公式 (6) ,我们 应 当 假 定 : 不 但 5,6 ,6 很 小 ,而 且 6* ,8*“,6* “也 很 小 . 如果 原来 的 周 线 足 
够 光滑 ,例如 ,具有 可 以 二 次 可 微 的 曲率 ,那么 这 假定 总 是 成 立 的 . 
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下 与 周 线 C 上 的 点 a 与 z 相对 应 的 那 两 个 点 的 辐 角 

由 (9) 却 可 以 知道 :函数 了 三 的 边界 导数 的 变 分 ,与 面积 o 成 正比 ,并 且 在 变 分 地 
点 的 附近 与 到 变 分 地 点 的 距离 的 平方 成 反比 . 

6S. 结 果 的 推广 所 有 在 前 面 所 叙述 的 那些 命题 与 公式 ,都 可 以 移 用 到 把 区 域 
映 成 其 他 典范 区 域 的 共 形 映射 的 情形 中 去 .这 样 的 移 用 ,或 者 是 借助 于 一 个 把 圆 映 
成 其 他 典范 区 域 的 共 形 映射 ,或 者 是 直接 借助 于 第 60 目 中 的 变 分 原理 , 便 可 以 

我 们 从 与 此 有 关 的 那些 公式 之 中 , 举 出 一 些 最 值得 注意 的 : 

(1) 半 和 平面 的 情形 ”我 们 沿用 在 第 60 目 中 所 采用 的 记号 ,并 假设 曲线 С 是 由 
方程 

у= у(х) 
所 确定 的 ,而 且 
|у <=, |y|<e, |y |<e, lim xz*y(x)=0. (1) 
在 这 些 条 件 之 下 ,实施 把 区 域 D(C) 映 到 上 半 平 面 上 的 那 函 数 
w= (=,С), f(%,C)=1, 

可 以 用 下 面 这 个 近似 公式 来 表达 


w= (а, С)а + а, (2) 
(参看 第 34 目的 (7) 式 ). 对 于 f(z,C) 的 反 函 数 g(xw) ,我 们 由 (2) 得 出 
каа Г 0а о 


这 个 式 子 对 于 所 有 那些 满足 不 等 式 Im 0 的 w 值 都 是 成 立 的 ,特别 是 , 令 w= 
“ ,我 们 便 得 出 在 曲线 С 上 的 点 与 在 u 轴 上 的 点 之 间 的 关系 


_ _1[” Ура 
ти =. 7 (4) 
以 及 导数 的 近似 公式 
, 1. 1 [” y(t)-y(u) 
ПО ра (5) 


(参看 上 一 目 中 公式 (19) 的 推演 过 程 ). 

所 有 上 面 举 出 的 这 些 公 式 ,都 是 在 可 以 不 计 关 于 е 的 高 阶 无 穷 小 的 精度 内 成 立 
的 ”. 

(2) 带 形 的 情形 “完全 类 似 ,根据 第 58 目 中 的 变 分 原理 与 第 34 目 中 的 公式 
(13) ,我 们 可 以 很 容易 地 得 出 把 近似 于 带 形 0< y<1 的 区 域 映 到 带 形 0< z<1 上 去 
的 共 形 映射 的 近似 公式 . 设 已 经 给 定 了 两 条 曲线 Cu:y= yo(z) 与 C:y=y(z), 其 中 


* 积分 (4) 与 (5) ,以 及 当 = 与 w 是 实数 时 的 积分 (2) 与 (3) ,都 应 当 理 解 为 奇 积 分 . 
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уо(2) 5 у(х) #18 РЖ, ЭН. 
уо <=, [Ус| <=, 1у%1<е, 
|у-1| <=, |y|<e, |y|<e. 
在 这 些 条 件 之 下 , 函数 
w= f(z,Co,C); f(+%,Co,C)=+% 
精确 到 关于 е 的 二 阶 无 穷 小 ,可 以 由 下 面 这 个 式 子 来 定 出 : 


(=, С, С)== в. yo(t)cth те (2), 


(6) 


+5 |. 1 - оазе а, (7) 


Р В = g(w), 则 可 以 由 式 子 
z=g(w) 
Tw 


Аи -| yo(t)cth 


-| 1 убт 0 1) (8) 
来 定 出 . 式 (8) 是 在 闭 带 形 0 二 wv 过 1 内 成 立 的 .特别 如 , 令 w = и, ЖЛИЕНАЕ и 轴 


上 的 点 与 在 曲线 Co 上 的 点 之 间 的 对 应 关系 : 
х 25и – 5 > | yo(t)cth "и п(и 1) 


-| {1— lee Da (9) 
为 了 对 奇 积分 (9) 进 行 微分 ， 我 们 以 如 下 方式 来 进行 ， 注意 到 积分 的 主 值 
л и 2 (и?) (и-1) |1“ 
И ch uD = -2 4а || а т жи) + [nh 1 |]. 
м л(и-М) 
= 2 ца 


Л М-о 


sp 904+ М) =2и, 
2 


把 公式 (9) 改 写成 形状 
2и 3 И wl) -wD lh Dg -5 И {1— у(2) НЬ TD (ии. 
现在 对 и 求 导 ,我 们 便 得 出 其 导数 的 近似 表达 式 


Са) 1 аба) + ауа х забув 


(10) 
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(一 yo(u)u 这 一 项 与 对 第 一 个 积分 进行 求 导 时 所 得 的 那 一 项 相抵 消 )” 
我 们 还 要 指出 当 变 分 具有 局 部 性 时 的 两 个 公式 . 设 在 x 轴 上 所 有 点 处 ,除了 一 
个 以 点 a 为 中 心 的 小 区 间 外 ,都 有 
У(х)=1, у(х) =0, 
并 设 о 是 包含 在 x 轴 与 曲线 y= yo(x) 之 间 具 有 相应 符号 的 那 块 面积 (yo(xz) 沿 x 9 
的 积分 ). 
在 这 些 条 件 之 下 ,在 点 a 的 一 个 邻 域 的 外 面 ,我们 便 有 


(к, С) 151-2 2 


ттер 
(11) 
О rao 
由 (11) 式 中 可 以 知道 ,在 带 形 的 情形 ,局 部 变 分 的 影响 ,如 e 一样 减弱 ,其 中 / 
是 到 变 分 地 点 的 距离 . 
施行 上 面 所 说 的 局 部 变 分 足够 多 次 ,可 以 证 明 下 述 更 一 般 的 命题 成 立 : 
局 部 化 原理 ” 设 d(z) 表 示 与 曲线 Co 在 点 z 处 相 切 并 且 整 个 包 侈 在 带 形 
D(Co,C) 内 的 最 大 的 圆 的 直径 ,假设 对 于 这 曲线 上 所 有 的 点 z 都 有 
d(z)=0d,, 6,<0<0,, (12) 
其 中 4.,,0.>0 5 0, <ож жЕ ЕЖ. 于 是 ,对 于 带 形 D(Co,C) 的 在 圆 |z 一 zo | 
</ 外 面 的 任何 一 个 变 分 来 说 ,那个 把 带 形 D(Co,C) 映 成 带 形 0<wv<h 的 共 形 映 
射 的 在 点 zo 处 的 延伸 系数 的 变 分 ,都 满足 不 等 式 


| Г (=, Со, С)|< Ме "а, (13) 
其 中 M 与 m 都 是 常量 . 
可 以 计算 出 ,如果 变 分 地 点 离开 点 zo 的 距离 大 于 带 形 宽度 的 4 倍 ,那么 
In| 了 (zo ,Co,C)| 的 变 分 便 小 于 1%. 
由 (13) 式 也 可 以 知道 ,在 比 导 出 (10) 式 时 所 用 的 那些 条 件 更 宽 一 点 的 条 件 下 ， 
(10) 式 也 仍 有 可 能 应 用 .例如 , 若 
тах {| уо, у= 16| [У 1,151,151 <е Ня -хж +1, (14) 
其 中 и 是 任意 一 个 正 数 ,那么 在 点 zo = zo + іу (хо К, 


ra,Co,C)1=1- 玫 | (Е) - 020) р 


一 oo pp2 Tt To) 


* 本 书 第 一 版 中 公式 (10) 的 推导 有 错误 ,斯 捷 潘 诺 夫 (T.1O.Creuarnoe) 友 好 地 给 我 们 指出 . 
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чи мВ. (15) 
С я — 
并 且 剩 余 项 R 的 值 可 由 不 等 式 
|< Ае? (16) 
来 估计 ,其 中 是 一 个 常量 , 仅 与 y 及 тах | у(х) – у(х) ПН. 

(3) 狭窄 带 形 ”把 给 定 的 带 形 映 到 直线 带 形 上 去 的 共 形 映射 的 导数 ,其 在 一 个 
边界 点 处 的 值 ,是 依赖 于 这 个 点 的 位 置 以 及 这 带 形 的 全 部 边界 的 .在 狭 罕 带 形 或 者 其 
曲率 变动 很 小 的 带 形 的 情形 ,我 们 可 以 给 出 | (=, Co,C)| 的 边界 值 的 一 个 近似 的 
公式 ,在 这 公式 中 仅 包含 带 形 的 宽度 .Co 与 С 之 间 所 成 的 角度 以 及 这 两 条 曲线 的 曲 
率 ,并 且 所 有 这 些 量 都 是 在 其 中 一 条 曲线 上 一 个 给 定 的 边界 点 z 处 .与 另 一 条 边界 
曲线 上 的 某 一 个 (由 点 z 来 确定 的 ) 点 z 处 来 取 的 .我 们 来 讨论 狭窄 带 形 的 情形 . 

设 已 经 给 定 了 一 个 带 形 D(Cu, C) ,并 设 zo 是 曲线 С 上 的 任意 一 点 .仿照 着 月 
牙 形 情形 ( 见 第 34 目 ) ,我 们 把 曲线 C 在 点 zo 处 的 法 线 上 那 段 线 段 zo zo 的 长 度 记 作 
п=п(20), Н Co 在 点 zo 处 的 法 线 与 C 在 点 z 处 的 法 线 所 成 的 角度 记 作 9 = 
9(zo), 把 C 与 Co 在 这 两 个 点 处 的 曲率 记 作 (zo) 与 (0). 

设 函 数 

ш= f(z,Co,C;h); Ј( +оо, Су, С;А) = +оо 
З О (Со, СЯ О < w< 天 .在 这 些 记 号 下 ,有 下 述 定理 成 立 : 

定理 如果 hh 是 一 个 很 小 的 正 数 ,曲线 C0 与 C 满足 条 件 

k—ko 


а. А<п<«а,ћ; 91 <азй, | р А |gk|,|k, | <а., 
1 (17) 
| dk ако < | ак 4 ko < 
а 1а 1175 а ат | 546 
其 中 那些 a, 都 是 与 h 无 关 的 常数 ,那么 
В Ир Ир 1 "| 
(е, Со, СА) |= 1+ бе + ЗАТ 798 +39 +Ю, (18) 
ЕЖАЖЬ 的 值 可 以 由 不 等 式 
[IRI<Ah’ (19) 


来 估计 ,其 中 A 是 仅 依赖 于 常数 a, 的 一 个 常数 . 

经 过 点 zxo 与 x 分别 作 曲线 С 与 Co 的 密切 圆周 С 与 C6 ,我 们 用 D(Co,C) 来 记 
包含 在 这 两 个 圆周 之 间 的 那个 月 牙 形 (图 143). 由 于 按照 第 34 目 中 的 (18) 式 ,在 把 
D(Co,C) 映 成 宽度 等 于 的 带 形 的 那个 映射 下 ,在 点 zo 处 的 延伸 系数 是 


с. А п п п?,5, 192 3 
Р Сео, Со, С5А)1= = +++ +9 + OCh’), (20) 


所 以 ,要 证 明 这 定理 ,我 们 只 要 证 明 | (zo,C。,C;h)| 与 | (zo,Co,C;h)| 的 差 是 
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с 
ғ 
С 
о 
У 
е^ 
о 


当 -- _ -一 


图 143 


一 个 其 阶 不 比 廊 低 的 无 穷 小 便 够 了 . 

在 这 个 所 要 证 明 的 定理 的 条 件 下 ,曲线 Co 与 С 的 曲率 都 是 有 限 的 ,并 且 它 们 的 
差 是 一 个 与 h 同 阶 的 无 穷 小 量 .因此 ,根据 初等 的 计算 , 便 可 以 知道 :月 牙 形 D(C。， 
C) 的 两 个 角 点 都 位 于 离 点 x* 有 限 距 离 处 * .根据 本 目 第 (2) 部 分 中 的 局 部 化 原理 ,如 


Яе" МА? В, 1 [Зв — № M ) 的 话 ,这 区 域 的 在 圆 |z -x。|</ 的 外 
面 的 任何 一 个 形变 ,都 将 使 延伸 系数 | (ао, Co,C) | 产生 一 个 其 阶 不 低 于 hi 的 无 穷 
小 的 改变 ”. 所 以 ,在 我 们 的 估 值 的 精度 下 ,可 以 认为 :在 加 

а |= 


的 外 面 ,区 域 D(C。,C) 与 月 牙 形 D(C。,C) 相 重合 .首先 我 们 假定 ,在 圆 |z — =. |< 
内 ,曲线 СБ Co 相 重合 .实施 一 个 把 月 牙 形 D(C ,C) 映 到 在 平面 C=&+ г) 中 的 带 
В 0<у<л 上 去 的 共 形 映射 ,把 Cu 变换 成 这 带 形 的 下 沿 Г. В С 变换 成 带 形 的 上 
沿 本 ,并且 把 点 zo 变换 成 点 8 = 计 . 这 时 曲线 С 变换 成 在 点 5, = л 处 与 直线 下 相 密 
切 的 某 一 条 曲线 Г. 根据 (20) 式 ,在 我 们 的 映射 中 ,延伸 系数 是 有 上 界 与 下 界 的 ,所 
以 ,我们 只 需要 证 明 : 当 |&|<io 时 ,把 带 形 D(T,, 古 ) 映 成 带 形 0<v<h 的 那个 映射 
在 点 处 的 延伸 系数 ,与 数 1 (这 是 在 把 带 形 D(T, , 卫 ) 映 到 它 本 身上 的 那个 映射 中 
的 延伸 系数 ) 仪 相差 一 个 其 阶 不 低 于 h 的 无 穷 小 . 

我 们 在 点 《=0 的 邻 域内 ,把 曲线 Г 的 方程 按照 泰勒 公式 来 表示 y=h + аё + 

В“ +о(=) (其 中 与 名 的 系数 等 于 0, 因 为 芽 与 直线 T 是 相 密 切 的 ). 对 |&|<<1， 


* 用 计算 可 以 证 明 ,月 牙 形 的 半 底 的 平方 为 
= тел (172) но (1425), 
其 中 a= 二 是 一 个 有 界 量 . 
0 


жк 在 我 们 的 条 件 下 ,这 原理 显然 可 以 应 用 ,并 且 可 以 取 
dw =h. 
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展开 式 中 的 剩余 项 是 一 个 其 阶 较 h*ln' 二 高 的 无 穷 小 ,这 就 是 说 ,在 我 们 所 取 的 精度 


内 ,可 以 把 它 略 去 . 
我 们 来 试图 选择 常数 a 与 5 ,以 使 得 函数 

б= w+ аи? + bw (21) 
实施 把 带 形 0< v<h 映 到 5 平面 中 的 一 个 由 轴 与 (至 少 当 | 引 < ВА у= 
р + ae 所 围 成 的 带 形 上 去 的 映射 .如 果 a 与 5 都 是 实数 ,那么 对 于 那些 实数 值 w = 
u ,对 应 的 & 的 值 也 将 是 实数 ,这 就 是 说 ,这 两 个 带 形 的 下 沿 彼此 互相 对 应 . 当 w= 
и 十 廊 时 ,我 们 有 

ПЕЙ + 2аһћи +4bhul(u’ = Һ?), 
ё=и+а(и? = Һ?) +Ъ(и -6h’u +h’), 

所 以 , 令 а = 20А? ‚4 = а 后 ,我 们 便 得 出 : 


ЕЙ + аи’, 


ё= и + ри 4 и? 1). 


由 第 二 个 方程 中 可 以 知道 ,x= 2+0 | Alm 元 ) ,因此 ,就 我 们 所 取 的 精度 来 说 ,在 第 
一 个 方程 内 可 以 取 и= &, 于 是 得 到 7=h + ос? ,这 就 是 我 们 所 需要 的 .把 所 求 得 的 a 
与 6 的 值 代入 (21), 便 得 出 所 求 的 映射 就 是 

а. (22) 
由 (22) 式 知道 ,对 应 于 点 名 = 认 的 那个 点 是 

и = іћ + o 人 (in 元 )， 
所 以 ,映射 (22) 在 这 个 点 处 的 延伸 系数 是 


181: 


dw “у 


这 便 是 我 们 所 需要 证 明 的 . 

类 似 地 可 以 选择 常数 с 与 4 ,使 得 函数 = w+ cw + аи? 实施 一 个 把 带 形 0< 
о<һ Њене 轴 与 曲线 w=h+ 诺 ' 所 围 成 的 带 形 上 去 的 映射 . 当 思 =w+ih 时 ,我 
们 有 


=[ | 1+ ahw+ gor 1+9), 


ПЕЙ + св (3и – Һ?) + аһ (5и – 10һ?и?+һ*), 
ё = и + си(и? – Зћи) + ди(и* - 104? и? +54“), 
所 以 , 当 令 Зс =10а1? ‚5ав = 6 后 ,我 们 便 得 到 


ПЕЙ + Вы" - а“, ё= и + oO 人 (Pi 元 |， 
于 是 在 我 们 所 采取 的 精度 内 ,7=h+ Be .因此 ,所 求 的 那个 映射 的 形状 是 
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“= 也 + 本 2 и? +2 °, (23) 


而 它 在 点 wo= 示 + o( sim 元) 处 的 延伸 系数 等 于 


| 名 | 
显然 ,在 所 需要 的 精度 内 ,映射 


C= w+ + 十 5 о? + 


= [1+2 Р | =1+O(h’). 


wo 


2 

与 把 带 形 0< wv<h 映 到 市 形 D(T,, 厂 ) 上 去 的 那个 映射 相 重合 ,并 且 它 在 对 应 于 5, 
= ih 的 那个 点 wo 处 的 延伸 系数 等 于 1+ O(h” ). 对 于 曲线 Co 在 圆 |z 一 zo|< 内 与 
Co 相 重 合 时 的 情形 ,定理 已 经 证 明了 . 

曲线 C УС 相 重合 时 的 情形 ,可 以 完全 类 似 地 来 讨论 .至 于 一 般 情形 , 则 可 以 化 
成 这 两 种 已 讨论 过 的 情形 ,因为 可 以 先 从 区 域 D(C。,C) 变 换 到 区 域 D(C。,C) 上 ， 
然后 再 从 D(Co,C) 变 换 到 D(C。,C) 上 .因此 定理 已 经 全 部 证 明 . 

在 结束 时 ,我 们 再 举 一 个 由 公式 (18) 得 出 的 结果 ,这 结果 可 以 通过 初等 估计 而 
得 到 . 

设 曲线 Co 与 х 轴 相 重合 ,而 曲线 C:y=y(Z) 满 足下 列 诸 条 件 : 


ай<у(х)<а>Ё, 
/ 3 „ om 1 (24) 
|у 1<азА2, |у 1<аһ, |y |<ash?. 


在 这 样 的 条 件 之 下 ,在 曲线 C 上 的 任何 一 点 处 我 们 都 有 : 
_ И Ти 5 
fC Ch) 1+ у |8, IRI<A, — (05) 
其 中 A Жа. 


为 了 证 明 只 要 指出 ,在 采纳 的 条 件 下 ,并 且 具 有 公式 (18) 中 所 采用 的 精度 可 以 
与 出 


Е ГОХЕ — У 和 — У’ А и 
9 = агсап у Ру ‚п cos 9 y,k CT 
同样 把 包含 п” ЕЯ 的 项 略 去 . 
$3 应 用 


在 这 里 我 们 将 给 出 变 分 原理 对 于 连续 介质 力学 中 看 干 问题 的 应 用 . 

66. 浮 力 的 计算 ”理想 流体 这 种 模型 , 仅 是 在 描述 现实 的 液体 或 气体 的 运动 时 的 
第 一 近似 .因此 ,例如 ,在 第 49 目 中 所 得 出 的 那个 求 浮力 大 小 的 公式 ,其 实 是 不 精确 
的 : 当 考 虑 到 流体 的 黏 性 可 压缩 性 等 等 时 ,除了 浮力 以 外 还 会 出 现 有 害 的 阻力 НУ 
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不 均匀 性 以 及 其 他 的 许多 因素 ,而且 这 些 因 素 ,在 颇 大 的 程度 上 是 与 沿 着 机 辟 的 气流 
的 速度 的 分 布 特性 有 关 的 .由 于 这 个 原因 , 当 从 事 解 决 有 关 改 进 机 到 质量 的 问题 时 ， 
用 来 计算 当 由 一 个 已 知 断 面 С 换 到 近似 的 一 个 断面 C 时 的 速度 分 布 的 简单 方法 , 具 
有 很 大 的 意义 . 
因此 ,我 们 产生 了 下 面 这 个 问题 : 
依据 断面 C 的 形状 的 变 分 ,来 确定 关于 这 断面 的 速度 与 浮力 的 变 分 . 
根据 对 于 近似 区 域 的 共 形 映射 的 那些 近似 公式 ,可 以 给 出 这 问题 的 简单 解答 . 设 
已 经 给 定 了 一 条 具有 一 个 角 点 a 的 周 线 C ,以 及 一 条 在 位 置 上 与 曲率 上 都 同 C 很 接 
近 的 周 线 C. 此 外 ,我 们 还 假定 :点 a 属于 C ,并且 C 在 点 a 处 的 那 两 条 切线 ,也 是 C 
的 切线 (图 144). 
而 且 ,我 们 还 假定 , 绕 C 流 的 气流 是 已 知 的 ， 
于 是 我 们 可 以 认为 气流 速度 У 也 是 已 知 的 ,把 它 
看 作 是 周 线 С 的 弧 长 * 的 函数 . 取 点 a 作为 计算 5 
的 起 点 ,并 设 * 的 增 大 是 对 应 于 按 正方 向 沿 C 绕 
行 的 (0 委 s 委 站) .此 外, 我们 还 假设 把 周 线 С 的 外 
部 映 到 单位 圆 的 外 部 |85| >1 上 去 的 那个 共 形 映射 
E=F(z,C); F(%,C)=% (1) 
也 是 已 知 的 ,特别 是 ,在 C 上 的 点 与 在 圆周 C=e”* 上 的 点 之 间 的 对 应 关系 
0=0(5); s=s(0) (2) 
是 已 知 的 .我 们 用 n(s) 来 记 С 的 法 线 的 包含 在 C 与 C 之 间 那 一 段 线段 的 长 度 ,这 
n(s) 的 取 “ 一 "号 或 取 “+ ”号 , 视 这 一 段 法 线 位 于 С 的 内 部 或 外 部 而 定 . 在 映射 (1) 
下 ,曲线 С 变换 成 一 条 曲线 C* ,在 不 计 关 于 
max|n(s)| 


的 高 阶 无 穷 小 的 精度 内 ,C* 的 极 坐 标 方程 将 有 形状 : 
p=1+n[s(0)]9 =1+6(0) (3) 


(我 们 令 5= pe”). 把 C 的 外 部 映 到 单位 圆 外 部 |w| >1 上 去 的 那个 映射 ,显然 可 以 
表示 成 


С n(s ) 


Су 


144 


w= Е(2,С)= Е[Е(2,С),С*], Е(о, С) = оо (4) 
的 形状 ,其 中 ш= Е(Е, С"), Е(о, С") = офи С" ВУК | ш| >1 上 去 的 映 
射 .根据 求 复 合 函 数 的 导数 的 公式 ,由 此 便 有 
[F(z,C)|=|F(¢,C’)|:|F’(z,C)|, (5) 
而 且 在 这 式 子 的 右 端 ,函数 |F(z,C)| 是 已 知 的 ,| (<,C* )| 可 以 用 第 63 目 中 的 
近似 表达 式 (27) 来 确定 
ЕЕ," 200) - 1 [7 а, (6) 


0 sin? 1—0 
2 
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( 见 第 63 目 末 所 提出 的 注 ). 如 果 注 意 到 ,映射 (4) 把 对 于 C 的 绕 流 问 题 化 成 了 对 于 
圆柱 面 的 绕 流 问题 ,那么 ,在 周 线 C 上 的 点 z 处 的 流速 的 大 小 , 便 可 以 按照 第 49 Н 
中 的 (9) 式 来 确定 : 
~ Ос 
1V|= 一 一 一 一 
Е (оо, С) | 
其 中 о ЭСК“, 0= 0+ Л0 50, =0+Ab 分 别 是 点 z 与 a 在 映 
射 (4) 下 的 像 的 辐 角 . 拿 这 个 式 子 来 同 那个 用 来 表示 在 С 上 那些 点 处 的 流速 的 同样 
的 公式 


‘|sin -эт 6, | -|Е’(=,С)|, 


УТУ 9—зш 0,1 :1Е' (2, С) 

相 比 较 , 并 利用 (5) 式 与 (6) 式 ,我 们 得 到 

~ У sin 0 — эп 6, 1 fr (+) – 800) 

ГУ 1 sin Ө — эп 00 100 а, 52120 а 
029 — 


Fo ec 
但 是 ,把 第 63 目 中 的 (7) 式 对 z 微分 ,然后 再 取 zx 一 co 时 的 极限 ,我们 便 得 到 
ГЕ’, бе | аба. (8) 
男 一 方面 ， 


sin 0 — sin 0 _ эт Ө + соз ӨДӨ — эп 0 — соз 9, Аб, 
sin 0 — sin 0, sn 0 ~ sin 0, 
cos ӨЛӨ — соѕ 9, Аб, 


sin 9 — эт 0, 


其 中 的 Ab 与 Ab, 照 第 63 目 中 的 (16) 式 来 确定 : 


а ‚ Дӣ, = 5 В (1) сот 
(在 这 两 个 式 子 中 我 们 改换 了 符号 ,因为 我 们 所 关心 的 ,是 在 第 63 目 中 的 那些 记号 下 
记 作 0-p 与 0 – ф 的 那 两 个 量 ). 把 所 求 得 的 值 代 入 (7) 式 内 ,并 略 去 高 阶 无 穷 小 ， 


最 后 我 们 便 得 出 
= 1УНЕ- 849) + 


= С и (9) 


соѕ ӨЛӨ — cos 9, Абу 


sin 0 — sin 0, 


+ 去 5D 一直 |。 | 
SIN р. (10) 
公式 (10) 说 明了 在 周 线 忆 与 C 的 位 于 C 的 同一 条 法 线 上 的 点 处 的 流速 之 间 的 关系 . 


我 们 注意 ,按照 第 63 目 中 所 说 的 ,在 根据 公式 (10) 作 实际 计算 时 ,最 好 是 用 三 角 


ж 我 们 认为 ,在 无 穷 远 处 流速 的 方向 是 沿 着 实 轴 的 ,这 就 是 说 ,在 第 49 目的 那些 记号 下 ,9=0. 
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РЈ ЖМИ 001), 


$(+)==(а + а, соѕ г + Б, эт Г + а,соѕ 27 + Б,ѕіп 21+), (11) 


来 进行 计算 .在 这 时 ,用 第 63 目 中 的 (23) 式 来 代替 (6) 式 比较 方便 (同时 也 注意 到 


Е”(Е,б”)= tan) ,于 是 代替 公式 (10) 我 们 得 到 


=! 1+ 95$ ӨЛӨ – соѕ 9 Дб, 


sin 0 ~ sin 0, 
—e[2ao +2(aicos + bisin 9) +3(а,соѕ 20+ b,sin 29) +: |}, (12) 
其 中 
Дб=Е(а: ѕіп 0 – bicos 0+a,sin 20— b,cos 20+…), 
Дб, = є (а, ѕіп 00 — bicos 0, +azsin 246% — b,cos 26% 十 …) 
(参看 第 63 目 中 的 (23) 式 与 (24) 式 ). 
公式 (12) 与 (13) 也 可 以 用 来 解 下 述 的 逆 问 题 . 
根据 已 给 定 的 在 机 权 处 的 流速 的 变 分 , 求 出 其 所 对 应 的 机 权 断 面 的 变 分 . 
我 们 来 考虑 周 线 С 的 变 分 中 的 一 种 特殊 情形 ,此 时 С 与 C 仅 在 以 点 *: 为 中 心 的 
一 小 段 弧 上 不 同 (局 部 变 分 ) .在 这 样 的 情形 下 ,我 们 令 
0,=0(51), | (2) =о, 


于 是 在 变 分 地 点 的 外 面 ,在 可 以 不 计 关 于 о 的 高 阶 无 穷 小 的 精度 内 ,代替 公式 (9) 与 
(10) 我 们 有 


(13) 


_ б@ 9—0, _ б Qo — 6; 
Дб = > сот 5} Або = 5 со —5—, (14) 
_ А cos gcot 5 01 — оов о 200 1 
УТУ 15 sin 0 ~ ѕіп 0, +15 . 20-0, ||` 
“sin 一 7 


我 们 转向 讨论 浮力 的 变 分 的 计算 .要 计算 浮力 的 变 分 ,最 简单 的 是 利用 第 49 Н 
中 的 茹 科 夫 斯 基 公 式 (8) ,根据 这 个 公式 ,作用 在 周 线 С 上 的 浮力 的 大 小 等 于 


Р = 4лр ТЕ У %. (15) 
把 这 个 公式 应 用 到 周 线 C 与 C 上 ,我 们 得 出 
а ,SIn ТА Е (о, С) _ _SIn 0, 1 
эт 9% | F (oo ,C) sin 00 |Е'(оо,С*)|' (16) 
或 者 利用 (8) 式 ,并 施行 代 换 sin 0, = sin 0, + cos 090A0 ,我 们 便 得 到 
Р = PI1+cot 6,40, + [ара | (17) 


在 局 部 变 分 的 情形 ,公式 (17) 取 
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БАР 1+ [во 90 сое 1] (18) 


2 
的 形状 .由 (18) 式 可 以 得 出 下 面 的 定性 的 结果 
设 流 体 绕 着 断面 C 而 流 , 具 有 正 的 浮力 卫 , 而 且 它 的 会 合 点 与 分 支点 分 别 是 al 


ee 


与 Ci . 当 用 断面 C 来 代替 C 时 :1) 如 果 CG 同 C 在 下 面 那 段 狐 aobal 上 相 重 合 ,而 在 


— 


ЕВА оба 的 上 方 , 则 浮力 增 大 ;2) н САСА РЕЯ ЕНЕ С, 
下 面 那 段 弧 的 下 方 , 则 浮力 减 小 (图 145). 


ЭРО а 
AZ 


Р<Р 


В 145 


要 证 明 这 个 结果 ,我 们 可 以 把 周 线 C 的 变 分 看 作 是 一 连 串 的 局 部 变 分 . 因为 在 
我 们 的 条 件 下 ,已 >0, 并 且 o>0* ,所 以 根据 (18) 式 ,浮力 的 变 分 iP = 已 -了 的 符 
号 ,与 表达 式 


A=1+cot д, со а (19) 


的 符号 相同 ,并 且 0, 在 第 四 象限 内 (为 了 确定 起 见 ,我 们 设 - 志 < 9,<0) ,所 以 сої 6, 


<0. 
我 们 先 来 考虑 情形 1). ЕР) Р, 局 部 变 分 的 中 心 在 这 时 对 应 于 圆周 上 的 一 


个 点 0 ,这 个 点 位 于 上 面 那 段 弧 9, 0 上 ， 其 中 0 是 对 应 于 流 的 分 支点 ai 的 圆周 上 的 
点 , 即 ,0< 0, 一 00<r+2|0 |， (М, 49 НЯ] 2). 4 0<9, - 9% =<л 时 ,我 们 有 


ог 000 01-60 п 
2 2 2 


w, 其 中 0<a<10| ,于 是 cot 795-71 = ап n,(19) 式 中 第 二 项 的 模 等 于 ja 和 ,不 
大 于 1, 所 以 A>0. 因 此 ,在 情形 1) 中 ,浮力 的 变 分 ОР >0. 
类 似 地 ,在 情形 2) 中 ,我 人 有 0< 0。- 01<x 19。1, 令 


十 


<0, МЫ, А>1. Ч л<б, -0<r+210o| 时 ,我 们 可 以 令 


9% = 0 
> ‘> =а, РАЖ 


[9% |<а< 7. (19) += 项 的 模 等 于 大 于 1, 而 这 一 项 的 符号 显然 是 负 


* 由 于 周 线 C 位 于 周 线 C 的 外 面 ,所 以 知道 o 是 正 的 (参看 前 面 所 采取 的 条 件 ). 
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的 .所 以 ,在 情形 2) 中 ,浮力 的 变 分 SP <0. 上 面 所 陈述 的 那个 命题 于 是 便 完全 证 
明了 . 

67. 浓 厚 流体 内 的 波 ” 我 们 考虑 一 条 无 限 长 的 没有 掩盖 的 渠道 ,具有 矩形 的 截面 
与 水 平 的 底部 . 设 在 这 渠道 内 充满 了 浓厚 的 流体 , 它 的 运动 服从 下 述 条 件 :1) 运动 是 
平行 于 平面 的 一 一 流速 场 平行 于 垂直 的 侧 壁 ,并 且 在 所 有 与 这 二 侧 壁 平行 的 流 内 ,都 
是 同样 的 ;2) 设 直角 坐标 系 (z,y) (= 轴 位 于 渠道 的 底部 ,并 且 与 侧 壁 平行 ,y 轴 的 
方向 是 垂直 向 上 的 ) 以 固定 的 速度 wo 按照 x 轴 的 方向 移动 .我 们 将 假定 ,在 坐标 系 
(z,y) 内 ,流体 的 自由 面 以 及 流速 场 ,都 与 时 间 i 无 关 . 

服从 上 面 所 说 那些 条 件 的 流体 运动 ,我们 称 为 流体 在 渠道 内 的 稳定 波动 , 数 mm 
称 为 波动 的 传播 速度 .按照 我 们 这 个 定义 ,由 一 个 固定 在 坐标 系 (z,y) 上 的 观测 者 的 
观点 看 来 ,这 个 速度 场 给 出 了 流体 的 在 通常 意义 下 的 稳定 运动 . 

在 渠道 内 的 稳定 波 理论 的 一 般 问题 ,是 用 下 述 方式 来 提出 的 :假定 流体 是 理想 流 
体 ,要 求 定 出 它 所 有 可 能 的 稳定 波动 . 

所 提 的 这 个 问题 可 以 化 成 某 一 个 共 形 映射 理论 中 的 问题 .为 了 这 个 目的 ,我 们 要 
引进 几 个 附加 的 参数 . 设 C:y=y(z) 是 流体 的 自由 面 为 平面 (z,y) 所 截 而 得 出 的 截 
痕 ; 我 们 称 数 


.1 fr 
Н= ть; | у(х) (1) 


为 渠道 的 平均 深度 . 

ВРИЕ g 是 重力 加 速度 ,o 是 流体 的 密度 ,以 及 h= оН. 

有 了 这 些 之 后 ,我 们 可 以 转移 到 问题 的 数学 提 法 上 来 .根据 第 48 目 , 由 流体 是 理 
想 流体 与 运动 在 平面 (z,y) 内 是 稳定 的 这 两 个 条 件 ,可 以 得 出 : 复 势 能 

C=f(z,C,h), (+оо, С,А) = +оо (2) 

是 把 区 域 D(C):0< y< y(xz) 共 形 地 映射 到 直线 带 形 上 去 的 函数 ;这 带 形 的 宽度 应 
当 等 于 h ,因为 按照 所 给 的 条 件 , 流 体 的 通 量 等 于 w 互 = 户 .在 自由 面 ( 波 面 ) 上 ,压力 
应 当 保持 不 变 ,等 于 大 气压 力 . 所 以 ,按照 流体 力学 中 著名 的 伯 努 利 定 理 ,在 曲线 С 
上 的 每 一 个 点 处 ,都 应 当 有 关系 式 


p=A-3p|f (С.В) – gpy= const (3) 


成 立 ,其 中 p 是 压力 ,A 是 某 一 个 常量 . 

因此 ,我 们 的 问题 已 经 化 成 下 面 的 问题 : 

要 求 构造 所 有 这 样 的 曲线 С: у= у(х), #19406 % D(C):0<y<y(z) 映 到 一 
个 已 知 其 宽度 为 有 的 带 形 0<y 达 hh 上 去 的 那些 共 形 映射 f(z,C,h), 在 C 上 的 每 一 
个 点 处 都 满足 关系 式 (3). 

由 于 条 件 (3) 不 是 线性 的 ,要 十 分 完整 地 解 这 个 问题 遇 到 了 很 大 的 困难 ,并 且 一 
直到 现在 也 还 没有 得 出 这 样 的 解 .我 们 在 下 面 将 叙述 它 的 一 个 近似 解 , 那 是 根据 共 形 
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映射 理论 中 的 近似 公式 而 得 出 的 .在 我 们 这 类 特殊 问题 中 ,是 要 寻求 那些 与 直线 y= 
Н 偏差 很 小 的 具有 周期 性 的 偶 曲 线 y= у(х). 

为 了 进一步 计算 方便 起 见 , 在 令 z= Hz 和 《=h& 后 ,我 们 完成 流 平面 和 复 妇 能 
的 类 似 变换 .这 时 关系 式 (3) 转 变 为 关系 式 


ав, о, 
ЕЕЕ (4) 
其 中 с 为 某 一 常量 
Н? еН 
Е, о) 


为 一 个 无 量度 参数 . 
我 们 将 考虑 当 a = у – 1 是 很 小 正 数 时 的 情形 .引入 变量 z, = az ,9 = аб ,并 且 
假设 ,在 平面 z, 中 曲线 С 的 像 满足 条 件 


aia<y,<ara,|y, | «а. а? ‚у 1 «аца, |у", <а;а? ， (6) 
其 中 必 是 某 些 常量 ,根据 65 目的 公式 (25) 我 们 于 是 得 到 近似 表达 式 
4$ —_ 1 
dz» = (1 оу) + (а) 
或 者 在 转 为 变量 zx 和 纪 后 是 
аб 


1 
dzi =, (1з) 06а). 


把 这 表达 式 代 入 公式 (4) 中 ,考虑 到 条 件 (6) ,我 们 得 到 具有 精确 度 到 O(a ) 阶 
的 无 穷 小 , 沿 着 对 应 于 平面 = 中 C 的 曲线 的 近似 公式 : 
53 [1+ 35") +2 =. (7) 
我 们 还 采取 直线 y= Н 作为 平面 z КИЗ, НИЕ у= Н(1+ р), А] 
样 =(1+ 7) ,此 时 方程 (7) 转 变 为 方程 
27 +2,(1+ у)? Е (1+) = 0. 
如 果 选 择 常数 с 这 样 ,使 得 7=0 аас 2y +1) ,并 且 利 用 恒等式 
1 3 
1+ и. 7 7 тт, 
那么 这 一 方程 可 以 改写 成 形状 
六 +3(y 一 1)3+ 与 (2v+ 了 太 3 =0, (8) 


因为 我 们 所 找 的 解 偏离 直线 y= 互 很 小 ,所 以 可 以 认为 1 是 很 小 的 量 .我 们 假设 ， 
max| 1-57 а 同 阶 ,那么 在 采用 的 精确 度 下 (8) 式 左边 部 分 中 最 后 一 项 可 以 去 掉 . 引入 
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Жа=ь-1 取代 v 和 上 略 去 ay 一 项 ,最 终 我 们 得 到 ” 
+3157 =0. (9) 


以 后 的 叙述 我 们 将 在 两 个 不 同 的 假设 下 来 进行 . 
(1) 线性 理论 ”我 们 首先 假设 , 数 max|7| 同 а 比较 起 来 是 很 小 的 (振幅 很 小 的 
波 ). 于 是 在 弃 挥 非 线 性 项 后 ,方程 (9) 便 可 以 线性 化 : 


7 +3an=0 (10) 
因为 根据 以 前 所 采用 的 条 件 c >0, 所 以 作为 它 的 解 ,我 们 得 到 线性 波 


1 二 万 cos(V За x1). 


其 中 a 为 一 任意 常数 .在 变量 z,y 中 ,这 种 波 的 方程 具有 形状 


y=H+acos У Зах, (11) 
у= а УЕ. } Е AN ң 六， _2rH_ 2 
在 代入 值 +1 以 后 , 波 的 周期 由 公式 (5) 记 成 形状 Т У Et 
(Е, -1) 
_ gH 
由 此 00 = ye (12) 
ЗАТ 


因此 , 当 给 定 了 波 的 传播 速度 wo ,并 且 给 定 了 周期 工时 ,问题 有 无 数 多 个 解 存 
在 ,这 些 解 依赖 于 一 个 参数 波 的 振幅 . 

这 时 渠道 平均 深度 Н 由 关系 式 (12) 来 确定 .由 关系 式 (12) 也 推出 :线性 波 的 传 
播 速度 随 着 其 波长 一 同 增 大 ,但 任何 时 候 都 不 会 超过 V gH. 在 (12) 中 上 略 去 一 项 
(2rH/T 工 ) ,我 们 便 得 出 拉 格 朗 日 公式 

vo=V gH. 

(2) 长 波 现在 我 们 来 讨论 max| 7| 具 有 与 a 同 阶 量 的 情形 .这 时 我 们 必须 考虑 
完整 形状 的 方程 (9) ,于 是 问题 便 成 为 是 非 线性 的 . 

显然 ,方程 (9) 人 允许 第 一 个 积分 


2 
(27 = А – Зат -37, (13) 


其 中 А 是 一 个 任意 常数 .我 们 在 波峰 处 , 亦 即 xz, =0 时 ,我 们 有 у= ро >0. 便 得 出 A 
的 值 


* 在 本 书 第 一 版 中 推导 方程 (9) 时 犯 了 一 系列 错误 , 莫 依 赛 耶 夫 (H. Н. Moncees) 友 好 地 指出 了 这 些 错误 . 
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А = 37 (а + 0). 
Орал =0 的 值 n= р <р ( 波 谷 一 波 
的 具有 最 小 纵 坐标 的 点 ). 根 据 (13) , 数 应 当 是 方程 Пат? — (ат о) 4 

根 . 这 个 方程 有 一 个 根 是 w= ,把 它 的 左 端 用 7 - 来 除 后 ,我 们 得 到 


я’ + (а + 70) у + т (а + т) =0. 
由 此 ， 


+ (а) 4 (а + №). (14) 
因此 ,要 有 周期 解 存在 ,必须 在 根 号 下 的 那个 表达 式 (a + р) р (а+%)> 
0, 1, – а< =. 因为 我 们 这 里 采用 w。 >0, 那 么 这 条 件 有 形状 
т. (15) 
НА ТВЕН РАК 0 =Н91 = / А Зар 一 3 太 的 关系 式 (13) 求 出 所 讨 


论 的 波 的 半 周 期 


T то dy 
>=Н (16) 
2 |， У А - Зат – Зт 


在 о ССВ ЭТКЕ АЕА Р НАЗЫ 加 和 7 处 有 单 根 ,所 以 量 ТЕНИ 
的 .也 容易 写 出 (在 0<zx 志 3 一段 上 ) 波 的 一 半 的 方程 


з=н |" 4d7 (17) 
7 МА – Зат – Зт 


直接 可 看 出 ,条件 у < 3 是 有 波 特征 的 方程 (9) 的 解 存在 的 充分 条 件 . 不 同 于 线 
性 情形 波 的 振幅 不 可 以 认为 是 任意 的 ,而 在 固定 速度 wo 时 它 依赖 于 周期 Т. 

我 们 指出 所 得 到 的 解 的 一 些 定 性 的 性 质 ,这 些 性质 都 可 以 由 上 面 所 列举 的 那些 
式 子 导出 . 

1) 波 的 周期 丁 , 随 着 波 的 纵 坐 标 加 的 增 大 而 增 大 ,也 随 着 波 的 振幅 1p0 р =2а 


的 增 大 而 增 大 .下 的 最 小 什 T= 后 ,对 应 于 hp 是 个 无 穷 小 量 时 的 线性 波 的 情形 . 当 
а 


No 接近 于 分 时 ,本 无 限制 增 大 ,而 当 


а 


7—3 
Я ЛИЕ Л л x =0 时 有 唯一 极 大 值 的 曲线 , 且 具 有 渐 近 线 ( 图 146): 
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(a) 


EE 
图 146 
在 后 一 种 情形 解 容易 仔细 地 写 出 显 式 ,如 果 注 意 到 ,在 m= 饼 时 由 (14) 式 我 们 
得 出 а= 一 等, 从 而 方程 (13) 采 取 形 状 


< 3( ў 一 1)(п- 71). 
这 个 具有 分 开 变 量 的 微分 方程 可 以 用 初等 函数 求 积 分 的 ,并 且 它 在 х, =0 时 取 
ур 


п = «(1 - 23а, ,)， 


或 者 用 变量 x Шу 表示 有 形状 
у= =н+ан(1- п2у3а, . (18) 

所 作出 的 那个 非 周 期 解 叫 做 孤 波 . 

2) 波 在 波峰 处 的 曲率 ,总 大 于 其 在 波 谷 处 的 曲率 . 

3) 当 a 增 大 时 , 波 的 传播 速度 逐渐 减 小 . 

最 后 ,我们 来 看 一 下 ,对 于 使 所 取 的 | 广 | 的 近似 表达 式 对 真 值 的 偏差 很 小 的 那些 
条 件 ( 见 第 65 目 ) ,我 们 所 作出 的 解 能 满足 到 什么 程度 .为 此 目的 ,我 们 需要 估计 函数 
7 的 值 与 它 的 前 三 阶 导数 的 值 .我 们 有 

一 QQ < <-> а 


但 是 此 时 根据 (14) 与 (9) , 便 有 
19 1< 02,11 а"?,|1”| < за”? , 
其 中 Ai ,AR ,有 3 是 三 个 数值 常量 .因此 ,在 用 | 广 | 的 近似 表达 式 来 代替 | ГЕ, 
能 会 有 а" ИЗ. 
利用 所 构成 的 近似 解 与 一 般 的 变 分 定理 ,可 以 严格 地 证 明 前 面 所 有 描述 的 各 组 
波 都 存在 ,并 且 可 证 明 我 们 的 近似 解 与 正确 解 仅 有 高 阶 无 穷 小 的 偏差 . 
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68. 具有 流 股 障碍 的 绕 流 ”具有 流 股 障碍 的 绕 流 问题 ,在 第 48 目 中 已 经 提出 了 .在 这 里 我 们 
将 举 出 它 的 一 个 近似 解 ,以 及 以 前 面 所 导出 的 那些 变 分 原理 为 基础 的 一 些 定 性 方面 的 研究 结果 
(№, M.A.JlaBpenTbes[1]). 为 了 简单 起 见 , 我 们 只 限于 讨论 具有 一 条 对 称 轴 、 所 绕 流 的 那些 物体 都 
是 关于 这 条 轴 对 称 的 那 种 流动 的 情形 .首先 我 们 来 讨论 对 于 对 称 的 距 剖 面 的 绕 流 问 题 .按照 第 48 
目 , 这 问题 可 以 化 成 下 面 这 个 共 形 映射 理论 的 问题 .: 
设 在 上 半 <z 平面 内 ,给 定 了 连接 x 轴 上 点 Xl 三 0 与 y 轴 上 点 记 的 一 段 萄 71. 要 求 把 点 记 与 z 
= co 用 一 条 位 于 上 半 平 面 内 的 曲线 y, 连 接 起 来 ,并 且 使 得 把 位 于 曲线 у= (– оо, т) + у + у, Е 
方 的 区 域 D(7Y) 共 形 映射 到 上 半 平 面 上 去 的 那个 函数 * 
w= (х,у); (90, у) = оо, (оо, у) = 1 (1) 
在 陶 у, ЕЖА 0% 
(е, У) | = с = сопе (2) 
(图 147). 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 


С © 1 о ln (е (ис О, 
, А 7 В я 
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我 们 来 勾勒 解 这 问题 的 一 种 近似 方法 .把 所 求 函数 (1) 的 反 肾 数 记 作 z = g(w). 因 为 函数 (1) 
实施 一 个 映 到 上 半 平 面 上 的 共 形 映射 ,所 以 g (四 ) 在 这 上 半 平 面 内 是 解析 的 ,并 且 不 等 于 0, 因 此 ， 
р 

In g (х0) = |е (10) | + агр р’ (то) (3) 

在 上 半 平 面 内 也 是 解析 的 .显然 ,在 и 轴 的 对 应 于 z 轴 上 的 射线 ( — co ,zi ) 的 那 条 射线 (- оо, А) 

上 ,我 们 有 arg g (xz)=0, 而 在 对 应 于 :的 那 条 射线 (B,oco) 上 ,有 | (и) | = ci, 其 中 c 是 某 个 

常数 ( 见 图 147). 在 对 应 于 7 的 那 段 线段 (A,B) 上 ,arg g (x) 是 未 知 的 ,因为 (4A,B) 上 的 点 与 7 

上 的 点 之 间 的 对 应 关系 还 不 曾 知道 .但 是 我 们 可 以 自己 来 给 定 (A,B) 上 的 点 与 Yi 上 的 点 之 间 的 

一 种 对 应 关系 “= 5(x) ,于 是 我 们 便 能 求 得 

arg в (u)=arg б’(и)=ф(и). (4) 

现在 , 求 函 数 In g(w) 这 问题 , 便 化 成 了 对 于 上 半 平 面 的 一 个 混合 边 值 问题 ,因为 在 射线 (一 оо, 

A) 上 ,Im ln g (zw) 是 已 知 的 ,而 在 射线 (A ,oo) 上 ,Reln g(w) 是 已 知 的 . 解 这 个 边 值 问 题 ,例如 ， 
用 第 54 目 中 的 凯 尔 迪 什 一 谢 道 夫 公 式 来 解 , 我 们 便 得 到 一 个 函数 

z= gg(w), (5) 

这 函数 实施 一 个 把 上 半 平 面 映 到 区 域 (у) БАЕВ, Н у= (оо, х) + у + у, (№ 


* 由 (1) 中 可 以 看 到 ,我 们 限于 考虑 的 流 , 其 在 无 穷 远 处 的 速度 都 等 于 1 而 且 方 向 是 沿 z 轴 的 .一 般 的 情形 
很 容易 化 成 这 种 情形 . 
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图 147). 

根据 函数 (5) 的 构成 , 它 的 反 函 数 w= (=, У) ГРН ЕЛЕ НО ИЕ у, 的 绕 流 问题 . 
如 果 у, 与 у, 相差 得 太 多 ,我 们 便 应 当 把 (4) 中 函数 p(w) 的 给 定 加 以 修改 .为 了 要 更 适宜 地 进行 这 
个 修改 ,我 们 应 当 具 备 一 些 关于 当 绝 7 经 受 形变 时 函数 (1) 将 怎样 改变 的 定性 知识 .我 们 将 举 出 一 
些 与 此 有 关 的 基本 结果 ,而 不 予 证 明 . 

(1) 如 果 У 由 有 限 多 段 具 有 有 界 曲率 的 弧 所 构成 , 且 每 一 条 直线 лл (х <хо<0)#5 У, 
或 者 仅 相 交 于 一 点 ,或 者 在 一 段 线段 上 相 重 合 ,那么 这 个 流 股 问题 的 解 必 定 存 在 ,而 且 是 唯一 的 . 

这 时 可 以 设 曲线 У 从 某 一 个 点 z= 6>0 起 , 同 z 轴 相 重合 .我 们 把 这 样 的 曲线 的 方程 记 作 

у= у(х; 8). (6) 
在 这 个 情形 下 ,速度 (2) 在 射线 (6,co) 上 等 于 常量 这 个 条 件 ,可 以 用 下 面 的 条 件 来 代替 :从 上 面 与 
从 下 面 趋 近 于 这 射线 时 ,速度 的 值 相同 的 条 件 , 即 ,具有 流 股 障碍 绕 行 Г, А ГЕН yi 以 及 关于 
х 轴 与 7 对称 的 那 段 弧 所 构成 的 ) ,时 流 的 复 势 能 (1) 的 单 值 性 条 件 . 换 句 话说 ,可 以 设 流 在 绕 行 弧 
以 后 合拢 起 来 . 

(2) 如 果 在 某 一 个 值 а= ох, Ф, У, 上 的 点 的 纵 坐 标 等 于 0, 那 么 当 工 >zZ 时 , 弧 7 必 同 工 轴 相 
重合 ( 换 铝 话说 ,z; = &). 

(3) Ж(0, 2) ЖЕ, У.Е. 

(4) 在 7, 上 ,切线 的 斜率 不 可 能 达到 极 大 值 或 极 小 值 . 

(5) 当 上 < co 时 ,曲线 Y, 上 不 可 能 有 任何 点 ,其 纵 坐 标 大 于 曲线 у 上 的 点 的 最 大 纵 坐 标 . 

(6) 如 果 曲 线 Yi1 上 的 点 的 最 大 纵 坐 标 对 应 于 工 =0, 那 么 6= co, 即 ,7 具有 无 穷 远 分 支 . 

(7) 设 当 横 坐 标 相 同时 ,曲线 y1 上 的 点 的 纵 坐 标 都 大 于 或 等 于 Yi 上 的 点 的 纵 坐 标 , 并 且 这 两 
条 曲线 具有 公共 的 端点 ,那么 <6, 和 

у(х;#)«у(=х;6), (7) 
并 且 当 0<zx<& 时 , 式 中 的 等 号 只 有 在 Yi 同 Y1 重 合 的 情形 下 方 能 成 立 (参看 图 148) 

所 有 的 这 些 结果 都 可 以 利用 复 变 函数 论 的 方法 来 
得 出 ,特别 是 ,可 以 利用 第 61 目 中 的 变 分 原理 来 得 出 . 关 
于 这 些 结 果 的 证 明 ,读者 可 以 在 М. А. Лаврентьев[ 5 ]3% 
篇 论文 中 找到 . 

由 结果 (7) 中 可 以 得 出 ,y(z; 引 永远 小 于 у, (2) — 
这 里 у, (xz) 是 绕 着 垂直 线段 (0, 忆 ) 流 的 流 股 的 纵 坐 
标 ,一 一 这 是 基 尔 霍 夫 (Kirchhoff) 所 研究 过 的 情形 .由 同 
一 结果 (7) 中 还 可 以 知道 ,在 结果 (7) 中 的 那些 条 件 之 
下 ,作用 于 弧 Г = у + 7y ЕО У У ЮАР = 图 148 
轴 的 镜面 映像 ) 的 压力 的 合力 РСГ, < Р(Г,) ,其 中 天 =, +7 

在 结束 时 ,我 们 再 举 几 个 有 关 对 凸 周 线 的 对 称 绕 流 的 结果 ,也 不 予 证 明 . 设 已 经 给 定 了 一 条 关 
于 z 轴 对 称 的 封闭 的 凸 周 线 C, 它 与 х 轴 相 交 于 点 zx1 <0 М х=0. М УЖАС 的 位 于 z 轴 上 线 
段 (zi1,i) 的 上 方 的 那 一 部 分 (zx1 之 :<0). 显 然 上 面 所 弄 清 的 那个 问题 的 对 于 弧 у, 的 解 是 

у= у,.(2;&), (8) 
显然 ,如 果 曲 线 (8) 完 全 在 С 的 外 面 , 那 么 这 个 解 (8) 便 给 出 了 绕 具 流 股 障碍 的 闭 周 线 C 而 行 的 流 
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的 一 支 自 由 流 股 . 

有 下 列 这 些 命题 成 立 : 

(1) 周 线 C 上 在 对 称 绕 流 中 有 可 能 发 生 流 股 障碍 的 那些 点 的 集合 ,是 一 段 颖 Ch , 它 的 中 心 在 
点 XI 处 , 它 的 端点 位 于 周 线 C 上 的 具有 极 大 纵 坐 标 (或 极 小 纵 坐 标 ) 的 点 的 左面 (图 149). 

(2) 对 应 于 两 个 不 同 的 对 于 C 的 绕 流 的 自由 流 股 ,人 彼此 没有 
公共 点 . 

(3) 在 两 个 不 同 的 具有 流 股 障碍 的 对 C 的 绕 流 中 ,对 应 于 较 
先 的 流 股 障碍 的 那个 流体 , 它 的 在 С 上 的 流体 压力 要 比较 大 
一 些 

这 些 命题 的 证 明 , 读 者 可 以 在 本 书 末 所 引证 的 论文 M. А. 
JIaBpenTbeBL 5 中 找到 . 

69. 地 下 水 的 运动 ”经 验证 明 , 在 同样 的 土壤 中 ,地 
下 水 的 运动 充分 精确 地 遵循 着 理想 液体 的 运动 规律 . 同 
以 前 一 样 , 我 们 只 限于 讨论 平面 的 情形 ,我 们 设 液体 渗透 图 149 
过 一 个 充满 着 土壤 的 区 域 DD, 并 且 假 定 其 运动 是 稳定 的 . 

把 在 区 域 О 中 任意 一 个 点 z 处 的 压力 记 作 p(z). 有 下 述 的 经 验 定律 (达尔 西 ) 成 立 : 
在 点 z 处 液体 质点 的 速度 ,与 压力 的 梯度 成 正比 ,而 它 的 方向 则 与 р 的 梯度 的 方向 
相反 


У = - кртаа р. (1) 
比例 系数 к 仪 与 土壤 的 性 质 有 关 , 称 为 过 滤 系 数 .对 达尔 西 定律 再 加 上 液体 是 不 可 
压缩 的 条 件 


фу У=0, (2) 
我 们 便 得 出 ;渗透 过 区 域 D 的 液体 的 运动 的 速度 场 ,具有 势能 
и(=)= — kp(z), (3) 


这 是 一 个 调和 函数 ,在 区 域 D 内 是 正则 的 . 

在 堤坝 的 设计 中 ,下 述 问题 的 解 ,是 设计 的 计算 中 最 主要 的 因素 之 一 . 

给 定 一 个 区 域 D , 它 的 边界 С 是 由 下 面 那 些 直 线段 所 构成 的 : 

1) 直线 y= -A (5%), 

2) 工 轴 上 的 射线 (- co ,0)， 

3) 线段 (0,1)( 护 坦 )， 

4) х 轴 上 的 射线 (1 ,oo )， 

5) 由 护 坦 上 的 点 х, =0,z zz 出 发 所 作 的 ”条 垂直 线段 ( 钙 沟 )ci ,其 长 
ВЕРЯ 1; (j=1,2,…,n). 

КЖ D 中 充满 了 过 滤 系 数 为 的 可 透水 的 土壤 .在 护 坦 (0,!/) 上 面 建立 了 一 个 
建筑 物 А.А 的 左面 在 x 轴 的 上 面 有 一 层 自由 液体 ,其 厚度 等 于 Н, A 的 右面 也 
有 一 层 自由 液体 ,其 厚度 等 于 Н, (Н, <Н,). #90 A КЕ у Аим 
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基 ,都 假定 是 不 透水 的 (参看 图 150). 


图 1S0 


在 上 面 所 列举 的 那些 条 件 之 下 ,要 求 定 出 液体 在 区 域 D 内 的 稳定 运动 .这 时 设 
计 者 所 关心 的 主要 是 下 面 那 三 个 量 :1) 液体 的 通 量 ,2) 在 护 坦 上 的 最 大 压力 与 普通 
压力 ,3) 在 射线 (1 ,oo) 上 的 最 大 “ 渗 出 "速度 . 

我 们 来 寻求 速度 场 的 势能 и 所 应 当 满足 的 边 值 条 件 .由 于 假定 堤 基 y= — йо, 
护 坦 与 那些 凹 沟 都 是 不 透水 的 ,在 С 的 对 应 于 这 些 因素 的 部 分 上 ,都 应 当 发 生 绕 流 ， 
即 , 应 当 满 足 关系 式 


5 一 三 0. (4) 


除 此 之 外 ,在 (一 ,0) 与 (1,%) 这 两 段 上 ,压力 р 应 当 是 常量 :在 左边 那 段 上 p = 
оН, + po ,在 右边 那 段 上 p= оН, + po ,其 中 O 是 液体 的 密度 , po 是 大 气压 力 .所 以 ， 
沿 着 (一 co ,0) 有 
и= –к(оН, + po)= и›, (5) 
沿 着 (! ,co) 有 
и= -к( ОН, + 力 0) = ш. (6) 
因此 ,在 建筑 物 下 面 的 地 下 水 的 运动 问题 ,可 以 化 为 第 55 目 中 对 于 调和 函数 的 
混合 边 值 问题 的 一 个 特例 . 
我 们 提出 考虑 到 边 值 条 件 (4),(5),(6) 的 特性 的 、 解 这 问题 的 两 个 方法 : 
(1) 把 流体 的 流 函 数 记 作 v .根据 条 件 (4) ,wv 沿 着 堤 基 y= - ho 保持 常数 值 wo， 
沿 着 护 坦 与 那些 凹 沟 保 持 常 数值 v= vi . 复 势能 и + и 实施 一 个 把 区 域 DD 映 到 由 下 
线 x= zx,xz=zx,o=v =Z 所 围 成 的 矩形 上 去 的 共 形 映射 ,并 且 点 - co ,0, Г, оо 
变换 成 矩形 的 四 个 顶点 .由 于 一 个 抢 形 可 以 用 椭圆 正弦 来 映射 成 上 半 平 面 ( 见 第 39 
目 ,例题 1) ,我 们 可 以 只 讨论 把 区 域 D 映 到 上 半 和 平面 Im E>0 上 去 的 映射 
= (=). (7) 
设 在 这 个 映射 下 点 0, — оо, оо, 1 变换 成 点 ai ,az ,as,a4. 我 们 可 以 用 一 个 辅助 的 线 
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性 变换 ,把 这 四 个 点 再 变换 成 点 一 天，,- а пр АЕ 


(+оо) = +1,700)= - 70) = 
于 是 所 求 的 复 势能 的 形状 是 


ИрИ -Il и + и? 
и + го = оК Sh (+, (8) 
其 中 sn ”表示 椭圆 正 终 的 反 函 数 ( 见 第 39 目 ). 和 矩形 的 边 长 等 于 ui 一 uw; 和 wl 一 vo = 


К’ 
Бе (ииз) Ж 


1 


к, K= |. 
оу (1-#)(1-Ё РГ) ГУ(Е-,А-ЕГ) 


它 的 高 
017 00 一 = Каен, - Н,), 
便 给 出 了 在 建筑 物 下 的 液体 的 通 量 . 
(2) 在 映射 (7) 下 ,函数 u(z) 与 v(z) 变 换 成 函数 
и[#(5)]=0(©, vlg(t)]=V(e), (9) 
其 中 zx= g(5) 是 (7) 的 反 函 数 ,并 且 函 数 ОЕ. -1 与 1,1 外 力 是 处 处 


正则 的 ,在 这 两 段 线段 上 分 别 取 值 wz 与 и ,而 函数 У 在 线段 | ©, ,(-1,1) 


与 (1,co ) 外 万 是 处 处 正则 的 ,并 在 这 三 个 线段 上 分 别 取 值 v ,vo ,vi. 所 以 DC 区 + 
iV(5) 的 表达 式 可 以 按照 第 54 目 中 的 凯 尔 迪 什 - 谢 道夫 公式 来 得 出 . 

对 于 所 考虑 的 这 个 问题 ,应 用 变 分 原理 ,可 以 很 容易 地 得 出 当 建筑 物 的 那些 因素 
在 数量 上 有 所 改变 时 ,有 关 通 量 、 渗 出 速度 以 及 压力 的 改变 特征 的 一 系列 的 结论 . 

1) 如 果 使 一 条 或 几 条 媚 沟 的 长 度 增加 ,那么 所 有 的 流 线 便 都 降低 , 通 量 减 小 , 渗 
出 速度 也 减 小 .如 果 要 想 使 渗 出 速度 减低 ,那么 ,以 加 长 最 右 端的 那 条 凹 沟 为 最 有 效 . 

2) 如 果 使 一 条 目 沟 的 长 度 增 加 ,那么 护 坦 上 在 这 条 止 沟 之 左边 处 的 压力 便 增 
大 ,而 在 其 右边 处 的 压力 则 减 小 ;特别 是 ,加 长 最 右 端的 那 条 媚 沟 , 便 使 得 在 护 坦 上 处 
处 压力 都 增 大 . 

前 面 那 些 定理 及 其 所 对 应 的 公式 ,还 给 我 们 有 可 能 来 论证 并 精确 各 种 用 来 求 这 
问题 的 数值 解 的 近似 方法 . 

在 最 广泛 使 用 的 那些 用 来 近似 地 确定 势能 и 的 方法 中 ,有 一 种 就 是 所 谓 断 片 
法 ,是 由 巴 甫 洛 夫 斯 基 (H.H. TIapnoscknm) 院 士 在 1922 年 提出 的 ( 见 [9]) .我们 来 说 
明 这 方法 的 实质 . 

经 过 那些 止 沟 с, 的 端点 , 作 势 能 为 u = nj; 的 等 势能 线 y, ,以 把 这 些 端点 同 堤 基 连 
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接 起 来 ,使 得 c 与 7; 在 一 起 形成 一 条 与 坦 基 正 交 的 光滑 曲线 .这 些 曲线 УХ 


分 成 n +1 个 部 分 一 一 “ 断 片 ”"D。o ,D1,…,D, (图 150). 在 断 片 Du 内 ,势能 и 满足 
条 件 

оне, 

,在 上， 


而 在 其 边界 的 其 余部 分 上 了 =0. 在 断 片 D, 内 ， 


-| ЖЕ(1, <) Е, 
Е и, ЖУ, Е, 


而 在 其 边界 的 其 余部 分 上 5 = 0. 对 于 断 片 D (7 = 1,2,…, 一 1), 边 值 条 件 的 形 
状 是 
=“ ‚ 在 7 上 ， 
иһ, ЖУ. Е, 
在 其 边界 的 其 余部 分 上 5 =0. 
现在 我 们 注意 ,如 果 在 相 邻 的 止 沟 之 间 的 距离 , 同 四 沟 的 长 度 比较 起 来 是 很 大 
的 ,那么 曲线 yx 与 那些 垂直 于 堤 基 的 直线 段 7 的 差异 便 很 小 .由 在 Р, ту 与 y 
换 成 直线 段 与 ,1 所 得 到 的 那个 和 矩形, 我们 记 作 Б, ,这 时 区 域 ,与 ,都 是 半 个 
带 形 (图 150). 
我 们 转 到 势能 u 的 近似 表达 式 的 构造 上 来 .首先 ,我 们 在 每 一 个 矩形 Р, 内 根据 
下 述 的 已 知 边界 条 件 构造 一 个 调和 函数 去 (2) 
. т. 在 У, Е, ХР 1=1,-*-, п ЖИЕ( — co,0) 上 对 于 7=0， 
й а) УЕ, ЖЕ: 0, п -1 ЖЕ, о) ЕЖЕ јл. 
而 在 б, ,j=0,…,n 的 边界 的 其 余 那些 部 分 上 32 = 0. 显 然 ,三 的 构造 可 以 归结 到 把 
矩形 映 到 半 平 面 上 去 的 映射 和 应 用 凯 尔 迪 什 - 谢 道夫 公式 ,并 且 由 于 所 给 的 边 值 条 
件 很 简单 ,这 公式 的 形状 也 极 简单 . 
我 们 取 下 面 这 个 函数 来 作为 所 求 的 函数 и ЧЕКА, 内 的 近似 值 : 
ИА (и, и), (=) Ни, (1=0,1,2,-**,п); uo= О, и. =, (11) 
这 函数 在 矩形 方 , 内 显然 满足 边 值 条 件 (10) ,并 且 子 与 了 >， 同 y 与 y ,相差 愈 小 , 它 
同 и 的 真 值 的 相差 也 愈 小 . 
在 (11) 式 中 含有 п 个 未 知 的 参数 wi ,xz ,…, и, ,它们 可 由 液体 的 流量 在 相 邻 的 
断 片 内 相等 这 个 条 件 来 确定 . 设 去 (z) 是 元 (z) 的 共 斩 函 数 ,而 


- 1. ди. -lt ди. 
m= |’ 5245, m= | Fdy (12) 
10 10 


(10) 
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是 它 在 线段 y 与 yy , ЕН. РЕ, и (с) ПН о (ЕР Р, 内 便 近 似 地 
等 于 (xi 一己 ) 垃 (=), 所 以 ,流量 在 断 片 D;_1 与 Di 内 相等 这 个 条 件 , 可 以 写成 

ту (ии) т, (ин -и,) (j=1,2,.…,n) (13) 
的 形状 .方程 组 (13) 是 一 组 含有 п ЖЯ и, 的 2 个 线性 方程 .从 这 方程 组 中 定 出 
и, ,再 把 它们 的 值 代 和 (11) 内 ,我 们 便 得 出 了 所 求 的 图 数 wx(z) 在 全 部 断 片 内 的 近似 
表达 式 . 

在 前 面 已 经 指出 过 , 断 片 法 的 精确 度 ,依赖 于 曲线 У, ЕВА ВЕ у, 的 偏差 量 . 我们 
指出 一 个 估计 误差 的 数值 的 方法 .我 们 取 第 j НЫ Ж Е. М D' 是 区 域 DD 的 在 这 
Ж с, 左边 的 部 分 ,而 D 是 DD 的 在 cj 右边 的 部 分 .我 们 用 关于 cj 与 D 对 称 的 那个 
区 域 D 来 代替 D”. 对 于 区 域 D, = р’ + D”, 来 说 ,曲线 y; 显 然 就 同 直线 段 7, 相 重合 . 
利用 那些 变 分 定理 ,我 们 可 以 估计 出 当 由 р, 5 О 时 ,实施 把 区 域 D, 映 到 半 平 面 
上 去 的 共 形 映射 的 那个 函数 f(z) 的 变 分 的 值 ,同时 也 得 出 了 У, 对 7 的 偏差 的 估 值 . 
我 们 的 问题 是 要 估计 那 依赖 于 7, 对 7 的 偏差 的 ,或 者 说 ,依赖 于 区 域 Р, ЈИ Р, Е 
偏差 的 ,u 59а 的 差 的 值 ,但 是 这 个 估 值 是 可 以 利用 第 64 目 中 对 于 相近 区 域 的 共 形 
映射 的 那些 公式 来 得 出 的 . 

依据 了 对 于 相近 区 域 的 共 形 映射 的 那些 公式 ,还 可 以 对 断 片 法 给 出 实质 性 的 精 
确 化 .我 们 取 振 幅 等 于 Б, 的 正弦 曲面 上 连接 c 的 端点 与 直线 y= 一 ho 的 一 段 半 波 形 
为 7; .认为 区 域 D, 是 接近 于 矩形 的 区 域 ,我 们 便 可 以 有 效 地 建立 起 一 个 把 区 域 D; 映 
成 半 平 面 的 映射 ,从 而 便 可 以 构成 一 个 函数 а, РЕЛЕ 7;,, 上 等 于 1, 在 7Y; 上 等 于 0， 
而 在 边界 的 其 余部 分 上 它 的 法 线 方 回 的 导数 都 等 于 0. 图 数 妃 与 正弦 曲面 的 参数 久 ， 
bj+!1 有 线性 依赖 关系 . 同 前 面 一 样 ,根据 函数 u(z) 我 们 可 以 构成 所 求 的 势能 
NAC -и,)й, +ш. 

在 所 构成 的 的 表达 式 中 ,有 2n 个 参数 与 5b. 方程 组 (13) 给 出 了 п 个 方程 . 
如 果 我 们 要 求 从 万 ,中 经 过 У, 的 上 半 部 流出 的 液体 的 流量 ,等 于 经 过 7; 的 同一 部 
分 流 到 五 ,中 去 的 液体 的 流量 的 话 ,那么 我 们 可 以 得 到 还 有 п 个 方程 . 

应 用 第 65 目 中 把 相近 区 域 映 到 半 和 平面 上 去 的 映射 的 那些 公式 ,可 以 得 出 在 已 知 
的 结构 换 到 相近 的 结构 时 ,计算 и 的 值 的 方法 . 

在 结束 时 ,我 们 还 要 指出 一 种 对 于 四 沟 的 逐次 映射 方法 ,这 方法 极 完整 地 引入 在 
П.Ф. ЗЕЕ Я! (П.Ф. Фильчаков) Хх [10 ] 中 . 

为 了 简单 起 见 ,我 们 来 讨论 护 坦 的 长 度 为 ! 并 具有 两 条 四 沟 的 情形 ,虽然 方法 是 
类 似 的 ,而 就 精确 性 的 意义 上 说 ,这 甚至 于 比 更 多 目 沟 的 情形 还 要 好 一 些 . 设 护 坦 的 
长 度 是 “而 止 沟 的 长 度 是 /1 =1 与 1, (Я 151). 


ж 我 们 还 令 и0 =0, Иһ+1 =2и,. 
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НЯ 151 


我 们 实施 一 个 把 去 掉 了 四 沟 1 РНР zi 平面 上 去 的 共 形 映射 
хр =м1+ 2°. (14) 
ТЕХ Г , ПОРА З А — 21170 1, ,由 实 轴 z1, 上 的 点 =VI1+ 六 处 引出 . 


/2 的 方程 是 
[7/2 + 2 
Е (15) 


РЖ НН [<< 1+ ,所 以 当 1 很 大 时 ,曲线 1; 便 同 直 线段 相差 很 小 .我 
НС, ) 来 表示 曲线 止 沟 0 的 端点 的 坐标 (图 151). 应 用 泰勒 公式 ,可 以 得 出 表示 
1, 上 的 点 的 横 坐 标的 近似 方程 
21-10-0011 (0) а-у), (16) 
其 中 参数 vy (0>>y> – [,):11 [. ЕКА, П 
02031. +21)- 
+ 

是 一 个 常数 , 当 ! 很 大 时 这 常数 很 小 ,因为 心动 ( 见 [10]). 在 叫 沟 的 两 个 端点 处 ， 
即 , 当 y=0 时 及 y= 1 时 ,公式 (16) 都 是 完全 正确 的 等 式 ,而 不 是 近似 的 . 

现在 我 们 用 经 过 点 (7 ,2 ) 引 出 的 直线 凹 沟 ;来 代 换 曲线 止 沟 Г, ,并 且 用 一 个 
共 形 映射 把 去 掉 了 线段 i, 的 下 半 zi 平面 映 到 下 半 “《 平面 上 去 
= 一 1) 


Я м Г. 


(17) 


* 在 图 151(b) 中 用 虚线 来 表示 . 


[69] $3 应 用 - 333. 


ат — ВЕНЕ ОКЕ x 平面 ,在 这 共 形 映射 下 变换 成 一 个 同 半 平面 相差 
很 小 的 区 域 (图 151(с)) : 它 的 边界 只 在 线段 ( ,6&，)* 上 与 8 轴 不 同 ,在 这 一 段 线 
段 上 ,边界 的 方程 可 以 近似 地 表示 成 

Иа (18) 
的 形状 ( 当 е 是 负数 时 取 “ + ”号 , 当 & 是 正 数 时 取 “ 一” 号 ) .注意 到 纵 坐 标 (18) 在 = 
名 时 达到 极 大 值 , 并 且 这 个 极 大 值 等 于 


V2 
= =, 
我 们 可 以 把 (18) 表 示 成 
пуа Е (19) 
的 形状 . 


利用 对 近似 于 半 平 面 的 区 域 的 映射 的 公式 ( 见 第 65 НН (2)5.), П.Ф. ЗЕ 
察 科 夫 曾 经 证 明 : 和 逐次 映射 方法 (在 其 中 用 直线 凹 沟 | ЖАЖНАНЧЯ /2 ) 的 误差 ， 
БАКА /的 立方 成 正比 ,与 凹 沟 之 间 的 距离 | 的 立方 及 横 坐 标 & 成 反比 . 
这 就 是 , 横 坐 标 & 的 正确 值 ,与 它 的 由 (14) 式 与 (17) 式 所 得 出 的 近似 值 之 间 的 
差 , 不 超过 
V273 


оя +1) (20) 


( 见 [10]). 


* ДЕ а: = ,在 映射 (17) 下 的 像 . 
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在 这 一 章 里 ,我 们 将 讨论 函数 论 在 分 析 上 的 一 些 对 于 物理 学 者 具有 极 大 兴趣 的 
应 用 . 
其 中 $1 将 讲述 用 无 穷 级 数 与 无 穷 乘积 来 表示 一 些 常 被 利用 于 各 种 问题 中 的 函 
数 .在 $2 里 ,将 给 出 计算 实 变 函数 与 复 变 函数 的 积分 的 方法 ,以 及 计算 一 个 解析 函 
数 在 某 些 给 定 区 域内 的 零点 个 数 的 方法 ,这些 方法 对 于 振动 理论 是 很 重要 的 .最 后 ， 
在 $3 里 ,将 指出 一 些 得 出 函数 对 于 变 元 的 其 大 值 时 的 近似 表达 式 一 一 即 所 谓 渐 近 
公式 一 一 的 方法 ,这 些 方法 在 应 用 上 非常 有 用 . 
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首先 ,我 们 要 读者 回忆 起 关于 展开 函数 为 泰勒 级 数 和 洛 度 级 数 的 基本 规则 , 目 将 
在 一 系列 的 例子 中 ,阐明 实际 求 得 这 些 展开 式 的 方法 . 

70. 泰勒 级 数 与 洛 朗 级 数 ”在 第 一 章 里 ,我 们 已 证 得 :任意 一 个 在 圆 |z 一 a|<R 
内 解析 的 函数 ,在 这 圆 内 可 表 为 目 己 的 泰勒 级 数 


f(z)= >, ci(z—a)’”. 


它 的 系数 由 下 列 公式 来 确定 
Па) Саў (п=0,1,2,--), (1) 


п! 2л) с (6-а)"*' 
其 中 C 是 包围 点 a 且 位 于 圆 内 的 任意 一 条 简单 闭 周 线 (参看 第 18 Н). 
洛 朗 级 数 是 泰勒 级 数 的 推广 .借助 于 它们 可 将 在 环形 <|z-al<R (120, 


Cn 一 
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Ю<оо) МНР СЕК М: 
f(z)= > с, (2 -а)". 


п 三 一 Oo 


治 明 级 数 的 系数 由 下 列 公式 来 确定 : 


[| ЛО _ ... 
= Эл: с ((-а)"*1 (и 0, =1, +2, ), (2) 


其 中 C 是 位 于 环形 内 部 且 包 含 环形 的 内 圆周 的 任意 一 条 简单 闭 周 线 (第 21 Н). 
公式 (1) 与 (2) 很 少 用 来 得 到 具体 的 展开 式 .通常 是 借助 于 对 窜 级 数 的 运算 ,间接 
地 求 出 函数 的 泰勒 与 洛 朗 展开 式 .同时 ,有 时 将 间接 得 到 的 系数 ,与 直接 应 用 这 两 组 
公式 而 得 到 的 系数 相 比 较 , 会 引出 有 益 的 关系 式 . 
我 们 将 举 出 几 个 函数 展开 成 泰勒 级 数 与 洛 朗 级 数 的 例子 . 
例 1 某 些 用 积分 来 表达 的 非 初等 函数 的 泰勒 展开 式 , 可 以 非常 简单 地 得 出 . 
误差 的 概率 函数 由 下 列 积 分 来 定义 


erf === |. её ас, (3) 
它 不 能 用 初等 函数 来 表达 .要 得 出 erf z 的 中 心 在 点 a =0 的 泰勒 级 数 展开 式 ， ЛЯНЕ ея 
式 中 以 - ОЖК <, 再 将 后 者 逐 项 求 积分 : 
аба 2 > САХ =, (4) 
所 得 到 的 展开 式 对 于 所 有 有 限 的 x НВС. 当 "ВЕТ. 函数 趋 于 极限 * 
A 


而 且 收 敛 得 非常 地 迅速 :erf 2 与 erf co 仅 相 差 0.5%. 

但 是 , 当 z 任意 地 趋 于 co 时 ,erf z 的 极限 不 存在 .因为 从 得 到 的 展开 式 , 显然 可 见 z= co 是 
erf z 的 本 性 奇 点 .对 于 实 值 的 自 变量 ,函数 erf х 的 图 像 被 描绘 在 图 152 中 ,虚线 表示 它 的 导数 的 
图 像 . 

与 函数 erf 一 起 ,常常 也 考虑 把 它 补足 到 1 的 补 函 数 : 


1. 2 ("р 
ЕН z=1 а х=) е ас. (5) 
类 似 地 ,可 得 出 积分 正弦 的 展开 式 
. = (一 1 Ё 22 +1 
== | 20 sm ав = > ЕВ (6) 


它 对 于 所 有 有 限 的 = а ТАН 自 变量 ,si л 的 图 像 被 描绘 在 图 153 中 ,虚线 表示 它 的 导 
数 的 图 像 . 当 z 沿 着 正 半 轴 趋 于 oo 时 ,si х 趋 于 极限 


ж 积分 (5) 一 一 所 谓 泊 松 (Poisson) 积 分 一 一 在 各 种 分 析 教 程 中 都 有 计算 .例如 ,可 参看 Фихтенгольц, # Ш, 
279 м. 
же 积分 (7) 一 一 所 谓 欧 拉 积 分 一 一 在 各 种 分 析 教 程 中 都 有 计算 ,也 可 参看 第 73 Н , 例 2. 
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< оо — А sin T= (7) 
但 lim si z 不 存在 ,因为 z= оо si = 的 本 性 奇 点 .同样 与 图 数 si 一 起 考虑 函数 
Si z= | t= z- 屯 ， 
也 同样 考虑 积分 余弦 


Ci z= |А др. 


$2 勒 让 德 多 项 式 已 ,(z) 定 义 为 泰勒 展开 式 


О ПОНИ 
V 1-22 + о" 
中 w" 项 的 系数 .要 确定 这 些 系 数 , 将 (8) 对 于 w 来 微分 : 


Zw н- 
= = Р +2Рь зо + -*- + nPw ‘+... 


мМ (1- 220 + а?) 
再 将 得 到 的 展开 式 与 (8) 相 比较 : 
(1—2zw+ и? )(Р, +2Р, ш+---+ при" +) = (= (1+ Ру + Р, ил ++ Ра" +---). 


现在 使 w 的 同 次 害 的 系数 相等 ,得 


=1+Р. 0+ Pw’ + + Рим" + (8) 


2 _ 
P =z>，2P,-2zp = -1+=Р, ,或 Р, = :25 1 
并 且 往 后 (n+1)P,., —2nzP, + (л = 1)Р, | = >Р, —Р | А 
或 
(n+D)P,, - (2п+Р, + пР, =0. (9) 


利用 这 个 递 推 公 式 , 当 已 知 最 前 面 两 个 多 项 式 Р, У P, 后 ,其 余 的 都 可 以 求 出 . 
例 3 切 比 雪夫 多 项 式 T(z) 和 定义 为 展开 式 
4-и? $ А 
14254 2 =1+ 2, Т, (=) (10) 
中 的 项 зо" 的 系数 .我 们 将 证 明 : 对 于 任何 一 个 正 整数 n ,都 有 
Т, (=) = 有 Tcos(marccos =). (11) 


为 了 证 明 , 令 z= соѕ ,分 解 (10) 的 左边 部 分 为 简单 分 式 , 有 
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2 

4 一 也 一 -1+ 1 + 1 | 

4 — 410соѕ Ё + т _ 10 - Wi 
1 76 1 Fe 


对 于 任意 固定 的 “, 且 о 的 模 为 足够 小 的 数值 时 ,两 个 分 式 都 可 按照 w 的 乘 害 展开 为 几何 级 数 ， 
于 是 就 有 


а =1+ > | 

将 这 展开 式 与 表达 式 (10) 比 较 , 得 Ti, (cos ©) = тооз пб, ЗЕЕ ТЕШЕН. 
例 4 整数 阶 ”的 第 一 类 园 柱 函数 几 (z) 定 义 为 洛 朗 展开 式 
(68) = У о (10) 
中 的 ww 项 的 系数 . 函数 |, (ПТК ОСНО ЗК. А, АЕ ci* 与 e 这 的 级 数 相 乘 ,有 ; 
1 >11 (+)! и” эра (5) а 

由 此 w" 项 (n=0,1,2,…) 的 系数 等 于 

1. (=)= >) шша ніх ) ， (13) 
而 下 (n=1,2,…) 项 的 系数 等 于 J -。(z) = (1977, (+). 现在 ,直接 利用 洛 朗 级 数 的 系数 公式 
(2) , 求 得 几 (z) 的 表达 式 为 


(= [е5 (5) о. (14) 
我 们 将 变换 这 表达 式 , 为 此 ,选取 圆周 |w| = 1 作为 C, 且 设 w= ,得 
(= 于 | е" о "р 


21 
=5- г cos( nt — zsin і) а 一 5. | sin( nt — zsin Е) а. 
但 在 第 二 个 积分 中 ,根据 周期 函数 的 积分 的 性 质 积分 的 区 间 (0,2r) 可 以 换 成 区 间 (- л, л), ПА 
积 函 数 是 奇 函 数 , 故 这 个 积分 为 0. 因此， 


= |” cos( nt — zsin 1) dt. (15) 
给 出 了 圆柱 函数 的 积分 形式 的 表示 式 , 在 某 些 数学 物理 


的 问题 中 很 为 有 用 (参看 第 七 章 ). 
Ж ля. БАЕ Г ВЕ 


fi (2)= Уа, => bv, (16) 


Hf,(0)= 6,70 (为 书写 简单 起 见 ， 我 们 认为 级 数 (16) 的 中 心 与 坐标 原点 相 重合 )， 
设 R 是 f(z),f,(z) 的 奇 点 的 模 与 f,(z) 的 零点 的 模 中 的 最 小 值 , 则 在 圆 |z|< RR 
内 ,显然 这 两 个 级 数 的 商 仍 可 表示 成 荞 级 数 的 形式 


_fi(z)_ < п 
f(z)= ) 2, CZ . (17) 
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要 实际 上 确定 с, ,最 好 利用 关系 式 


>) pb,z > C,Z = - >) а,2, 
从 这 关系 式 , 比 较 系 数 后 得 出 
boco = av, pe, po a ветвь + + со =а,,**°. (18) 
方程 组 (18) 可 逐次 地 就 Со» С “СН ,… 一 个 一 个 解 出 ,因为 在 每 一 个 新 方程 中 ,新 
系数 c 带 有 乘 数 加 天 0 而 出 现 . 
—1)* 


Si _( _(—1) 
例如 ， ХЕРРЖ f(z)= tan 之 一 =, 有 а, =0, аэра | = ора тут Ор) г ot! = 0), Е 


而 从 (18) 求 得 


_ — 1 2 5, 177 
w=tan == =+- =” +15 +515 +. (19) 


(系数 的 构成 的 一 般 规律 十 分 复杂 ). 
最 后 ,我 们 将 指出 洛 度 级 数 与 分 析 中 著名 的 傅 里 叶 级 数 间 的 联系 . 设 函 数 f(z) 
在 环形 1-s< jz|<1+se 内 为 解析 的 ,于 是 在 这 环形 内 它 可 表示 为 洛 明 级 数 


(=) = > CZ", 
其 中 Е 
а ее. (20) 
特别 是 ,对 于 单位 圆周 上 的 点 == e" ,得 
р) 00) У) сим. (21) 


级 数 (21) 表 示 图 数 5(7 ) 写 成 复数 形式 的 傅 里 叶 级 数 ， 实际 上 ,我 们 有 


Ф(Е) = со + > (се"+с_ №") =5 -十 > (a,cos nt + b,sin пі), (22) 
其 中 са 50а, Я, с, ›6, = Кс, с) ЯН (20) 


ав = 元 | (040, а, = 元 | 9(0)oos nbd0 
, (23) 
b, = 元 | p(0)sin „040. 


因此 ,在 单位 圆周 上 F(z) 的 洛 朗 级 数 就 是 函数 p(i)= Fe“ ) 的 傅 里 叶 级 数 . 
Я 求 出 函数 


аѕіп Ё 
Рб) = т 2асоѕ і + а? (1а1<1) 


的 傅 里 叶 级 数 的 展开 式 . 为 此 , 令 e =z 且 求 出 所 得 的 函数 


[70] $1 展开 成 级 数 与 无 穷 乘 积 . 339 · 


(2) = 一 一 一 一 
А 212 - (4+1) +1 


的 洛 朗 级 数 的 展开 式 . 分母 的 根 等 于 zx, = a,z, = 一. 分解 f(x) 为 简单 分 式 ,得 
_ 1 1 1 
(=) =5:) -1+ + 
| 1-= ==! 


шт = 二 表示 成 几何 级 数 和 的 形式 .由 于 条 件 |a|<1, 当 |z| =1 时 它们 是 


е2 20-а) 


收敛 的 ,我们 有 


Ия: Уа (< -十 ). 


n=1 


以 х= е 代入, 便 得 出 所 要 求 的 健 里 叶 展 开 式 


asin < п. 
Рава = 之 /4 sin nt. (24) 


一 般 地 , 任 一 具有 复 系数 和 复 变 量 z 的 三 角 级 数 


> + 2, (a, cos пх + Б, sin п=), (25) 

经 代 换 е = С 后 变 为 洛 妆 级 数 
2; сб", (26) 
其 中 co= 印 ,co = 和 5,c = 和 5 (=12,…). 由 于 按照 第 21 目 中 所 证 明 


的 , 洛 明 级 数 在 某 一 环形 >< |< К 内 收敛 , 故 三 角 级 数 (25) 在 平行 于 实 轴 的 带 形 
Inr 达 一 y<ln В 内 收敛 (我 们 设 2 = х + гу, ШЕ = е >). 在 这 带 形 内 ,级 数 (25) 的 
和 是 解析 函数 . 

在 实际 上 最 重要 的 是 下 述 情 况 : 当 r= R=1 时 ,就 是 说 , 当 带 形 退 化 为 一 条 直 
线 一 一 实 轴 时 .在 这 种 情形 ,如 从 分 析 中 知道 的 ,如 果 级 数 (25) 是 收敛 的 ,那么 它 不 但 
可 以 表示 非 解析 的 函数 ,甚至 也 可 以 表示 不 连续 的 函数 . 

结束 时 我 们 指出 对 应 用 有 益 的 泰勒 级 数 的 拓 广 ,所 谓 的 布尔 曼 一 拉 格 朗 日 级 数 . 
这 些 级 数 是 在 解析 函数 按 男 一 个 解析 函数 w(xz) 的 帘 展 开 时 得 到 的 

f(z)=dotdiw(z)t+* + ам” (=) +5 (27) 

我 们 得 到 布尔 曼 — 拉 格 朗 日 级 数 的 系数 公式 , 泰 勤 级 数 的 系数 的 拓 广 公式 . 设 f(z) 
和 w(z) 在 某 个 点 a 是 正则 的 ,并 且 w(z) 在 此 点 有 第 一 阶 零点 .我 们 选 一 条 限定 区 
域 о 的 闭 周 线 C 这 样 ,使 得 р 包含 点 a ,两 个 函数 在 р 内 都 正则 的 ,并 且 w(z) 在 
р 内 取 到 自己 的 值 只 有 一 次 .在 DD 的 内 部 固定 任意 点 z, 并 考虑 积分 


_1 Гб) и’ (5) 
0) = |. 0) ЧЕТА 
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按照 所 采纳 的 假设 条 件 , 被 看 成 依赖 于 & 的 被 积 函 数 在 万 内 有 一 个 奇 点 5= z, 它 是 
带 有 贸 数 全 如 43=/(<) 的 一 阶 极点 ( 见 第 23 目 ). 根 据 留 数 定理 所 考虑 的 积分 ， 
因此 等 于 (=) ,我 们 也 就 得 到 公式 


Е (Сб) м (6) 
Г) 5 | ууа. (28) 


拓 广 了 柯 西 积分 公式 . 
我 们 还 假设 ,点 = 选 成 如 此 地 接近 4 ,对 C 上 所 有 点 + | 22) | аст (在 
上 面 所 作 的 假设 基础 上 这 总 是 能 够 达到 的 ). 此 时 (28) 式 中 被 积 函数 可 以 展开 成 一 致 
收敛 函数 
EE | A на о 
ату О +. 


| 2 (=) и" (С) 
(5) 
对 它 进 行 逐 项 积分 ,我 们 得 到 布尔 曼 - 拉 格 表 日 级 数 (27) ,并且 看 到 , 它 的 系数 
СС) СБ) рев е 
2, | рр 4 ,п=0,1,2,-. (29) 


这 些 公式 推广 了 泰勒 级 数 的 系数 的 柯 西 公 式 ， 
注意 到 ,在 我 们 的 假设 条 件 下 被 积 函 数 在 С 内 有 唯一 奇 点 一 一 n+ 1 阶 极点 以 
后 ,很 容易 变换 这 些 公 式 . 根 据 第 23 目 中 的 公式 计算 留 数 ,我 们 求 出 布尔 曼 一 拉 格 朗 
日 级 数 的 系数 的 表达 式 
| 


а, И 


推广 了 著名 的 泰勒 公式 . 
当 ?之 1 时 公式 (29) 可 以 通过 分 部 积分 来 变换 ; 
i 1 а 
а, = ыы 
ника" 
Е те а)” 
Я 17 (=) а 


лаг “的 帘 的 展开 式 . 取 a =0, 我 们 得 а, = 
00) =1, + НА (31) 


1. а 
du 
由 此 推出 ,所 求 展开 式 有 形状 
b> би лес. 
作为 下 一 个 例子 ,我 们 把 布尔 曼 - 拉 格 天 日 级 数 应 用 到 乱 级 数 反 演 问 题 . 设 给 出 


(=) м” (=) (= а)" 
ш"* (=) 


О A (30) 


тех 
0 oC 


Е, (31) 


= 


п! 
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级 数 
ш сух + со =” ++ cz" +, ci 天 0， (32) 
它 在 点 z=0 的 某 个 邻 域内 收敛 ,并 要 求 由 这 级 数 决定 的 函数 z(w) 按 w КЛЕТЬ: 
z=diwt+ ам’ + а” +. (33) 


这 是 布尔 曼 - 拉 格 妥 日 级 数 所 解 问题 的 特殊 情况 . 按照 公式 (31) 我 们 得 到 级 数 
(33) 的 系数 
а -12 (34) 
因为 在 我 们 假定 的 情形 中 f(z) 硅 z 和 f(z)=1, 公 式 (34) 就 解 了 所 提出 的 问题 . 
Я ”要 求 求 出 超越 方程 
р we 二 = >) ( 4 Е 
的 解 =x(z) 的 级 数 展开 式 .根据 公式 (34) 我 们 求 出 


并 且 所 要 找 的 展开 式 有 形状 

2 = > Cam) . 

71. 展 开 亚 纯 函 数 为 最 简单 分 式 ” 假 耕 函数 f(z) 的 所 有 有 限 奇 点 都 是 极点 ,在 

第 22 目 里 我 们 已 称 这 种 图 数 为 亚 纯 函 数 . 由 于 在 任意 有 限 区 域内 这 种 函数 只 可 能 有 
有 限 多 个 极点 (参看 第 22 Н) , 故 它 的 所 有 的 极点 是 可 重新 编号 的 .例如 ,可 按 模 非 降 
的 顺序 编号 : 

а, а, ,--* ds 

|а, «1а, |<: а, | 

我 们 用 g, (z) 表 示 f(z) 在 极点 a, 处 的 主要 部 分 


Bn (z)= > 22 ет (1) 
上 且 用 
g(z)= > cz (2) 


表示 它 在 无 穷 远 处 的 主要 部 分 (假若 无 穷 远 点 也 是 个 极点 的 话 ). 取 数 в, (=) 7707 
上 称 为 f(z) 的 简单 分 式 , 而 g(z) 称 为 F(z) 的 整 函数 部 分 .在 分 析 上 证 得 :任意 有 理 
分 式 函 数 可 分 解 为 整 图 数 部 分 与 最 简单 分 式 .我 们 将 引入 一 个 更 强 的 定理 : 

定理 1 假若 亚 纯 函数 f(z) 只 有 有 限 多 个 极点 al ,ay，…，ai，, 除 此 之 外 ,ail= 
oo 或 是 正则 点 或 是 极点 , 则 这 个 函数 可 表示 为 它们 的 主要 部 分 的 和 * 


* 只 有 当 == од, ИЖ g(z) 才 进入 展开 式 (3) 中 . 
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(=) = с + (=) + 2 в, (=), (3) 
因此 是 有 理 分 式 函 数 . 
为 了 证 明 ,我 们 来 讨论 差 


Ф(=) = (=) - д - Уе, (=). 


函数 o(z) 在 任 一 个 点 а, 处 都 是 正则 的 ,因为 f(z) 在 点 4a ,的 邻 域内 的 洛 朗 展开 式 
中 ,由 于 减 去 g,(z) 而 消去 了 在 点 a, 处 的 主要 部 分 ,而 余下 的 p(z) 的 项 在 这 个 点 处 
是 解析 的 .对 于 点 = = co 可 作 相 同 的 论断 ,而 在 点 z 关 a, ,z 天 co 处 ,p(z) 的 所 有 各 项 
都 是 解析 的 .因此 ,函数 p(z) 在 闭 平面 z 内 是 解析 的 ,因而 按照 第 24 目的 刘 维 尔 定 
理 , 它 是 一 个 常数 .公式 (3) 被 证 明了 .从 它 推 得 :在 把 所 有 的 分 式 通 分 ,使 其 具有 公共 
分 母后 , f(z) 是 两 个 多 项 式 的 比 ,就 是 说 ,是 有 理 分 式 孙 数 . 

对 于 任意 的 亚 纯 函 数 ,也 能 构造 这 一 类 型 的 展开 式 . 但 是 在 一 般 的 情形 下 , 它 具 
有 无 穷 多 个 主要 部 分 ,而 (3) 的 有 限 和 将 由 级 数 来 奉 代 ,因而 发 生 这 级 数 是 否 收敛 的 
问题 .一 般 说 来 ,级 数 (3) 是 发 散 的 ,因而 为 了 保证 收敛 性 ,不 能 不 附加 某 些 表达 式 于 
主要 部 分 ”. 

我 们 将 仅 就 最 有 实际 价值 的 情况 来 证 明 这 论断 .为 便于 叙述 起 见 ,把 所 谓 的 正则 
周 线 族 {C, | 我 们 将 理解 为 符合 下 述 条 件 的 闭 曲线 的 集合 :1) Cl 含有 点 z=0 在 它 的 
内 部 , 周 线 С, 位 于 由 周 线 C, ;| 所 围 成 的 区 域 的 内 部 ;2) 自 坐 标 原点 至 С, ИБ 
离 d, , 当 п 增 大 时 ,无 限制 地 增 大 ;3) 曲线 C, 的 长 度 久 与 ,的 比值 始终 保持 有 界 


/ 
А. (4) 


我 们 有 
定理 2( 柯 西 ) 设 亚 纯 函 数 f(z) 在 某 一 正则 的 周 线 族 |C, | 上 增 大 不 比 z* 快 ， 
就 是 说 ,在 所 有 的 С, Е 
|f(z)|M|z|’, (5) 
其 中 M 是 一 个 常数 ,p 宇 0 是 个 整数 ,并 设 z=0 不 是 f(z) 的 极点 .在 这 些 条 件 下 ， 
f(z) 可 表示 成 


f(z)=h(z)+ > |g,(z)—h,(z)| (6) 
的 形式 ,其 中 g,(z) 是 f(z) 在 它 的 极点 a, 处 的 主要 部 分 , 且 
p (k) 

h(z)= > 00) 8, һ, = У Bn 50) К, (7) 


ж 在 公式 (6) 中 ,多项式 л, (х). 
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是 次 数 不 高 于 p 的 多 项 式 ” .对 于 适当 的 求 和 顺序 ,级 数 (6) 在 f(z) 的 任何 正则 点 处 
都 收敛 , 且 在 任何 有 界 区 域内 ,如 果 在 级 数 内 去 掉 在 这 区 域内 有 极点 的 有 限 多 项 ,这 
ЖК — 50). 


为 了 证 明 , 我 们 考虑 积分 元 ; | ПОЗЕ, И = 是 位 于 周 线 Cx 内 部 且 异 于 
f(z) 的 极点 的 任何 一 个 点 , 且 用 p(z) 表 示 在 所 有 位 于 CN 内 部 的 那些 极点 处 的 主要 
部 分 а, (z) 的 和 

p(z)= Ув, (=). 
(Су) 


被 积 函数 双生 , 视 为 依赖 于 《 的 函数 ,以 点 w, 为 它 的 奇 点 ,并 以 点 《= * 为 它 的 
具有 留 数 /(z) 的 一 阶 极点 .在 Cs 内 部 的 那些 点 4, 处 ,人 如 的 留 数 ,显然 等 于 函数 


估量 在 这 些 点 处 的 留 数 .我 们 来 计算 它们 的 总 和 *. 函数 名 名 是 有 理 分 式 函数 , 且 
除了 ,这 些 点 之 外 , 它 只 有 一 个 奇 点 +=z, 在 这 点 处 的 留 数 是 p(z) , 故 按照 关于 贸 
数 总 和 的 定理 有 :s+ p(z) + c-,= 0, 其 中 -是 双生 在 无 穷 远 处 的 留 数 ( 见 第 24 


目 ). 但 由 于 分 子 g( 如) 的 次 数 低 于 分 母 的 次 数 , 故 在 《= сои 027 = 552 


一 了 十 …, 所 以 c_1=0, 从 而 


5=-ф(=)=- 2 8, (=). 
因此 ,按照 留 数 定理 ,我 们 的 积分 等 于 


ГГ Ок.) 
i | а 7007 18.09). (8) 


假 在 当 № оо Е, #27 (8) 83 0, ДІР f(z ) 已 表 示 为 简单 分 式 的 收 全 级 数 
ХЕ, (=). 但 是 由 于 我 们 的 条 件 , f(z) 在 周 线 族 { C1 上 可 以 如 同 |z1? 一 样 增 大 , 故 
一 般 地 说 ,积分 (8) 不 趋 于 0. 下 面 所 叙述 的 由 (8) 来 得 出 趋 于 0 的 积分 的 巧妙 方法 属 
于 柯 西 .因为 按照 条 件 ,点 z=0 是 F(z) 的 正则 点 , 且 位 于 Cx 的 内 部 , 故 在 等 式 (8) 
МЕНТ х 的 逐次 导数 中 ,可 令 z=0, 因 而 得 出 方程 组 


1 rf 0а 00) g* (0) о... 
51. Р-Р е (k=0,1,.…,p) (9) 


ж 多 项 式 h(z) 与 h,(z) 代 表 f(z) 与 g,(z) 的 以 z=0 为 中 心 的 泰勒 展开 式 的 前 p 项 (参看 本 目 末 尾 的 注 
Ж). #1 ==0 是 f(z) 的 极点 , 且 在 此 点 处 有 主要 部 分 go(z), 则 展开 式 (6) 对 于 函数 f(z) 一 go(z) 成 立 . 
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(参看 第 17 目 中 关于 高 阶 导数 的 公式 ). 乘 等 式 (9) 以 = , 且 将 它们 的 和 从 (8) 中 减 
去 ,得 

| 1 е 
еее 


21 CN k-0 
在 最 后 这 式 子 中 ,将 位 于 积分 号 下 的 几何 级 数 求 和 ,我 们 便 把 这 积分 表示 为 下 列 形 式 


= | 705) 45 
№ 2л је 6 CE—z) 


我 们 来 估计 К ИА, Е 12а, 16 |24 一 1z| МАР Су ГС) Е 
的 那些 条 件 ,将 有 


Дав = /(z)—h(z)— >18, (=)- А, (5). 
(м) 


ЕЗ0 LN МА |z|2” 
1 5 Мазь ТТ а -lal 2 (10) 
由 此 可 见 , 当 N 一 co 时 Ry0. 因 此 ,在 适当 地 排列 级 数 的 项 的 顺序 时 ,公式 (6) 确 


实 成 立 . 
还 需 证 明 : 这 级 数 在 任 一 有 界 区 域 D 内 为 一 致 收敛 ,如 果 在 级 数 中 去 挥 与 位 于 
р 内 的 极点 相对 应 的 那些 项 .假设 在 D 的 每 一 点 处 都 有 |z|<R. 则 按 (10) 有 


МАК!*! 
К (2) 1 = Будд, 


由 此 看 出 ,对 于 任意 的 >0, 可 求 得 一 个 与 z 不 相关 的 正 整 数 Nu ,使 对 于 所 有 的 正 
整数 М> ,都 有 |RN(z)|<e, 但 这 便 表示 了 级 数 (6) 的 一 致 收敛 性 .定理 得 证 . 
Е ”证 明了 的 定理 可 推广 到 任意 的 亚 纯 函 数 f(z), 成 为 下 面 的 形式 : 
定理 ( 米 塔 - 列 夫 勒 (Mittag-Leffler)) 设 f(z) 是 在 点 z=0 处 为 正则 的 任意 亚 
纯 函 数 , 且 设 


pb, (Е) 
р, (=) = 8 и (11) 
k=0 


是 f(z) 的 主要 部 分 g,(z) 的 泰勒 展开 式 的 一 段 . 则 存在 这 样 的 一 列 整数 p| ,pp,，…， 
Р, ЭЗЕН) ЖЖ h(z), 使 得 对 于 它们 而 言 ,展开 式 (6) 依 然 成 立 . 

下 面 的 逆 定 理 也 成 立 : 

定理 ( 米 塔 -- 列 夫 勒 ) 对 于 任意 一 列 复数 w, 一 co ,与 任意 一 列 主 要 部 分 g, (zz) 
有 一 列 整数 p, 存 在 ,使 级 数 


f(z)= >, lg,(z)-—h,(z)| 
н=| 
x 将 级 数 (6) 求 和 时 ,必须 将 位 于 周 线 C, 与 C, ,1 间 的 极点 所 对 应 的 各 项 结合 为 一 项 , 且 将 所 得 到 的 那些 项 


К ” 增 大 的 顺序 来 排列 .这 是 从 定理 所 引用 的 证 明 而 推 得 的 . 在 级 数 (6) 绝 对 收敛 的 情况 下 , 它 的 各 项 的 排列 顺 
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在 任 一 有 界 区 域内 一 致 收敛 ,只 需 从 这 级 数 中 弃 去 对 应 于 属于 这 有 界 区 域 的 那些 极 
点 的 各 项 ,这 里 的 户 (z) 按 式 (11) 来 定义 . F(z) 是 个 亚 纯 函数 ,具有 极点 C, 且 只 有 这 
些 极 点 ,并 且 , 它 在 极点 a, 处 的 主要 部 分 就 等 于 pg (=). 

我 们 米 引 入 一 些 展开 亚 纯 画 数 为 要 部 分 的 级 数 的 例 了 

Ара cot = = i- 一 在 点 z= 0, 土 xi, 土 2xi,… 处 有 一 阶 极点 .我 们 来 证 明 : 这 个 函数 在 


有 аня итнининии вии оса 
掉 半 圆 |z - r|<r,|z|<r 后 ,这 函数 在 这 一 区 域内 是 有 界 的 .我 们 有 


十 
| cot ее, 
е-е |” 


十 e 和 十 -2 
因此 , 当 y>1 时 ,|eot 16 Те, та < -1 时 ,|oot «|16 <, ПИЯ 


区 域 的 -1 二 y 达 1 的 那 一 部 分 ,由 于 连续 函数 的 性 质 , |cot z | 是 有 界 的 .我 们 的 论断 已 证 明了 , 因 
此 在 柯 西 定理 中 可 取 p=0. 


在 点 z=0 处 ,cot = 的 主要 部 分 等 于 -= ,并且 ,函数 


f(z)= cot z 一 二 
当 2—0 时 趋 于 极限 0 (这 是 从 f(z) 是 奇 函 数 且 它 在 点 И f(z) 在 极点 =, 
= пл (nn 三 土 1, 土 2,…) 处 的 留 数 等 于 1, 因此 е, (2) = — 在 条 件 p= 0 下 ,公式 (6) 具 有 形式 


Р) = (0) + > [.(=)-в„(0)!*, 
由 此 给 出 


cot z= + > (一 一 + 过) (12) 
级 数 (12) 显 示 :在 平面 的 任 一 有 界 区 域 | х |<R 内， 当 从 级 数 (12) 中 去 掉 在 这 区 域内 有 极点 的 各 项 
后 , 它 便 绝 对 地 且 一 致 地 收敛 .实际 上 ,对 于 这 级 数 的 一 般 项 ,下 列 的 估计 成 立 : 


< 
(z — пл)пл 


_ 1 | = | Ю 1 
я? < 0) а 
xix- 一 | я(л- 
n 


其 中 二 前 的 系数 的 于 有 限 极限 其 ,而 > ' 思 是 收 人 的 .由 此 ,特别 是 有 :在 级 数 (12) 中 可 以 任意 


改变 各 项 的 顺序 .将 具有 指标 п 与 一 n 的 两 项 结合 ,得 
otz-l+ ( 1 +) = + У 2. (13) 


пл 之 十 7 


还 可 以 从 (12) 和 (13) 中 以 xz К = 而 得 出 下 列 公式 : 


rcot nz= + > (一 -+ 二 )= 二 + >22. (14) 


* 在 求 和 符号 上 的 "表示 : 当 求 和 时 除去 指标 n = 0. 
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在 (13) 中 用 е 代替 = 且 约 去 -， ,得 


аһ 1+ У) 25, ;. (15) 
< /z+n’x 
Вя. 1 1,1 1, | ~ 2 
рн ураду. (16) 
从 公式 tan == cot(z 一 子 ) 与 (13) 式 ,还 可 得 出 : 
и м 2z 
ап я = 之 ИТ, „28-1, 2: 70% 1а (17) 
В А (си = + ип = ) 可 推出 
1 
1+ >. р)" 一 一 пл == t+ > 1)’ 222-3 | (18) 
将 级 数 (12) 微 分 ,一 一 按照 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (第 19 Н) ,这 是 可 以 的 ， вж 
1 < 1 
sin х 27" > (=- CA -之 (z— пт)? (19) 


72. 展 开 整 函数 为 无 穷 乘 积 按照 刘 维 尔 定 理 ( 第 17 Н), У ТНК 
ВЕК АХ. БТЗ РА f(z) 在 无 穷 远 点 处 具有 п 阶 的 极点 , 则 它 是 ”次 多 项 式 . 
实际 上 ,假若 в (=) = сз + со + сз ЕВА F(z) 在 无 穷 远 点 处 的 展开 式 主 要 
部 分 , 则 根据 同一 定理 , f(z) 一 g(z)= co 是 个 常数 . 

在 代数 上 熟知 :每 一 个 п 次 多 项 式 具 有 nn 个 零点 ,上 且 可 表示 为 对 应 于 这 些 零 点 
的 ”个 线性 因子 的 乘积 的 形式 : 


Кг) А (а а) (еа) (а-а,)=А [| (1-2), (1) 
其 中 a 是 多 项 式 的 零点 ,A 与 4' 是 某 两 个 常数 ”. 整 函数 可 以 全 然 没有 零点 (例如 


e* ) ,也 可 以 具有 无 穷 多 个 零点 (例如 эт z). 没 有 零点 的 整 函数 F(z) 可 表示 为 
Р(х) = е*® (2) 


的 形状 ,其 中 g (=) 是 个 整 函数 . 事实 上 ,假若 整 函数 ИЕ, СЕ) _ 


Па A(z) 也 是 个 整 函数 .将 这 个 整 阴 数 积分 , 便 得 出 整 消 数 Ш F(z)=g(z). 

Б А f(z) 只 有 有 限 多 个 零点 a1 ,a,,…,a,〔 每 一 个 零点 照 它 的 重 数 记 
下 多 少 次 ), 则 函数 f(z) 除 以 (z 一 a1)…(z 一 a, ) 的 商 将 是 没有 零点 的 整 函数 .因此 ， 
它 可 表示 为 (2) 的 形式 ,因而 有 


П) (аа) (sa) А [ (1-2). (3) 


ж 展开 式 (13) 一 (19) 也 由 欧 拉 得 出 ,他 于 1742 年 在 给 伯 努 利 的 信 中 已 指出 了 它们 . 
жк 在 变 到 第 二 个 形式 时 ,我 们 假定 z = 0 不 是 f(z) 的 零点 . 
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对 于 具有 无 穷 多 个 零点 的 整 函数 也 可 建立 类 似 的 公式 ,但 是 在 其 中 蔡 代 有 限 乘积 的 
将 是 无 穷 来 积 ,因而 发 生 了 它 的 收敛 问题 ， 

首先 ,引入 一 些 关于 数 的 无 穷 乘积 的 基本 定义 和 事实 . 假设 给 定 一 列 复数 |1 + 
cx 1 ,其 中 没有 一 个 为 零 .如 果 乘积 

п.= [| (1+) 
当 n 一 co 时 趋 于 一 个 异 于 0 的 极限 , 则 我 们 就 说 无 穷 来 积 
п= [| а+о)= [| (1+o) (4) 

сай ВЕ П ИБИ. ИЯ, с, =0 ЖЕНЕ НЗ 


П 
1+ с, = 万 , 且 lim П, 一 lim П, _| 7-0. 
九 一 1 по ис 


再 者 ,在 适当 地 选 定 对 数 的 一 个 分 支 时 ,有 


5, =ш П, = У! In(1+ ce ). 
Е 


如 果 对 于 对 数 的 值 mn(1+ cs) 的 某 一 种 选择 下 ,级 数 >) In(1 + cs) 收敛 ,就 是 说 ， 
lim 5, = S 存 在 , 则 此 时 Л, =е АТРИ П = ei ,就 是 说 ,无 穷 乘积 (4) 也 收敛. 注 
意 ,从 对 数 级 数 的 收敛 推 得 : 当 一 oo 时 ,In(1+ cs) 一 0, 从 而 有 :从 某 一 个 开始 ， 
Im ln(1+ cx) 的 值 包含 于 -- л 与 x 之 间 , 即 是 说 ,In(1 + cx ) 是 对 数 的 主 值 

反之 ,如 果 无 穷 乘 积 收 敛 , 即 是 说 , 工 , 一 工 关 0, 则 车 选取 ln(1+ ci ) 的 值 这 样 ,使 


得 在 任 一 下、 和 数 >) ва + НТ в ,的 主 值 ,我 们 便 有 : limS, = limln П, 
=ln 五 存在 , 即 , 对 数 级 数 收敛 .这 样 一 来 ,就 证 明了 
定理 1 要 使 无 穷 来 积 玉 = | (1+ cu ) 收 北 , 其 充分 必要 条 件 是 :在 运 当选 定 


对 数 的 值 后 ,级 数 S= У (1+). Пе. 
k=1 


含有 等 于 零 的 因子 的 无 穷 乘积 ,如 果 在 除 掉 所 有 这 种 因子 之 后 , 它 在 旧 的 意义 下 
仍 是 收敛 的 , 则 称 它 做 收敛 至 零 的 .这 时 ,如 果 认 为 工 =0, 则 等 式 (4) 保 持 成 立 .在 这 
样 的 定义 下 ,有限 乘积 的 “只 有 在 至 少 有 一 个 因子 等 于 0 的 情况 下 才 等 于 0 这 一 性 
质 依然 有 效 . 

如 果 无 穷 乘 积 的 各 因子 的 对 数 所 成 的 级 数 绝对 收敛 , 则 无 穷 乘 积 也 称 做 绝对 收 


* 要 满足 对 数 分 支 的 选择 的 条 件 ,只 需 每 次 适当 地 选择 和 数 中 最 后 一 个 被 加 项 In(1+ с, ). 从 对 数 级 数 的 收 
敛 性 ,根据 前 面 所 得 的 论断 推 知 :从 某 一 个 & 开始 ,所 有 被 选取 的 对 数值 将 是 主 值 . 
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敛 的 .根据 定理 1 , 推 知 下 列 定 理 成 立 : 
定理 2 在 绝对 收敛 的 乘积 中 ,可 以 任意 改变 因子 的 顺序 ,而 不 改变 乘积 的 值 . 
还 有 ,下 述 定 理 也 成 立 : 
定理 3 要 使 无 穷 乘积 | | (1+ cs) 绝对 收敛 ,其 充分 必要 条 件 是 :级 数 >, с 
хук ёк. 
实际 上 ,因为 我 们 有 lim c= 二 0 (在 级 数 收敛 的 情况 下 与 在 乘积 收敛 的 情况 下 都 


是 如 此 ) , 故 从 某 一 个 上 开始 , 1c,1 < 地 .于 是 


In(1+c,) ] ] сь сі 1 .1 1 
Dt. 
am | 7 +3 92 7 2 
十 А 
因此 1 < ln(1 с,) < 3. 
2 СЬ 2 


按照 已 知 的 级 数 比较 定理 ,由 此 可 推 知 级 数 |In(1+ c)1 与 > | | 同时 收敛 或 


者 发 散 .而 按照 定义 ,第 一 个 级 数 的 收敛 和 乘积 的 绝对 收 钱 等 价 . 
无 穷 乘 积 的 收敛 的 概念 ,可 自然 地 推广 到 由 函数 所 构成 的 无 穷 乘积 上 去 ,乘积 


ПАС) 
称 做 在 某 一 区 域 D ра В, ПЕ С р НО 6—1 =, ДЬ, ЖЖ Е 
р Соо) 按照 前 面 所 采用 的 定义 的 涵义 上 收敛 的 或 收敛 至 0 的. 


在 这 些 简单 的 叙述 之 后 ,我 们 可 回 到 展开 整 函 数 为 无 穷 乘积 的 问题 上 来 ,无 穷 乘 
积 的 因子 ,对 应 于 这 些 函 数 的 零点 (展开 式 (3) 的 推广 ) .注意 ,如 果 整 函数 (=) САУН 
等 于 0) 具 有 无 穷 多 个 零点 , 则 这 些 零点 构成 一 个 点 列 , 趋 回 于 无 穷 远 点 .实际 上 ,在 
相反 的 情形 下 ,将 可 分 出 f(z) 的 零点 的 一 个 序列 ,收敛 到 平面 上 的 一 个 有 限 点 ,在 这 
个 点 处 按照 条 件 f(z) 是 正则 的 ,因而 按照 第 20 目的 唯一 性 定理 , f(z) 将 恒 等 于 0. 

设 5b1,6;,…,b,，… 是 f(z) 的 零点 的 一 个 序列 ,例如 ,依照 它们 的 模 的 非 降 的 顺 
序 来 排列 .我 们 用 m, 来 表示 零点 5, 的 阶 数 , 且 用 а, ,az ,… 表 示 由 这 些 零点 所 组 成 的 
序列 ,其 中 每 一 个 零点 写 出 的 次 数 同 它 的 重 数 一 样 .构成 函数 f(z) 的 对 数 导 数 : 


Сб) = 05 = f(z)|. 


如 同 已 在 第 23 目 中 所 证 明了 的 , 它 只 在 点 5b, 处 有 奇 点 ,这 些 点 是 它 的 具有 留 数 т, 
的 一 阶 极点 ,因此 CG(z) 是 亚 纯 函 数 . 

G(z) 的 展开 为 简单 分 式 ,与 f(z) 的 展开 为 无 穷 乘 积 密切 地 联系 着 . 即 , 有 下 面 
的 定理 成 立 : 

定理 4 假设 整 函 数 F(z) 的 对 数 导数 在 某 一 正则 的 周 线 族 上 增长 不 比 z?” 快 ， 
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其 中 ря Хв. Итак f(z) 米 说 ,展开 式 
г) ее (1-2) 3609930) (5) 


成 立 ; 这 里 т.220 是 f(z) 在 点 z=0 处 的 零点 的 阶 ,g(z) 是 茶 一 个 次 数 三 p 的 多 项 
式 , 又 аџ,а›,`,а, < f(z) 的 零点 的 序列 ,在 序列 中 每 一 个 零点 出 现 的 次 数 同 它 
的 重 数 一 样 . 

实际 上 ,首先 假定 z=0 不 是 f(z) 的 零点 . 则 按 前 一 目的 定理 2, f(z) 的 对 数 导 
Ж G(z) 可 有 如 下 形式 的 展开 式 


ос) Зрение +] ++ (Е) ]|. 
因为 在 我 们 的 情形 下 ,G(>z) ЕЛКА 形式 
т, от 1 т, (=)... 
oy В ++ (Е + 
由 于 G(z) 的 展开 式 的 一 致 收敛 性 ,我 们 可 沿 着 连接 z =0 至 任意 点 z 的 任何 一 条 不 
含有 f(z) 的 零点 的 曲线 ,将 G(z) 的 展开 式 逐 项 求 积分 .我 们 得 出 
| =) =Ш f(0 Sa 2 1- 
п (2) =1һ (0) + дарт Уи лы =) 


(6) 


+ 


+ = 
р, 
其 中 对 数 的 值 由 积分 路 线 确定 . 
分 解 最 后 的 和 式 中 的 第 ”个 被 加 项 为 m, 个 相同 的 被 加 项 ,我 们 可 将 展开 式 (6) 
写成 
ш f(z)=g(z)+ >) ln (еее) | 
的 形状 ,其 中 g(z) 是 次 数 三 p 的 多 项 式 . 由 此 根据 定理 1 有 :无 穷 乘 积 


1 


пое (2) 60-300 0 
在 所 有 异 于 f(z) 的 零点 的 那些 点 处 都 收敛 至 f(z). 但 在 f(z) 的 零点 处 ,无 穷 乘 积 
显然 收敛 至 0, 因 此 公式 (7) 对 于 所 有 有 限 点 z 均 成 立 . 

假若 ==0 是 f(z) 的 m 重 的 零点 , 则 只 需 对 函数 必 2 应 用 我 们 的 讨论 ,就 得 到 
公式 (5) .定理 得 证 . 

注 1 证 明了 的 定理 可 用 下 述 形 式 推广 到 任意 整 函数 上 去 ; 

定理 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) 有 这 样 的 一 个 整 函数 g(z) 与 这 样 的 一 个 整数 序列 р, 
pa ,sp ,存在 ,使 下 式 成 立 ， 
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ГС) = 2" ек) | (1 -а. ры." (++. (2 )” . (8) 
其 逆 定 理 也 成 立 : 
定理 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) 对 于 任何 一 个 收敛 于 无 穷 远 点 的 复数 数列 * a, ,可 以 求 
得 这 样 的 一 列 整数 p, ,使 无 穷 乘积 (8) 收 伍 且 定 出 一 个 整 函 数 f(z), 它 具有 零点 
a, ,此 外 没有 别 的 零点 ,并 且 零 点 a, 的 重 数 是 数列 中 等 于 a 的 项 的 个 数 . 
注 2 整 函数 的 可 用 公式 (5) 而 不 是 一 般 公 式 (8) 来 表示 ,这 在 下 述 的 更 自然 的 
条 件 下 也 可 以 证 明 : 有 这 样 的 正 整 数 р 和 这 样 的 常数 M >0 存在 ,使 对 于 所 有 的 = 
都 有 
Се Ме"". (9) 
满足 这 个 条 件 的 函数 称 做 有 限 阶 的 整 函数 ” . 
根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 第 二 定理 ,容易 证 明 : 任 何 亚 纯 函 数 ,可 表示 为 两 个 整 函数 
的 比 .事实 上 ,用 /,(z) 表 示 这 样 的 一 个 整 函 数 , 它 在 f(z) 的 每 一 个 极点 处 具有 一 个 
同 阶 的 零点 (根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 第 二 定理 ,这 是 可 以 造 出 的 ), 则 乘积 f(z): f(z) 
ЖЕ КРАЖ, ЗАП Г, (=) В 


до. (10) 


我 们 来 举 出 一 些 把 整 函 数 表示 成 无 穷 乘积 的 例子 ”. 按 前 一 目的 公式 (12) ,正弦 因数 的 对 数 
导数 可 表示 为 级 数 


(ln sin 2), =cot z= + > (+). 
将 cot z 二 沿 着 连接 着 点 == 0 到 点 = 天 mx 的 路 线 求 积分 ,并 且 取 指数 ,得 
Уп [| (1-2 ея (11) 


(在 无 穷 乘积 记号 上 的 “”, 表 示 缺 少 指标 п =0). 
如 果 取 前 一 目的 公式 (13) 来 替代 (12)， 风 类 似 地 得 到 


sinz_ | (1- _ ==). (12) 
还 要 指出 :可 从 公式 (11) 和 (12) 以 xz к. 而 得 到 公式 
Sin Az _ т (1 2). = 1] (1-22). (13) 


在 公式 (12) 中 ,用 zz вк. 


ж ”在 数列 的 各 项 中 ,可 以 有 任意 有 限 个 数 的 项 相等 .这 些 定 理 的 证 明 可 以 ,譬如 ,在 Шабат 书 [10j 中 找到 . 
р | 当 z 一 co 时 保持 有 界 的 整数 p 的 下 界 , 称 做 整 函 数 f(z) 的 阶 数 ,例如 эт = 是 一 阶 的 


函数 ,函数 。 是 无 限 阶 的 . 
жк ”所 有 这 些 表示 法 也 曾 为 欧 拉 所 知 (参看 345 页 上 的 脚注 * ). 
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= Ца) м 
利用 前 一 目的 公式 (16) , 求 得 函数 е - 1 的 对 数 导 数 的 展开 式 
её _ 1 _1 1 = 22 
Fi le 2, 2да 
将 这 个 关系 式 求 积分 且 取 指数 ,得 
ё -1= (а). (15) 


4л п 


利用 cos х = Sm.<z 及 公式 (12) ,在 把 分 子 分 解 为 两 个 乘积 ( 按 奇 数 项 与 偶数 项 ) 并 且 分 子 分 母 相约 
后 ,得 


с == (1-е). (16) 


$2 留 数 理论 的 应 用 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 讨论 第 23 目 中 的 关于 留 数 与 对 数 留 数 的 定理 在 计算 定 积 分 
与 计算 零点 的 个 数 上 的 应 用 . 

73. 积 分 的 计算 根据 留 数 定理 的 应 用 来 计算 定 积 分 的 那些 方法 的 实质 如 下 : 假 
设 要 计算 一 个 实 函 数 f(xz) 的 沿 着 x 轴 上 某 一 条 (有 限 的 或 无 限 的 ) 线 段 (a ,0) 的 积 
分 .我 们 补充 (a ,2) 以 某 一 曲线 C ,使 它 连同 (a ,5b) 围 成 一 个 区 域 D, 并 且 解 析 地 延 
ж A(z) 到 D 上 .应 用 留 数 定理 于 所 构成 的 解析 延 拓 F(z ) ,因此 求 得 


[| fC)dr+ | f(z)dz=2niR, (1) 
НК В (ЕКА D 内 的 留 数 之 和 .假若 沿 C 的 积分 可 以 算出 或 可 用 所 求 的 积 
分 | 来 表示 出 , 则 计算 [ 的 问题 就 被 解决 了 . 


在 某 些 情形 下 ,选择 辅助 函数 f(z) 使 给 定 在 (a ,5b5) 上 的 函数 是 它 的 实数 部 分 或 
虚数 部 分 , 则 所 求 的 积分 便 可 由 分 离开 (1) 的 实数 部 分 或 虚数 部 分 而 被 找到 . 

所 叙述 的 方法 明显 地 表示 出 柯 西 留 数 定理 的 价值 , 它 将 积 
积 的 计算 ,化 为 微分 的 量 一 一 f(z) 在 它 的 奇 点 处 的 留 数 一 一 的 计算 .后 一 个 
计算 要 简单 得 多 ,尤其 是 对 于 极点 ,这 时 可 利用 第 23 目的 公式 (3) 或 (5). 

在 无 限 线段 (a ,5 ) 的 情形 ,通常 考虑 这 样 构造 的 无 限制 扩 涨 的 积分 周 线 族 ,使 得 
其 趋 于 极限 的 结果 ,得 出 沿 (a ,5 ) 的 积分 .在 这 种 情形 ,关系 式 (1) 中 沿 C 的 积分 可 
以 不 必 算 出 ,而 只 需求 出 它 的 极限 ,而 且 常常 是 :后 者 等 于 0. 

在 某 些 例子 中 ,可 按照 下 面 的 引 理 来 进行 对 沿 C 的 积分 的 估计 . 

引 理 (和 若 尔 当 ) 如 果 在 某 一 列 圆 狐 CR :|z|=R,,Im > -а (В, о, а < Ё 


定 的 常数 ) 上 ,函数 g(z) 对 于 arg z тЕ ИО, ДРА —– ЈЕ л 都 有 
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lim| g(z)e”dz=0. (2) 
но Ск, 


我 们 记 z= х + у= ге", М, тах! (=) ， а, = arcsin р- .按照 引 理 中 的 条 件 ， 


当 一 oo 时 ,M,, 一 0,aw, 也 趋 于 0, 且 В, >а. 设 < >0， Е АВ 与 CD Е( 154) 5 
[е | е е ;因此 
| gC)erde| М.е, 
因而 当 ”co 时 , 沿 这 些 弧 上 的 积分 趋 于 0. 
根据 一 个 熟知 的 不 等 式 * : 当 0 时 ,1 


和 ,我们 推 得 :在 弧 BE 上 


。 . 2АК, 
| е? | — е А м Зе я 


9» 


因此 
|. | <м.в.] чар MG ^6), 


从 而 | № оо Ч Е 0. 如 果 在 弧 CE 上 自负 半 轴 沿 顺 时 针 方向 计算 极 角 , 则 


对 于 || | 得 证 .在 а 0 时 ,证 明 可 简化 ,因为 


沿 着 弧 АВ 和 CD 的 积分 的 估计 将 是 多 余 的 . 引 理 完全 得 证 . 
在 引 理 中 的 圆 弧 序列 Cn 可 用 圆 弧 族 Cx:|z|=R,Im => -а (Ro<R<%) 
来 蔡 代 ,这 时 如 果 当 尺 一 co 时 ,函数 g(z) 在 CR 上 对 于 arg = 而 言 一 致 地 收敛 于 0, 则 
对 于 任何 一 个 正 数 A 有 


т] g(z)e™dz=0. (3) 


对 于 这 种 情形 ,前 面 所 引 的 证 明 依 然 适 用 . 

在 后 一 章 中 ,我 们 需要 若 尔 当 引 理 的 稍 加 改变 的 形式 .我 们 作 变 数 代 换 iz = р, 
于 是 引 理 中 的 圆 弧 变 为 圆 弧 Cn:|p|=R,Re р<а (图 155), 因 而 我 们 得 到 ;对 于 
当 Ков СЬ ЕЖ арр 一 致 趋 于 0 的 任 一 函数 下 ( 户 ) ,以 及 对 于 任 一 正 数 ; 
来 说 ,有 


* 要 证 明 这 个 不 等 式 ,只 需 注意 : 它 的 中 间 项 的 导数 ( so ) = 905 Ф (аап 9) 在 区 间 (0, 到 ) 内 为 负 ， 


`6 


ВИ" Рез НИРО. заре Г ЛЕЗВИЕ (0, 


и 


изв. 
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| Е(р)е"ар=0. (4) 
在 (4) 中 用 一 p 兰 代 p ,我 们 得 到 在 同一 些 条 件 下 ,对 于 任意 
负数 1 有 
| F(p)erdp=0, (5) 
其 中 Съ |р = К,Кер>а (图 155). 
我 们 将 在 个 别 的 具体 例子 中 ,说 明 利用 留 数理 论 来 计算 


积分 的 一 般 方法 .我 们 将 从 计算 有 理 分 式 函 数 乘 以 正 艾 或 余 
弦 函 数 的 乘积 的 积分 开始 . 图 155 


例 1 计算 积分 ( 拉 普 拉 斯 )1 | 0 zz .我 们 选取 辅助 函数 


15 


е 
2 
= та 


Р(х) = 


2 


与 表示 在 图 156 中 的 周 线 .由 于 函数 g(z) = -+ 在 Cx 上 满足 不 等 式 |g(z)|< ет, 804 
R 一 oo 时 , 它 一 致 地 趋 于 0, 因 而 按 车 尔 当 引 理 当 R>co 时 有 
А f(z) dz= А 5(z)ezdz ->0. 
对 于 任 一 个 R>a, 按 留 数 定理 有 
| аас | =: 


-Rd 十 CC 2az 


(我 们 按照 第 23 目的 公式 (5) , 求 出 f(z) 在 这 周 线 内 部 的 唯一 的 奇 点 z= ai 
的 留 数 ). 取 当 R 一 吕 时 的 极限 ,得 到 


一 阶 极点 一 一 处 


а ° 


о х^ +а ае 


分 出 实数 部 分 并 且 利 用 这 函数 的 偶 函 数 性 质 , 得 出 所 求 的 积分 


” соѕ лЯх_ x 
р 55. 
о х^ +а 2ае’ 


| еах _ п 


Е 156 Е 157 
例 2 计算 积分 ( 欧 拉 )* 


ж 积分 (6) 通 常 与 拉 普 拉 斯 或 狄 利克 雷 的 名 字 相 联系 ,可 是 它 是 由 欧 拉 在 1781 年 的 著作 中 最 初 算出 的 . 
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1= | Зоны о (6) 


(参看 第 70 目 ). 我 们 取 辅 助 函 数 
/(z)=S. 
选取 如 图 157 上 所 指出 的 积分 周 线 , 因 为 点 z=0 是 f(z) 的 奇 点 ,我 们 用 一 个 很 小 的 半圆 с, 
来 将 这 点 围绕 . 按 柯 西 定理 有 


从 若 尔 当 引 理 看 出 : lim | 。 =0. 要 估计 | ,考虑 f(x) 在 == 0 的 邻 域内 的 洛 朗 展开 式 ,这 展开 式 
具有 形式 


. (=)? 
1+ zz 十 一 二 一 十 … 
Г) 2 1+ Р(=), 


其 中 P(z) 是 一 个 在 点 z=0 处 连续 的 函数 .由 此 显然 有 
| = | |. P(z)dz= || Ме Or)= -tO(r)*. 


因此 , 柯 西 定理 可 写成 形式 
№ са, | 41 + 0(,)+0(-1). 


к Т т В 


在 第 一 个 积分 中 用 На ,得 出 它 等 于 - | “dz ,因而 ,将 它 与 第 二 个 积分 结合 后 ,有 


[ е-е е а= + О()+о( 1). 
Е 0 与 R_o 时 取 极 限 , 最 后 得 


oo . 
0 


х 2 
我 们 再 来 举 出 几 个 含有 指数 函数 的 积分 的 计划 的 例子 . 


例 3 计算 积分 ( 欧 拉 ) |5 
z 得 到 虚 增 量 2xi 时 ， няни еи .按照 这 性 


质 ,我 们 将 沿 着 图 158 中 所 示 的 矩形 周 线 对 f(z) 求 积分 .在 
这 和 矩形 中 ,f(z) 具 有 一 个 一 阶 极 点 z= лі, НЕЕ с, = 


ат 


= -em ,因此 按 留 数 定理 


e 
| + | + | + | = 一 2rie” . 
Т | Ш ү 


ТЕ ,并 且 利 用 它 的 下 述 性 质 : 当 


ж 我 们 用 O(a) 表 示 当 a->0 时 为 无 穷 小 的 函数 . 
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R 2(T+2m) оа ГК е“ 
ат 
- —е ах. 
|, -| 和 | = | 1+е Чт | тк 


在 线段 I 与 上 分 别 有 


е8) её еб“ DR 
|f(z)|= TR 12, 
er R+ iy) е“ 
(2) 1 = e Rt 1, 


因此 ,如 果 要 求 0<a<1, 则 当 stmt 与 | 都 趋 于 0. 由 此 可 见 , 当 0<a<1 时 ， 


(ет) [= ат +01) = -2rien ， 
因而 , 取 当 = оону В , 便 得 出 所 求 的 积分 
| ё“ 21 д 


= 
-о 1+ е“ е" — е ~” &п`ал 


(0<а<1). (8) 
例 4 计算 积分 ( 泊 松 ) 
| е7“ соз br ах. 
我 们 来 考虑 函数 


F(z)=e ee ， 
并 且 注 意 : 它 沿 着 实 轴 的 积分 ,可 根据 熟知 的 泊 松 积分 (erf co =1, 参 看 第 70 目 (5)) 来 算出 ,而 在 直 
线 у= Аһ Е, УРА 
е3) = е а (cos 2айх — іѕіп 2айх), 


其 实数 部 分 当 户 = ВЕБ Е — УВА. АН ЗАПОР 159 所 示 . 


按 柯 西 定理 
| =0. (9) 


| -| 。 а а |. еа, |, = еее ат, 
在 线段 与 N 上 , 当 z= 土 尺 时 ， 
| |= 
因此 , 若 a>0( 我 们 也 将 假定 是 这 样 ), 则 当 Ro 时 | ， -0. 在 等 式 (9) 中 取 R 一 oo 时 的 极限 , 利 
用 第 70 目的 泊 松 积分 (5) 的 已 知 值 erf оо = 1,048: 


因此 ,比较 实数 部 分 ,最 后 我 们 有 


这 里 


ar 1 л 0 
| е “ cos Рх ах= 5^/ oe 4 (а>0). (10) 
0 а 
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159 图 160 
5 计算 积分 ( 勒 让 德 ) 
| о" sin ат р, 


sh лл 
#119 ВРА Г) = т 106 а - НН ЕНЕ ЗЕ РРА) НИТЕ 160 上 所 
示 的 周 线 求 积分 . ИИ “xz), 故 沿 着 上 面 的 与 下 面 的 边界 的 积分 可 以 合并 为 (1-- 
“| Кх)ах ЖАВ г= К 的 积分 当 R 一 oo 时 趋 于 0 (参看 例 3). 在 线段 +=0 上 , 令 z=iy. 
于 是 按 柯 西 定理 
“qd ү 
(1-е э -: [75 в || в | +0(-.)=0. (11) 


其 中 工 与 ВЕНЕ ВАН 160) .在 点 z=i 附近 ,我 们 有 


К=)= не у оа тар РО), 


其 中 P(z- МЕЖ ==: 处 是 正则 函数 ;因为 在 弧 ] 上 有 z= + re”* , аг = піе?аф, М 


e 了 неа _ ie 
| 55; |, пе +00 ")= - 4 г). 
类 似 地 ， 
| -| + 0(7)=- 计 +0(7)， 
因而 等 式 (11) 具 有 形式 


(1 -ep [чо не) +00) +0(6). 
分 出 这 里 的 虚数 部 分 , 且 取 当 г —=0, оон Н 8 ,注意 到 : 


1- ғ е“ ге “ Е 1 а 21 +0 
Ве | 2% dy = | ——Чу=5-(е ) (ғ), 


最 后 就 有 


| = 910 ЧТ т = 1 1 e -二 (а>0). (12) 
0 


例 6 计算 积分 ( 欧 拉 )* 


ж 这 两 个 积分 最 初 由 欧 拉 在 1781 年 算出 . 
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1 = | сова? т, 1, = ІА sin д2 аг. 
我 们 取 辅 助 函数 (=) = е 与 图 161 上 所 示 的 周 线 .在 弧 30 = {518 
).. а) = |, К, 
其 中 С’2 是 半径 为 R* 的 圆周 的 四 分 之 一 .因此 按 车 尔 当 引 理 这 积分 当 Р-н оона 0. НИЕ 
理 , 假 若 在 OA Ее = х, ОВ ЕА: = 144,6 
[= 4+ |. |. г" di=0. 

Roo 时 取 极 限 , 再 利用 sf mw= 1 就 得 到 

> 2 рыл 

| er ах =4і >. 
分 出 这 里 的 实数 部 分 与 虚数 部 分 ,得 


со оо 图 161 
| ов zzdz= | sin п-т. (13) 


与 积分 (13) 相 联系 的 是 称 做 菲 涅 耳 (Fresnel) 积 分 的 特殊 函数 


SmLt [е cost 
5(=)= | Урд, С(=)= | зд. (14) 


实际 上 , 令 上 = т" , 便 给 出 


S(z)=A/ 2 | зіп гдс, C(x)=A/ 2 |" сов г? аг, 


因此 公式 (13) 可 写成 下 列 形式 


S(%)=C(%)= 洱 . (15) 
74. 积分 的 计算 ( 续 ) 我们 从 含有 多 值 函 数 的 积分 的 计算 开始 . 
例 1 计算 积分 
~ № хах 
0 (22 +1) 
我 们 取 辅 助 函数 (2) = , 且 选 取 积分 周 线 如 同 前 一 目 里 的 例 2 中 一 样 * (参看 图 157). 


(= 127 
在 这 周 线 的 内 部 我 们 可 选 定 对 数 的 单 值 的 一 支 .假定 ln z 表示 这 样 的 一 支 , 它 由 不 等 式 0<arg z 
< 来 确定 .函数 f(z) 在 点 z=i 有 一 个 二 阶 极点 ,具有 留 数 


= 10) (е0) = а | 一 


按 留 数 定理 


Кас з: 


№4 = = Ке ,0< p<x 时 , 自 适当 大 的 R 开始, 有 |ln 21 = Р + ф<21 В, МИ, 


ж 我 们 用 小 圆周 包围 z=0 以 去 掉 函 数 F(z) 的 奇 点 . 
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| 


к 


21 К 
«орук: 


从 而 当 Коо || 一 0. 类似 地 , 当 z= ме" ,0< wo<x 时 , 自 适 当 小 的 7 开始 ,|in = 121 二 ; 因 


R 


此 


2 一 
上 |= ITNT, 


(1- 2 
从 而 当 一 "0 时 ,这 积分 也 趋 于 0. 在 第 一 个 积分 中 ,当代 换 z= -x 后 ,得 


[К шх+м 
=] ЕСТ, 
这 样 一 来 , 当 0), р-нов 9 
[а .rdx + | d7 _xi 
о (22 +1)? 


“jzz+D 4 2: 
比较 实数 部 分 * , 便 给 出 所 求 的 积分 


” Шах п 
0 (22 +1)? 4 (1) 
#2 要 计算 积分 
И ln лаг 
0 (х+а) +0 у 


ВИПАВ Ва (с) = 5-Б 162 中 所 示 的 周 线 ( 在 这 周 线 的 内 部 , 若 设 0<arg з 


<2r, 则 ln z 是 单 值 的 ). 在 沿 这 周 线 的 割 痕 的 上 岸 与 下 岸 ,in z 分 别 取 值 Imzx 与 (In x + 2л)? = 
а x+4xiln х – 4л, ВТЕ 1а х 的 积分 互相 抵消 ,因而 出 现 算出 要 求 的 积分 的 可 能 性 .在 周 线 的 内 
部 ,函数 f(z) 具 有 两 个 一 阶 极 点 zx = -а+ 5bi ,分 别 具 有 留 数 


Сын r+ti(x— ФТ, мя 7+ Кя+ ФР, 
Ж = а? +? ,9= arctan 2. ЛІВЕ М8 
_х _. 
| + + |А + ]. =, 4$(л iln ғ). 
依照 前 面 所 讲 的 ,有 


| К 4 п х 4л? 
+= жау 524 图 162 


акан ааны = lim | 。 =0, 因 而 当 0,R-~oo 取 极限 时 将 有 


ат. ах 4 ri | п хах 一 Атр е 
о (х+а)? +? (х+а)? +02 о 


由 此 ,比较 虚数 部 分 , 便 得 出 所 求 的 积分 


iln ғ). 


* 比较 虚数 部 分 给 出 初等 积分 
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А ln хах _ фіат іму а? + Б? 
0 (х+а)? +? р b 


例 3 利用 同一 周 线 可 计算 积分 ( 欧 拉 ) 
77 (0<а<1). 


агсїап 2 。 (2) 
а 


如 果 作 为 辅助 函数 , 取 


加 1+ 2 1+2 ' 
НЕВЕ ЕВ ЕВ (е) = е (с). Е ВОДНАЯ УЕ ‚48 
а аи (0<a<1). (3) 


SIN ал 
然而 ,用 代 换 x = e 可 把 这 个 积分 化 为 前 一 目的 例 3 中 的 积分 . 
例 4 我 们 来 计算 奇 积分 


oo а-1 
1= | 2—4 (0<а<1) 


0 1 -х 
(在 点 z=1 处 有 个 奇 点 ) 的 主 值 .要 计算 它 , 我 们 选取 辅助 函数 


="! еб Dinz 
К) =, 1-= 


与 图 163 中 所 示 的 周 线 .注意 到 :在 割 痕 的 下 岸 沿 着 正 半 轴 有 (лег) = ее" (х), НТА 
部 f(z) 是 正则 的 . 按 柯 西 定理 有 


| + (1- е") Гая + | ада: | + |, + |, + | =0. (4) 


显然 , 当 盖 =0 时 | 一 0; 当 Roo 时 | 一 0. 沿 7, 与 7 分别 有 ; 


2 =1+O(r),z '=e™+O(r) 与 1- z= т, dz = 
— пеар, ЗН ф 分 别 目 0 变 到 一 x 与 自 -x 变 到 一 2x, 因 此 
| + | те) + О). 
因此 ,在 (4) 中 令 一 0,R 一 oo , 取 极 限 便 得 到 
(1-е )I+xi(l+e’™”)=0, 
由 此 所 求 的 奇 积 分 等 于 
[= ЈА Edr = xoot ал. (5) 


例 5 计算 积分 


1 ах 
[= . 
|. у (1- х)(1+ 2) 
首先 要 确认 :函数 f(z) = (1 >)(1+ zx》 在 线段 (一 1,1) 的 外 部 可 分 为 三 个 单 值 的 分 支 .实际 
上 , 令 ol =arg(1- zx),p:=arg(1+ zx). 当 沿 着 图 164 中 虚线 所 表示 的 闭路 线 作 逆 时 针 方 向 绕 行 


后 ,pi 和 gs 都 得 到 增 量 2 ,因此 ,arg f(z)= 鱼 二 - 锯 得 到 增 量 2r, 因 而 (zx) 回 到 原先 的 数值 .我 
们 将 考虑 函数 /(z) 的 在 线段 ( -1,1) 的 上 岸 取 正 值 的 那个 分 支 , 并 取 在 图 164 中 用 粗 线 所 表示 的 
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那 条 周 线 . 在 边 岸上 上 我 们 有 arg f(z)=0, 即 С) = а- в) ть) ,在 边 岸上 ( 当 围 着 点 = 
= 1 作 顺 时 针 方 向 绕 行 后 )arg (=) = 一 2-я. В (С) =е 入 YO-x)(+x). 沿 小 圆周 С.С, 
的 积分 当 r 一 0 时 显然 趋 于 0. 因 此 , 按 关 于 多 阶 连 通 区 域 的 柯 凸 定理 


м) | ат -| а. 
у |. / (1= х) (1+2)? |. (=) 
要 计算 | ， ,最 好 利用 我 们 的 -rs 的 那 分 支 在 无 穷 远 点 的 
邻 域内 的 展开 式 .将 - 之 拿 出 到 根 号 外 面 后 ,有 

| 1 1 -3 | - 4 
ори) (lite) ^. 


<е 


其 中 (1- 二 ) 5 (1+1) “表示 这 些 函数 的 这 样 一 些 
分 支 ,它们 在 正 轴 上 的 线段 (1,co) 内 是 正 的 .按照 一 项 式 公 
式 展开 后 ,我们 得 出 了 -的 选 定 的 那 分 支 在 无 穷 远 点 处 的 图 164 


< 


ра 


图 数 : 它 等 于 -< (二 一 项 的 系数 附 以 负 号 ). 
但 积分 | ， 等 于 这 留 数 乘 以 2xi (参看 第 24 目 ), 因 此 有 


к 


(1-е) [= —ез*2др, 
由 此 最 后 有 
! dx л 2х 
1 = = = 一 一 = 一. 6 
| 3 (1-а) (1+2) sin 2. V3 (6) 


我 们 再 举 出 两 个 具有 有 限 积分 限 的 积分 的 计算 例子 . 
例 6 计算 积分 

2л dt 

о (а + Бсоѕ ғ)" 


её, а= оа (+) АЭН ШААР 


(а>Ь>0). 


2х dt _ 4 | 202 
ЕН 一 一 一 一 
о (at+bcost) Лии (22+ he+1) 


在 圆周 | =| =1 的 内 部 ,被 积 函 数 有 一 个 极点 а, 040 4, 其 留 数 为 


b 
d _ Б?а 
-=adz/ Гр. 4? 2 2 
| ee 4(a — 6 )7 
b - 
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按 留 数 定理 ,所 求 的 积分 


2 dt 2ла 
‚ ть р т (a>6b>0). (7) 


(а> — Б?)? 
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例 7 ”类似 地 可 计算 积分 


2" (1+ 2соѕ г)" соз nt _ 1 
| тава (-1<а<р). 
作 代 换 e = z 后 有 | 
[7 (1 + 2cos ел1 | (1+ 5+ 22)" dz 
о 1-а - 2асоѕ і i Л ш=1 (1-а)==а(1+ 22) 


被 积 函数 有 两 个 极点 а = 二 (1 一 a+V1-24 -3a7), 其 中 一 个 位 于 圆周 的 内 部 , 另 一 个 位 于 外 


部 ,因为 按 二 次 方程 的 根 的 性 质 = z, =1, 并 且 由 于 条 件 -1<a< -了 ,这 两 个 根 都 是 实 根 而 且 是 相 


异 的 .因此 , 按 留 数 定理 有 
[" (1+ 2соѕ #)"е" 


— (1+ 21+ 21)" _ 2х =! \" 
0 а-2асв td 28 — | ) ， (8) 


Г-а-2а 12а 3а (а 
其 中 zx = 元 (1-a-V1-2a 二 305) 是 位 于 圆周 内 部 的 极点 .由 于 (8) 的 右 端 是 实数 , 故 它 给 出 所 
求 的 积分 为 
| (1 + 2008 Е)" 008 ті, _ 2х (ev ) (9) 
» 154-2492 * У |) 
最 后 ,我 们 来 引入 所 谓 函数 的 一 些 积分 表示 式 . 


例 8 械 函 数 由 积分 ( 欧 拉 ) 
Г(=) = | е (10) 


来 定义 ,这 里 积分 沿 着 正 半 轴 来 取 . 这 个 积分 对 于 位 于 右 半 平面 Re х >0 上 的 所 有 的 z 都 是 绝对 
收敛 的 ,因为 |e ‘|=e ”并且 是 一 个 解析 函数 (参看 第 16 目 定理 4). 由 积分 路 线 的 形变 . 
可 以 得 到 了 函数 的 另 一 种 表示 , 它 在 自 变 量 值 的 更 广大 的 区 域内 成 立 , 亦 即 实施 这 一 函数 的 解析 
延 拓 . 
考虑 函数 
F(z)= | ed (11) 


这 里 ,积分 沿 着 周 线 СЖ, Ш C ЕНИНЕЯНЮ Я НУ РЯ ЕЕ А АЈ | © | = > 所 组 成 的 (图 165). 
在 此 ,我 们 将 和 -理解 为 函数 е" с Ву In 是 对 数 的 一 个 分 支 , 对 这 一 分 支 0<arg <. 
在 割 痕 的 上 岸 令 С = Е, ПЕР = ,我 们 也 可 把 下 (xz) 表 示 为 下 面 的 形式 
F(z)= | + |. + |А = (ew -D| ед + | еа. 


с 
ғ 


当 > 为 固定 时 ,包含 于 这 公式 中 的 那个 反常 积分 ,在 == 工 + 
іу 的 值 的 任 一 有 界 区 域内 ,对 于 z 来 说 一 致 收敛 .这 是 由 于 : 
当 |z|<M 时 ,被 积 函 数 受 函 数 ew” “所 控 , 即 其 绝对 值 
ЖКТЕ е" р е‘. КН В (г, оо) 
积分 是 收敛 的 .因此 ,函数 下 (z) 对 于 所 有 有 限 的 = 值 都 是 解 
析 的 ( 整 函数 ). 

在 c 上 ,5= те? ,我 们 有 |e 下 和 | = ет еб Dm" 
<Ar ,其 中 A 是 某 一 个 常数 ( 当 = 为 固定 时 ). 由 此 推出 : 
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Г | < A2xr' .我 们 假定 :Re <= а 220), ВАЧ 0) 时 | 一 0. 由 此 可 见 当 Re xz>0 时 ,我 们 有 
权 取 一 >0 时 的 极限 ,并 且 根 据 定义 (10) 得 到 
F(z)=(e™ - И ева (er -T(z) 
( 当 Re z<0 时 ,这 个 极限 过 程 是 不 合法 的 ) .这样 一 来 ,我 们 得 到 T 函数 的 一 个 新 的 积分 表示 ( 汉 
ЖЖ): 
ГО) | ese 1а. (12) 
е2" — Т/с 


注 “ 右 端 代表 两 个 整 函 数 F(z) 与 oe 一 1 的 比 .在 右 半 平面 上 它 与 解析 函数 T(z) 重 合 , 所 以 
(12) 给 出 了 T(z) 到 左 半 平面 的 解析 延 拓 ;因此 ,T(z) 是 一 个 亚 纯 函 数 , 除 了 在 负 整 数 * 的 点 z= 
一 7 与 点 zx=0 处 之 外 ,这 函数 处 处 是 解析 的 ;因为 在 最 后 所 提 的 那些 点 处 (12) 的 分 母 为 0. 

在 (12) 中 以 1- = 代 换 > 得 到 


— — 1 | -一 ЕУ 
ГС! 0) |е е0 “dt 
| е0) 46, (13) 
在 第 七 章 中 将 证 明 公式 , 
对 于 所 有 的 复数 z 都 成 立 . 利 用 这 公式 , 且 用 -和 蔡 代 А 
(13) 中 的 积分 变量 5, 因 而 周 线 C 要 用 周 线 C* 来 替代 (图 д 
166) ,我 们 得 出 函数 ОИ): 


75. 零 点 的 个 数 的 计算 . 稳定 性 问题 ”决定 一 个 解析 函数 在 一 给 定 的 区 域内 的 零 
点 的 个 数 ,这 个 问题 在 分 析 中 时 常 遇 到 , 它 的 一 般 解 由 第 23 目 里 的 辐 角 原理 给 出 : 
f(z) 在 团 周 线 C A 


Г (х) 
N= 5. с Ка) FAcarg f(z), (1) 


其 中 Acarg 了 f(z) 表示 在 沿 周 线 С 绕 行 一 周 后 аге f(z) 的 全 部 增 量 .这 时 假定 :f(z) 
在 C 的 内 部 解析 ,在 С 上 连续 且 异 于 0 ,每 一 个 零点 照 它 的 重 数 来 计算 个 数 . 

有 时 ,利用 辐 角 原理 的 简单 推论 是 有 益 的 . 

定理 ( 鲁 歇 ) 假若 函数 f(z) 与 g(z) 都 在 C 的 内 部 解析 ,又 在 C 上 连续 且 满 足 
条 件 


|f(z)|>|g(z)|, (2) 
ДАЖ f(z) 与 f(z)+g(z) 在 C 内 的 零点 的 个 数 相 等 . 


ж 在 正 整 数 的 点 处 ,我 们 在 先前 已 经 看 到 ,T(z) 是 解析 的 ,因此 在 这 些 点 处 (12) 的 分 子 也 为 0. 
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为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 注意 :由 于 条 件 , 在 C 上 |f(z)|>0 有 是 |f(z)+g(z)| 
之 | f(z)| 一 1g(z)|>>0. 因 此 函数 f(z) 与 f(z)+g(z) 在 C 上 都 不 为 0, 因 而 可 以 
对 它们 应 用 辐 角 原理 . 从 关系 式 


arg{ f(z)+g(z)|= arg Л) +arg|1+ 80 ; 
我 们 得 到 
Acarg{ (2) + g(z)| = Acarg f(z)+ Acarg 1+4 = 
但 由 于 当 点 z 沿 周 线 C 运动 时 ,点 о 全 对 总 是 留 在 加 | w -11<1 的 内 部 
[这 是 由 在 СЕ 800 стен) Во ао 不 可 能 围 着 坐标 原点 绕 行 , 即 
Acarg 1+ 8 =0. 

因此 

Acarg{ (=) + (х) | = Acarg (=), (3) 


于 是 只 需 应 用 公式 (1) 即 得 出 所 求证 的 结果 . 
我 们 来 举 一 些 应 用 这 个 定理 的 例子 . 
例 1 证 明 所 谓 代 数学 的 基本 定理 :方程 
со" + с" сух с, =0 (с,=0) (4) 
在 复数 平面 上 有 7 个 (有 限 的 ) 根 . 

为 了 证 明 ,假定 f(z)= coz”,g(z)=c1z”' 二 +… 十 c,, 且 选取 RR 适当 大 ,使 在 圆周 |z| = 
有 |f(z)|1>1g(z)|, 这 是 可 能 的 ,因为 | f(z)|= (со 1А", |202) 11а. 18" + [о |, А" 
增 大 较 快 于 次 数 为 (n 一 1) 的 任何 多 项 式 .于 是 按 鲁 软 定 理 , 方 程 (4) 在 圆 |z|<R 内 的 根 的 个 数 与 
x" 在 这 圆 内 的 零点 的 个 数 相等 , 即 是 .在 男 一 方面 ,由 于 当 zx 一 co 时 ,coz + --* + с, оо, Н 
在 必要 时 再 增 大 К ,我 们 便 可 认为 在 圆 外 没有 这 方程 的 根 . 

例 2 要 决定 方程 z* -5z” -2z+1=0 在 单位 圆 内 的 根 的 个 数 ,我 们 令 f(z)= -Sz +15 
g(z)=>z - 22. НМ |21 = 18,810) 122152? | -1=4, 而 |g(z)| 委 |z| "+2|z|=3, 故 我 们 
所 考虑 的 方程 在 单位 圆 内 的 根 的 个 数 ,与 5z =1 的 根 的 个 数 相同 , 即 ,是 S$ 个 . 

例 3 证 明 : 方 程 

z+e “三 人 ， (5) 
其 中 >1, 在 右 半 平面 上 有 唯一 的 ( 实 ) 根 .为 此 ,考虑 由 线段 (- iR,iR) 与 右 半圆 周 |z|=R 组 成 
А8, Н (5) = х-л, (2) = 一 e *. Ж х= у НАВЕЕ, # | (=) |= А - |1, 
1g(z)|=|e ”|=1. 在 半圆 周 : |z|=R,Re z=x>0 上 , 当 RR 充分 大 时 (R>X4+1), 有 :|f(z)| 宇 
|z| 一 *=R-X>1,|g(z)|=e “二 1. 因此 ,可 应 用 鲁 软 定理 于 所 描述 的 类 型 的 任 一 周 线 的 内 部 ， 
方程 (5) 与 方程 4 一 z=0 有 相同 个 数 的 根 , 即 恰 只 有 一 根 .就 是 说 ,在 整个 右 半 平面 上 ,给 定 的 方程 
有 唯一 的 根 . 这 根 是 实 的 :因为 当 .z=0 时 方程 的 左边 等 于 1<4, 而 当 х = z 一 co 时 左边 无 限制 增 
大 ,因此 可 求 得 这 样 的 z= х 使 左边 等 于 X. 
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ЕЛ НГ, КА — АЕ (ВизБ-Нигмии) К Я * ВНР К), 

求 出 条 件 , 使 多 项 式 或 分 式 有 理 函 数 (而 在 更 一 般 提 法 一 一 整 函数 或 亚 纯 函 数 ) 
的 零点 全 部 在 左 半 平面 上 . 

这 个 问题 的 价值 决定 于 , 它 与 力学 和 电子 学 系统 中 的 振动 的 稳定 性 问题 有 联系 . 
为 了 说 清 这 种 联系 ,我 们 提醒 注意 ,最 简单 的 振动 理论 问题 可 导致 具有 常 系数 的 线性 
微分 方程 : 
一 人 十 二 0. (6) 


众所周知 ,这 种 方程 的 通 解 具有 形式 
х= Сре + Се? 十 二 Ce， 
АЕ ри, рь," р, ЧЕК 
А(р) = аур" чар" + +а, 
的 根 ,而 Ci ,Cs,…,C, 是 任意 常数 ”. 多项式 的 每 一 个 复 根 р = м + io 对 应 于 具有 
АЎ о, 的 振动 ex = ex icos ot + іѕіп oit|. 当 $<<0 时 ,这 振动 是 阻尼 的 ; 当 5, =0 
时 , 它 是 调和 的 ;而 当 5, >0 时 , 它 有 无 限制 增 大 的 振幅 .因此 , 假 知 我 们 想 限 于 这 样 
的 振动 周 线 , 它 不 允许 具有 无 限制 增 大 的 振幅 的 固有 振动 , 则 我 们 应 当 要 求 :多 项 式 
A(p) 的 所 有 的 根 都 位 于 左 半 平 面 或 在 虚 轴 上 . 
我 们 将 指出 解 拉 什 一 赫 尔 维 深 问题 一 些 最 简单 的 方法 ;更 完整 的 叙述 读者 可 以 
在 H.T. Чеботарев 和 Н. Н. Мейман 的 专著 [4] 或 者 在 调节 理论 的 教程 (可 看 例如 
[5] 或 [6]) 中 找到 .我 们 从 一 个 解 多 项 式 问 题 的 代数 方法 开始 . 
(1) 赫 尔 维 欧 准 则 “为 简单 起 见 我 们 假设 ,所 研究 的 多 项 式 
(=) = ауз" ъа" +6 +а, (7) 
的 系数 是 实数 ,并 且 а, >0. 下 列 定理 成 立 : 
Е (А. КА (1895)) 为 了 具有 实 系数 we (ao>0) 的 多 项 式 (7) 的 所 有 根 
都 有 负 的 实 部 ,充分 必要 条 件 是 下 列 不 等 式 组 成 立 : 


а а (0 0 
а 1 ао 
О =а, >0,р, = >0,0р,=|аз а, а |20, :-:, 
аз а» 
а 5 а 4 аз 
а аг 0 0 
аз а 2 а .., 0 
р, = |. . . .| 20 (8) 
@2,-1 9@2.-2 42-3 а 


ж 问题 最 早 由 麦克 斯 韦 尔 (Maxwell) 于 1868 年 提出 的 , 拉 什 (Rush)(1877) 给 出 这 问题 第 一 个 解 , 这 解 没 有 
得 到 广泛 传播 , 赫 尔 维 区 (Hurwitz)(1895) 的 解 对 于 应 用 更 方便 ( 见 稍 后 ). 
жж 为 简单 起 见 ,我 们 限定 于 单 根 的 情形 . 
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(在 kn Ва, =0). 

我 们 将 用 完全 归纳 法 来 证 明定 理 .对 于 п = 1 定理 成 立 , 因 为 条 件 (8) 在 这 情况 
下 化 为 不 等 式 а, >0, На, >0 和 考虑 到 假设 ae >0 推出 ,多 项 式 р(х) =аох+а 
根 是 负 的 . 

现在 假设 定理 对 于 短 次 全 n — 1 的 多 项 式 都 成 立 ,要 证 明定 理 对 于 п ХМ 
式 也 成 立 .为 此 令 f(z)=p+g, 其 中 

p=aoz + аз"? +.*., 9 ај 2" 十 аз" * 十 
考虑 宽 次 二 n 一 1 的 多 项 式 
p(z)=a1pt+(al ~-aoz)q 
= а?" + (ауа ауаз)" “+ 
азаз2" `+ (аа. – адау)" “+. (9) 
往 后 的 证 明 我 们 用 两 次 行动 进行 . 
1) 多 项 式 pg(z) 的 行列 式 (8) 通 过 f(z) 的 同样 的 行列 式 按 照 公 式 


Ш kh-1 — 
Л, = а! 万 1 ， k=1,2,.…,n—1 (10) 
М : > У 
表达 出 来 .事实 上 ,我 们 有 
2 
Q10， 一 Q003 а; 0 0 ... 0 
2 
аа. аа; аа; аа, - ава: а! … 0 
ага, А, = аа! 
аа - аа аа; aa 一 aa аа. … 0 
аа} 0 0 0 0 0 
: 2 
ааз! аа, = ааз ат 0 0 ... 0 
= : , 
4045 : аа; ађаз ааз 4а ааз; а 0 


405: а1аз` ава? аа; аа-аа ааз * 0 


ава, аа, 0 0 0 ... 0 
2 
ааз а\а> а; а: аз 0 ... 0 
— 2 — k 
— | @о@5 аад а: аз а14› а “°° 0 = аа! 0, +! 


а‹а7 аа аа; аа. аа: * 0 


(我 们 给 行列 式 “ 匀 上 一 条 边 ”, 然 后 把 第 1 列 的 元 加 到 第 2 列 的 元 上 ,第 3 列 的 元 乘 
以 aoj ai 后 加 到 第 4 列 的 元 上 ,等 等 ,最 后 从 第 1 列 中 提出 公 因 子 co ,而 从 其 他 列 中 
提出 公 因子 a ). 

2) 当 且 仅 当 а, >0 和 p(z) 的 根 在 左 半 平 面 万 内 时 , 帮 z) 的 根 在 左 半 平 面 五 内. 
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假设 f(z) 的 根 在 Н 内 ;与 这 多 项 式 


о) а || (2 х) = арх" Ча, <" + +а, (11) 
一 样 构造 一 个 多 项 式 
广 (z)=ao [1 (2+2, ) = ах" а" + -+(-1)”а,, (12) 


它 的 根 在 右 半 平 面 内 (在 展开 乘积 下 得 到 它 的 系数 的 表达 式 ). 显然 ， 
f(z)+f.(z)=2p, (=) - Р. (=) = 29. 
因为 在 Re ===0 时 ,|z 一 z |= |= +=, | ,所 以 

在 Ве ==0 时 ,也 有 |f(z)| 倒 |f, (2) 1, (13) 
因此 ,g 只 可 能 有 纯 虚 根 .证 明 这 些 根 都 是 单 根 .假如 相反 ,在 某 一 点 iy 同时 使 f(iy) 
= р. (у) (у) =, (5), 此 时 

У) 0а ать уу) = [ln 7. СУ 

(在 我 们 这 里 Г ЖИ р, 在 虚 轴 上 没有 根 ) .根据 公式 (11) 和 (12) ,后 一 关系 式 可 转 写成 
形状 


1 - 1 


ОИ т? 
р= 1 1У 之 =] 1у 之 k 


二 >0, 而 Re 二 + 元 <0" ,所 以 这 关系 式 不 可 能 成 立 ， 


但 是 由 于 对 一 切 Re 


多 项 式 4 的 寡 次 等 于 -1, 因 为 根据 众 知 的 多 项 式 根 的 性 质 生 = - >) 2, >0, 
从 而 , 当 а 30 时 ,p 的 考 次 等 于 .由 此 可 见 ,考虑 到 上 面 所 证 的 ,我 们 有 展开 式 


-rt ТС 
由 于 
У. 
1+2 
ВАЛУ, І (15) 
а ЛУ» 1_ 7/ 


和 分 式 线性 函数 = 了 т 250 | < 映射 到 右 半 平 面 上 ,所 以 根据 不 等 式 (13) 可 


以 断定 ,在 Ве ==0 н. 


р(=) = 
Re (=) 0, (16) 


” 我 们 提醒 一 下 ,Re == z 和 Re 二 =z 了 -yz 有 相同 的 符号 
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由 此 断定 ,在 展开 式 (14) 中 所 有 А, >20 (因为 在 Re 20 时 Ке 0) 和 在 点 z 


ве 


= iB 的 邻 域内 Re — 和 的 符号 由 Ке 一 5 的 符号 决定 ) 并 且 С 是 纯 虚 常数 . 


最 后 利用 (14) 我 们 求 得 
ф = ајр + (а, - аох)9 = ана |1 + эр + кс}. 

而 从 此 式 可 看 出 ,在 Ке 2220 时 ф 不 可 能 有 根 . 事 实 上 , 花 括号 内 的 表达 式 的 实数 部 
分 在 Re z 之 0 时 是 正 的 ,而 g 只 有 在 点 设 处 变 为 0, 而 在 这 些 点 iB. 处 ,显然 p 关 0 
(因为 在 相反 情形 里 在 这 些 点 上 就 有 p =0, 也 就 意味 着 A= 0, 这 与 条 件 矛 盾 ). 由 此 
可 见 , 多 项 式 p(xz) 的 全 部 根 都 在 左 半 平 面 玉 内 . 

现在 设 已 知 g(z) 的 全 部 根 都 在 НЯ, Н а, >0. 从 公式 (9) 可 看 出 ,类 似 于 f 
的 多 项 式 p 和 g ,9 的 多 项 式 pl1 和 qi, 有 形状 р, = а, Жад, = а, р- ахд, ЁЮ 

Ё 70а. (17) 

对 于 p 重复 上 面 我 们 对 f 进行 过 的 讨论 ,我 们 求 得 , 当 Ве 220 时 Ке(р,/9,) 
0. 由 于 ao/al 20 和 Rel(gi/pi) 的 符号 与 Re( pi/qi) 的 符号 相同 ,所 以 从 (17) 我 们 得 
出 不 等 式 (16). 而 在 这 时 借助 于 (15) 下 我 们 将 证 明 不 等 式 (13) 成 立 . 由 此 可 见 ,在 
Re z >>0 时 我 们 将 有 | (2) [> |Х, (z)|, 由 此 推出 f(z) 在 右 半 平 面 没 有 根 .但 是 
f(z) 在 虚 轴 上 也 不 可 能 有 根 ,因为 在 虚 轴 上 |f(z)|=|f,(z)|, 并 且 f(z) 的 每 一 个 
纯 虚 根 就 是 р а 的 根 ,因而 也 是 p(xz) 的 根 ,这 就 与 所 作 的 假设 相 了 矛盾 .因此 f(z) 
的 全 部 根 都 在 Н 内 .这 样 ,结论 2) 得 证 .依据 它 和 结论 1) ,容易 作出 从 n 1] н, 
同时 也 就 结束 赫 尔 维 芯 定 理 的 证 明 . 


гр 
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例 1 对 多 项 式 f(z)= xz +2z +35 +1 ЖП О, =2,0, = | 3 


5. 因 此 ,所 有 它 的 根 都 在 左 半 于 面 上 . 
例 2 对 多 项 式 f(z)= z +2xzx + z+1 我 们 有 DD;, = = 一 1, 因 此 , 它 至 少 有 一 个 根 在 


右 半 平 面 内 或 者 在 虚 轴 上 (否则 , f(iy)= iy(1 一 y )+1-2y ,由 此 可 见 ,多 项 式 没 有 纯 虚 根 , 亦 即 
可 以 断定 , 它 至 少 有 一 个 根 在 右 半 平面 内 ). 

由 展开 式 (11) 可 以 得 到 ,具有 实 系数 的 多 项 式 的 全 部 根 在 左 半 平面 内 的 必要 条 
件 : 这 多 项 式 的 所 有 系数 应 该 有 相同 符号 (斯 托 道 勒 条 件 ). 但 是 正如 例 2 所 表明 的 ， 
这 不 是 充分 条 件 ”. 

(2) 几何 方法 拉 什 -~- 赫 尔 维 奖 问题 几何 上 化 为 ,在 已 知 亚 纯 函数 所 实施 的 映 


2 


* 有 趣 地 指出 ,斯 托 道 勒 曾 提出 把 这 条 件 当 作 充 分 必要 条 件 (1894). 
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Я w= f(z) 下 右 半 平面 Re =220 的 像 A 是 否 将 包含 点 记 =0 的 问题 .在 函数 /(z) 
的 黎 曼 曲面 R 上 区 域 A 被 对 应 于 平面 的 虚 轴 的 曲线 厂 所 限定 一 一 在 自动 控制 理 
论 中 把 这 条 曲线 称 为 频率 速 端 曲线 . 

根据 解析 函数 的 几何 性 质 可 以 表述 成 下 列 准则 

稳定 性 准则 “如 果 函 数 /(z) 的 歼 曼 曲面 的 一 部 分 A, 在 按 y 增长 的 方向 绕 行 
频率 速 端 曲 线 时 ,一 直 留 在 频率 速 端 曲 线 的 右边 ,不 包含 位 于 w= 二 0 上方 的 点 (并 且 
速 端 曲线 本 身 不 经 过 这 点 的 上 方 ), 那 么 对 应 的 自动 控制 系统 是 稳定 的 ,但 是 如 果 这 
个 条 件 不 满足 , 则 不 是 稳定 的 . 

在 实际 问题 中 研究 黎 曼 曲 面 形状 常常 显得 很 困难 ,但 是 构 作 频率 速 端 迹 在 平面 
w 上 的 射影 卫 通 常 十 分 容易 . 为 此 只 要 在 方程 w = f(iy) 中 分 离 实 部 和 虚 部 ,我 们 也 
就 得 到 曲线 Г 的 参数 方程 =u(y),v=v(y), 一口 < 之 y<%. 但 是 如 果 不 考虑 歼 曼 
曲面 就 把 所 述 准则 应 用 到 位 于 械 的 右边 的 平面 w 的 区 域 A, 上 ,那么 可 能 得 出 不 正 
确 的 结论 .这 与 那样 一 些 情况 有 关 , 就 是 当 本 没有 经 过 全 部 位 在 夏 上 方 的 R 的 分 支 ， 
即 没有 经 过 没有 下 的 点 的 分 支 , 可 能 走出 区 域 A 的 范围 ,而 且 有 可 能 到 达 点 w =0， 
尽管 A, 也 不 包含 这 一 点 .由 于 区 域 A 的 单 连通 性 在 这 些 情况 下 Au 的 点 的 上 方 必 
定 存在 曲面 R Ш, ГНЕВ Г 的 点 的 分 支 与 包含 这 条 曲线 的 分 支 连接 
起 来 . 

Я 对 于 多 项 式 

(=) == -=+2=-3 

曲线 Г:и= у -3,0= у(2- у’) ИМЕН 167 中 的 形状 .区 域 A (图 上 加 阴影 的 ) 不 包含 ww= 0， 
但 是 区 域 A (A 的 射影 ) 表 示 是 整个 平面 ,相应 的 自动 控制 系统 ,当然 ,是 不 稳定 的 (不 满足 斯 托 道 
勒 条 件 ) ,这 里 黎 曼 曲面 在 图 167 中 用 星 号 标 出 的 点 的 上 方 有 分 支点 * ,曲线 下 在 它 的 三 个 分 支 的 
一 支 上 . 

在 某 些 问题 中 区 域 A 一 一 A 在 z 平面 上 的 射影 
的 形状 ,在 没有 研究 歼 曼 曲面 下 也 能 够 弄 清楚 .为 此 ， 
壁 如 ,可 以 考虑 一 组 半圆 О, : | =|<К ‚Па =>0, + Н. ри 
要 弄 清 在 映射 w = Се) РАЕН ВИ 5-0 Д 
A 人 的 形状 ,知道 在 R 改变 时 As 怎样 变化 ,我们 也 将 в 
知道 区 域 A 的 形状 .显然 在 稳定 性 准则 的 措 词 中 黎 曼 
曲面 上 的 区 域 A 可 以 用 这 个 平面 区 域 来 代替 . 

我 们 还 引入 一 个 几何 的 稳定 性 准则 ,这 准则 涉及 
重要 一 类 自动 控制 理论 问题 ,在 这 类 问题 中 被 研究 的 
函数 有 形状 图 167 


ж 在 映射 w= f(z) 下 ,分 支点 对 应 方程 f(z)=3z?” 一 2z+2=0 的 根 . 
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f(z)= Re +1, (18) 


其 中 G(z) 为 有 理 分 式 函 数 ,K 为 某 个 常量 .这 是 所 谓 的 具有 简单 反 联 系 系统 的 情 
况 .常量 有 确定 的 物理 意义 , 称 作 强化 系数 ;并 且 把 它 从 G(z) 的 表达 式 中 分 出 被 
结构 性 设想 所 证 实 : 控 制 系统 的 不 同 环节 影响 量 К 和 G. 

为 了 得 到 所 要 求 的 函数 (18) 的 稳定 性 准则 ,我 们 利用 第 23 目的 辐 角 原理 .显然 ， 
函数 f(z) 的 极点 是 G(z) 的 零点 .如 果 用 Р 表示 右 半 平面 中 这 些 极点 的 个 数 , 那 么 
按照 辐 角 原理 在 右 半 平 面 内 没有 f(z) 零 点 的 条 件 化 为 条 件 


Ас arg f(z)=P, 


其 中 CR 表示 充分 大 半径 的 半圆 DR 〈 见 上 面 ) 的 按 顺 时 针 方 向 绕 行 的 边界 “. 
由 此 可 见 , 在 ( 按 顺 时 针 方 向 ) 绕 行 Cx 时 ,向 量 f(z) 应 当 环 绕 坐 标 原点 逆 时 针 方 


向 转动 次 .考虑 到 ,向 量 /(z) 环 绕 原点 旋转 等 价 于 向 量 gerz) = f(z) - 1 环绕 点 


w= – 1 е аа w 二 一 k 的 旋转 ,我 们 得 出 下 面 的 稳定 性 准 


则 ,这 一 准则 通常 与 力克 维 斯 特 和 米 哈 依 洛 夫 的 名 字 联 系 着 的 . 
乃 克 维 斯 特 一 米 哈 依 洛 夫 准 则 为 了 使 由 函数 (18) 所 描述 自动 控制 系统 是 稳定 
的 ,充分 必要 条 件 是 , 按 顺 时 针 方 向 绕 行 由 虚 轴 的 线段 和 充分 大 的 半径 的 半圆 周 所 图 


的 半圆 DR 的 边界 时 ， С ) 环绕 点 w 二 一 KK 逆 时 针 方 向 旋转 P 次 ,其 中 忆 是 


1 在 右 半 平 面 中 的 极点 数 . 
G(z) 
Я важ G(z) 有 形状 
1 
бата) Т) 
其 中 zi 和 为 正常 数 . ИН-Т 的 频率 速 端 曲线 由 方程 


w= 6) = + У) + изу)= — (1+ т) у +iy(l— тту?) 
描述 ,并 且 有 图 168 中 用 粗 线 画 出 的 形状 .事实 上 ， 


и= – (tt+r,)y, v= у(1- тту), 


由 此 看 出 ,这 个 速 端 曲线 完全 位 于 左 半 平 面 内 ,在 y=0 和 >y= 土 时 交 于 и 轴 , 并 且 切 线 的 


1 
М TIT? 
О У ИНЬ ВЕНЕ Роот + ТГ, НЕ |-> 


增 大 .在 |z| 充 分 大 时 ,我 人 有 gz cz? ,由 此 可 看 出 , 当 R 较 大 时 对 应 右 半圆 周 |z| = RR 


ж 与 第 23 目 中 公式 的 符号 不 同 解释 如 下 ,在 那里 区 域 的 边界 是 按 逆 时 针 方向 绕 行 的 . 
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Ке zx >0 的 是 接近 于 被 经 过 的 圆周 | 让 | = с, г. R 一 倍 半 的 曲线 ( 见 图 168). 


图 168 


设 强化 系数 的 值 К=К 是 这 样 的 ,点 - K; 位 于 速 端 曲线 的 圈 的 内 部 (因为 在 速 端 曲线 的 自 
交点 上 六 = 二 二 ,所 以 对 这 一 点 = 912105 5 ,并 且 所 考虑 的 情况 对 应 于 值 0<K<E 920) 如 


从 图 中 所 见 ,在 完整 绕 行 Ce 时 向 量 22 (用 虚线 画 在 图 上 ) 在 这 情况 下 没有 作出 一 次 往 


返 ,一 一 如 果 绕 行 从 点 a 开始 ,那么 天 开始 (在 绕 行 速 端 曲线 时 ) 按 逆 时 针 方向 作出 多 于 一 次 往返 ， 
但 是 后 来 (在 绕 行 对 应 于 半圆 周 的 曲线 时 ) 按 顺 时 针 方向 转 同一 角度 .如 果 值 K = Ку 是 这 样 的 ,点 
Ku 位 于 可 端 曲 线 的 图 的 左边 ( 亦 即 K> 马 二 于 ) рд яван Сеа у, 
按 顺 时 针 方向 作出 两 次 完整 往返 (图 168). 

由 于 在 所 讨论 的 情况 下 ys 在 右 半 平面 中 的 极点 个 数 等 于 0, 所 以 根据 乃 克 维 斯 特 - 米 哈 依 


洛 夫 准 则 对 应 的 自动 控制 系统 在 0< K< 号 一 旦 时 是 稳定 的 ,在 K> 于 一 呈 时 是 不 稳定 的 . 

(3) 威 什 涅 格拉 蒋 基 一 必死 维 斯 特 方 法 ”这 一 方法 是 前 面 方法 的 发 展 ,同时 也 
适合 对 依赖 参数 的 函数 的 研究 ”. 我 们 考虑 依赖 两 个 实数 和 7 的 多 项 式 族 ,或 者 完 
全 一 样 ,依赖 一 个 复 参 数 &= &+ 2 的 多 项 式 族 


ж 方法 的 思想 属于 俄罗斯 工程 师 H. A. 威 什 涅 格拉 菊 基 (1877) 方 法 的 进一步 改进 属于 美国 工程 师 力 克 维 
斯 特 (1932). 方 法 的 正确 论证 是 苏联 数学 家 梅 曼 (1949) 给 出 ,我 们 遵循 他 的 叙述 [4j]. 


[75] $2 留 数 理论 的 应 用 ‚371. 


К(=,С)=Р.(=)ЕЁ+Р,(=)7-Р-з(=), (19) 

其 中 Р, (=), =1,2,3 是 某 些 固定 的 多 项 式 .我 们 将 认为 ,不 存在 所 有 三 个 这 样 的 多 
项 式 的 公共 根 (如 果 这 样 的 根 zo 存在 ,那么 方程 就 可 以 约 去 因子 z - zxo 的 适当 的 震 
次 ) .用 п 表示 它们 中 最 大 的 帘 次 . 

通过 D(k,n 一 上 ) 表 示 参 数 平面 < 的 点 的 总 体 ,对 其 中 每 一 个 点 ,多 项 式 (19) 有 
关于 z 的 & 个 根 , 具 有 负 实 数 部 分 ,和 n 一 & 个 根 ,具有 正 实数 部 分 * .特别 是 ， 
D(n,0) 一 一 稳定 区 域 一 一 那些 点 《的 全 体 ,对 于 这 些 点 所 有 根 都 有 人 负 实 数 部 分 . 因 
为 多 项 式 的 根 连续 依赖 于 Е 的 ,所 以 与 总 体 D(k,n 一 &) 的 每 一 个 点 ?一 起 ,这 个 点 
的 某 个 充分 小 的 邻 域 也 属于 这 个 总 体 .由 此 推出 ,总 体 D(k,n 一 &) 是 由 某 个 数量 的 
区 域 组 成 的 . 

氮 5 不 属于 区 域 D(& ,2 一 &) 中 任意 一 个 区 域 ,如 果 相 应 的 多 项 式 (19) 即 使 有 一 
个 纯 虚 数 根 ,或 者 ,特别 ,有 无 穷 远 的 根 ,这 个 根 也 可 以 看 作 位 在 虚 轴 上 ,在 这 种 情况 
里 参数 和 与 7 的 值 的 小 的 变化 可 以 达到 ,多 项 式 已 经 不 将 有 纯 虚 根 ,因此 ,对 所 有 区 
域 D(k,n -A) 的 总 体 的 补 集 由 这 些 区 域 的 边界 点 组 成 , 威 什 涅 格拉 茨 基 的 思想 就 
在 于 在 参数 平面 内 寻找 区 域 D(k,n 一 上 ). 

首先 考虑 多 项 式 P,(z)= iP,(z) 的 特殊 情况 , 亦 即 


(2,6) =Р,(=)6-Р;(=). (20) 
方程 FLz,5)=0, 在 这 种 情况 下 可 以 把 它 改写 成 形状 


它 建立 了 z 平面 和 5 平面 之 间 的 某 种 关系 ,并 且 对 应 于 每 一 个 点 和 有 个 后 
在 给 定 参数 值 &o 下 方程 (20) 的 根 ( 它 们 中 的 某 一 些 可 能 相等 或 者 走向 无 


209) 
穷 远 ). 
由 上 述 推出 ,区 域 D(k,n А) ЛЯ 卫 是 在 映射 (21) 下 和 虚 轴 的 像 , 亦 即 函数 


Сера, 


СЕ АЕ Г ЕЙ, А ЗЛ МН ЛИ Е (20) ММ 
Е (50) , 像 上 面 一 样 ,可 以 借助 辐 角 原 理 求 得 .假设 P,(z) 没 有 纯 虚 根 ,并 且 通 过 | 表 
示 它 在 左 半 平 面 内 的 根 的 个 数 , 用 n1 和 ns 分 别 表示 Pi(z) 和 Р, (2) ЈК, 


2 9 右 п: >п, 
. 一 


0, Ф: пзп). 
考虑 由 半圆 周 C'% :|z|=R,Re z 三 0 和 虚 轴 的 线段 Съ: - В<у<Ю 所 围 的 半 


(22) 


* 像 往常 一 样 , 根 的 重 数 多 少 ,就 计算 多 少 次 . 
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А. Са = С +С. МЕКИ К МИА 


(С) = До, аге | С, 一 |+ До, arg Р, (2), (23) 
其 中 周 线 Cn ны. 
对 于 大 的 | z| 我 们 有 ЕЕ cot +e ,Co 尖 0, 因 此 ,在 nn 之 ni 


时 ,A arg | р 


= л(лпз- лу) + О (т }: 在 301 时 这 个 增 量 等 于 


O (天 -由 此 可 见 , 按 照 我 们 的 选择 и 总 有 

Р(=) __ 1 
Ре) | т +0()- 

把 公式 (23) 的 第 一 项 分 为 两 项 ,分 别 对 应 于 绕 行 C% 和 CC ,同时 考虑 到 它 的 第 
二 项 根据 辐 角 原理 等 于 А, Р оон Е, ВИТМАН Я] 


k( Lo) =5 7Acarg Co 一 рт, 


其 中 С 是 目下 同上 被 通过 的 = 平面 的 虚 轴 .转向 参数 平面 5, 我 们 得 到 如 下 结果 ， 
方程 (20) 在 左 半 平 面 内 的 根 的 个 数 ,在 5= 纪 时 等 于 


k( bo) =5 Ararg( 和 — б) + т +А, (24) 


其 中 栈 是 函数 (21) 的 以 y 增长 方向 通过 的 频率 速 端 曲 线 ,m А, (22) 6,60 
多 项 式 Pi(z) 在 左 半 平 面 中 根 的 个 数 . 

Е 在 证 明 时 ,我们 把 P,(z) 有 纯 虚 根 的 情况 除外 .在 这 种 情况 ,如 果 P,(z) 的 
每 一 个 这 样 的 根 都 以 半 重 数 计算 ,并 且 把 (24) 式 第 一 项 看 作 arg( to 一 和 <) 沿 着 单独 走 
问 无 穷 远 的 速 端 曲 线 的 那些 分 支 的 增 量 之 和 ,公式 (24) 仍 然 成 立 ( 从 速 端 曲 线 的 方程 
{= P3(iy)/Pi(iy) 可 看 出 ,在 趋 近 P,(z) 的 每 一 个 虚 根 时 ,5 一 co ). 事 实 上 ,所 有 进 
行 过 的 讨论 在 这 种 情况 下 也 是 成 立 的 ,只 要 在 绕 行 Ck 时 ,每 一 个 纯 虚 根 是 从 左边 沿 


着 以 根 为 中 心 的 小 的 半圆 周 绕 行 的 . 绕 行 每 一 个 这 样 的 半圆 周 都 把 量 尹 带 人 


_ Рз(=) 
bo Pi(z)j， 
其 中 p 是 相应 的 根 的 重 数 ”, 量 Ac' arg Р, (z) 就 保持 不 变 ,因为 在 Ср 内 部 没有 出 


1 
FA arg 


1 
5-А arg 


ж 实际 上 ,在 每 个 这 种 根 a 的 邻 域内 ， 


50— с уро + ee- а) + **} ‚со=0, 


而 且 半 圆周 是 按 顺 时 针 方 向 绕 行 的 . 
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现 新 的 Pi(z) 的 根 .所 有 这 种 半圆 周 的 半径 趋 于 0, 取 其 极限 ,我 们 就 得 到 了 需要 的 
结果 . 
Я ” 设 多 项 式 项 族 
f(z, 0) = (=? -i)t+3az(z+1), 
曲线 荆 由 下 面 的 方程 定 出 : 


= Зау +; Зау? 
1+ у: 1+ у 


就 是 说 ,代表 一 条 笛 卡 儿 单 叶 线 (图 169). ЕЖ, п, = 3, п, =2, т = 0, Р(х) = x - 1 9 — 
z= 一 i, 一 个 根 z=e 亿 在 左 半 平 面 上 , 故 k= 方 .公式 (24) 取 下 面 的 形式 


(6) = Агат (в — +. 
对 于 在 分 支 工 的 右边 的 名 ,第 一 项 等 于 (ИТА 、 
段 工时 :给 出 Aarg( 6, — ) = - :还 ; 绕 行 曲线 段 耻 时 :0; 


БИТВЕ ШЕ: 12. 参看 图 169); 因 此 ,对 于 这 种 名 有 
C6,) 1 同样 得 到 :对于 环 内 的 ,有 kk(&)=0, 而 对 于 
曲线 的 左边 的 名 ,有 &( 名 ) =2. 由 此 可 见 ,完整 地 说 明 
了 根 的 位 置 . 
最 后 我 们 来 讨论 多 项 式 (19) 的 一 般 情形 . 设 
Р,(=)=и,(х,у)+ т,(х,у) (k=1,2,3) 
我 们 看 出 ,方程 ALz,5) =0 与 方程 组 
И=и,(х,у)ё+ еты) 
У= о (х,у) Et о, (х,у) у- оз(х,у) =0 


图 169 


(25) 


等 价 . 
如 前 ,我 们 将 认为 方程 组 (25) 建 立 平面 = х + гу 的 点 到 平面 C= + 的 点 的 
映射 . 解 册 有关 Е 与 7 的 方程 组 ,这 种 映射 可 写成 显 函 数 的 形式 


изо) WU Оз иі Оз изо] 


= 9290 з ро из, (26) 


其 中 人 A=A4A(z)= ио - vavl ,为 方程 组 的 行列 式 . 显 然 , 使 A(z) 天 0 的 点 = 对 应 于 
完全 确定 的 有 限 点 &€.A(z)=0 而 至 少 有 (26) 的 一 个 分 子 异 于 0 的 点 z( 因 此 ,第 二 
个 分 子 也 同样 容易 断定 ) 对 应 于 点 《= oo* .最 后 ,假若 在 某 个 点 z 处 ,(26) 的 分 子 与 
分 母 均 为 0, 则 “平面 的 整 条 直线 对 应 于 这 个 点 z (这 种 点 与 对 应 于 这 种 点 的 那些 


* 在 这 种 点 ,另外 那 一 个 分 子 也 异 于 零 , 因 为 由 A=0 ИЕН = о ,并 且 如 若 第 二 个 分 子 等 于 零 , 即 


я 32 = 02 


V3 
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直线 ,我 们 将 称 做 例外 点 与 例外 直线 )”. 

(26) 的 逆 映 射 是 不 高 于 ” 值 的 ,因为 对 应 于 & 的 每 一 个 点 z, 是 多 项 式 (19) 在 给 
定 & 值 时 的 根 . 

我 们 将 说 明 映 射 (26) 下 是 否 保持 序 向 的 问题 .为 此 ,将 方程 组 (25) 对 于 x 与 y 
ЖТ, Е Уу Ах БУШ, 


Эд oU 
udet udnt ах + gydy =0, 
vidé+ vidn+ аз 9205 0. 
у \ 、 9 9 д д 、 
就 dé 与 dy 解 出 这 方程 组 ,并 且 利 用 柯 西 - 黎 曼 方程 55 = 了 ,5 = -区 ,我们 
得 到 
1 aU ау аи аи 
Че (wt et (шо ото № 
11/ аи. аи аи әр 
а= (tl 
CD 
en el 
Tey) y) дл ду] |’ 


因而 看 出 :这 雅 可 比 行列 式 的 符号 | A 的 符号 一 致 .因此 , 若 A>0, 映 射 (26) 保 持 序 
向 : 若 A<0, 它 改变 序 向 . 

如 前 ,我们 来 考虑 分 解 平面 为 区 域 D(k,n 一 &), 且 用 械 来 表示 这 些 区 域 的 边 
界 . 显 然 ,在 方程 (26) 中 令 х =0, 可 得 械 的 参数 方程 . 同 以 前 一 样 ,我 们 将 认为 对 应 
于 y 增 大 的 方向 是 曲线 也 的 正 绕 行 .曲线 研 可 以 由 几 支 组 合 而 成 .再 者 ,有 别 于 多 项 
式 (20) 的 情形 , 当 绕 行 整 条 y 轴 时 ,曲线 的 各 段 可 能 被 通过 铬 干 次 (不 多 于 и 次 ). 此 
外 ,曲线 Г 可 能 包含 例外 直线 一 一 这 是 当 у 轴 上 有 例外 点 时 6 
的 情形 х 

考虑 曲线 Г 的 某 一 段 51 5 , 且 假 定 : 当 行 经 整 条 у НЕ, + 
它 被 经 过 /1 次 , 即 ,这 曲线 段 对 应 于 у 轴 上 的 7 条 线段 


У! У? (и=1,2,--*,[). НН | 
假若 yf у 71-5 у 轴 的 方向 一 致 ,我 们 令 є, = 1; 在 相反 的 
2 


НЕДІ е, = -1. 若 在 上 行列 式 A>0, 则 令 6,=1; 在 р 
相反 的 情形 令 д, = 一 1( 见 图 170). 6=1 6=-16=1 6=-1 
假设 点 & 沿 着 某 一 充分 小 的 路 径 连 续 地 运动 , 自 左 癌 右 图 170 


ж 在 方程 (20) 的 情形 ,不 可 能 有 例外 点 . 
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Эта] 0190 515,. 这 路 径 对 应 于 在 平面 = 上 与 y НЕМА В уту НЗ) 1 条 路 径 . 
显然 ,各 e,6, >0, 则 对 应 的 路 径 自 左 半 平 面 走 至 右 半 平 面 ,因而 多 项 式 (19) 在 它 上 面 
获得 一 个 具有 正 的 实数 部 分 的 根 ,而 失去 一 个 具有 负 的 实数 部 分 的 根 ;在 e,6, <0 的 
情形 ,正好 与 此 相反 .因此 ,我 们 从 曲线 ГАК 5 多 的 左边 转 到 右边 时 ,多 项 式 (19) 
ХЕ, д, ЧЕ, д, 十 …+eG 个 具有 负 的 实数 部 分 的 根 ”. 

利用 这 个 结果 ,只 需 知道 区 域 D(& ,2 一 &) 中 的 某 一 个 ,我 们 便 能 求 得 它们 的 全 体 . 

最 后 ,我 们 将 举 出 属于 威 什 涅 格拉 茨 基 的 例子 : 

(Е + +1. 

$ z=iy 且 分 离 实 数 部 分 与 虚数 部 分 ,得 曲线 本 的 参数 方程 : 


=, = у’. 
这 是 双 曲 线 21 = 1 的 位 于 第 一 象限 内 的 分 支 ( 图 171). 当 行经 整 条 у 轴 时 , 它 被 经 过 两 次 ,同时 , 假 
知 设 对 于 下 半 条 y 轴 来 说 1 =1, 对 于 上 半 条 у 轴 来 
说 4=2, 则 将 有 el =1,es = -1. 再 次 ,决定 雅 可 比 
行列 式 的 符号 的 行列 式 A, 在 y 轴 上 等 于 A(iy)= 
-yy ,所 以 61 =1,6, = -1. 因 此 , 当 从 左 到 右 通过 
弧 б. 68,5 Е1 01 + е0 = 2 个 具有 负 的 实数 部 
分 的 根 .在 坐标 原点 处 6= 7=0, 多 项 式 具 有 形式 
z "+1=0, 因 而 有 根 zx, = -1,z23= 方 (1+ 1/3). 
因此 ,在 双 曲 线 的 下 方 的 区 域 是 D(1,2) ,而 在 上 方 
的 那个 区 域 是 D(3,0) 一 一 稳定 区 域 .为 了 检验 起 
见 , 可 取 点 上 =7=3, 在 这 个 点 处 多 项 式 具 有 形式 
2° +322 +3:+1 НАЖ 18 == - 1. Ё 171 
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在 许多 工程 技术 问题 中 ,重要 的 是 要 有 方法 来 研究 所 谓 稳 定 状态 .这 些 问题 在 数 
学 上 可 归结 为 对 于 函数 在 较 大 变 元 值 时 的 性 质 的 研究 ,或 者 可 以 说 ,对 于 这 些 函 数 的 
浙 近 状态 的 研究 .在 此 ,我 们 将 提出 函数 的 渐 近 研究 的 某 些 方法 .为 了 更 详细 研究 这 
些 方法 ,我 们 推荐 М. А. Евграфов 的 书 [7]. 

76. 渐 近 展 开 式 ”作为 函数 渐 近 研究 的 基础 是 用 更 简单 的 函数 来 蔡 代 这 些 函 数 ， 
使 得 主要 性 质 被 保留 下 来 ,并且 抛弃 次 要 的 性 质 .特别 , 自 变 量 在 某 个 延伸 到 无 穷 远 
的 集合 М (通常 在 某 一 条 通 向 无 穷 远 点 的 曲线 ) 上 的 值 较 大 的 情况 下 研究 函数 
f(z) ,最 简单 就 是 用 在 某 种 意义 上 接近 于 这 函数 的 级 数 


ж 如若 这 个 和 等 于 0, 则 在 弧 5, 5 的 两 侧 有 具有 相同 指标 的 区 域 D(k,n 一 &). 在 多 项 式 (20) 的 情形 ,这 个 
和 总 是 等 于 1 ,因此 , 的 左 侧 的 区 域 的 数值 总 是 较 右 侧 的 大 1( 参 看 图 169). 
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сос с, 
соъ +5 +++... (1) 
之 之 之 


来 替代 它 . 通常 要 求 , 用 这 级 数 的 部 分 和 ;, (z) 取 代 函 数 /(z) 时 的 误差, 当 z 沿 着 M 

的 点 趋向 oo 时 ,是 关于 部 分 和 的 后 面 一 项 的 高 阶 无 穷 小 量 , 亦 即 

/(z) -> 
由 这 条 件 当然 不 能 推出 级 数 (1) 的 收敛 性 ,但 是 ,正如 我 们 下 面 所 看 到 的 ,甚至 满 

足 这 条 件 的 处 处 发 散 的 级 数 也 包含 许多 有 关 函 数 /(z) 的 渐 近 性 质 的 有 益 知 识 ， 
满足 条 件 (2) 的 级 数 (1) 称 做 函数 f(z) 在 集合 М 上 的 渐 近 展开 式 ,并 且 级 数 与 

函数 之 间 的 这 种 联系 可 写成 如 下 形状 


Р) со + еси (3) 
在 给 定 集合 М 上 的 函数 的 渐 近 展开 式 ,如 果 它 存在 , 则 以 唯一 的 形式 确定 . 
事实 上 ,由 条 件 (2) ,在 п = 0 时 我 们 求 得 lim | (=) - co| = 0, 由 此 确定 co = 
lim/(z); 在 n=1 时 


= 0*,я =0,1,2, --- (2) 


lim 2" 
2—0 


limz Г) = = 0, 
由 此 с = Ши [1 (=) — со}, ЖЖ 
с, = limz 11 (=) — 5,-1(=)1,п=0,1,2, ---. (4) 
从 另 一 方面 ,同一 个 级 数 (1) 可 以 是 不 同 函 数 的 渐 近 展开 式 . 例 如 , 恒 等 于 0 的 级 
数 是 恒 等 于 0 的 函数 的 渐 近 展开 式 , 同 样 也 是 函数 е “在 射线 x >0 上 (或 者 甚至 在 


局 形 |arg < | <5 -aa>0 内 ) 的 渐 近 展开 式 ;这 可 从 对 任意 п ‚ іт хе" = (0) 中 


看 出 . 
容易 证 明 ,两 个 函数 的 和 与 积 的 渐 近 展开 式 , 可 由 它们 的 渐 近 展开 式 对 应 项 逐 项 
相 加 与 相 乘 而 得 : 若 


f(z)~ У", g(z)~ У) 4, 
n=0 < п=0 之 


则 


= ‘п + а, 一 а, + а,- 十 …* 十 „а 
Рб) + (2) У", Ра) в (а) У 000—0, (5) 


п= 0) п= 0 之 


同样 ,容易 证 明 , 渐 近 展开 式 的 逐 项 求 积分 规则 是 合法 的 :假若 f(z) ~ >19 


* 在 这 一 公式 和 以 后 的 公式 中 当 z 一 oo 时 极限 过 程 ,当然 是 沿 着 集合 的 点 完成 的 ,我 们 不 再 对 这 一 点 作 专 
门 说 明 . 
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( 即 , 当 在 给 定 的 集合 М 上 =—=оо В], ИЖ A 
| Ха У; рт. (6) 


„22 
渐 近 展开 式 的 逐 项 微分 а ези зн вян ,在 射线 х >0 
Ее “зщ е" ~ 0, (е “зщ е) = – е ”sin е + соѕ er 完全 没有 渐 近 展开 式 , 因 为 
在 射线 z>0 Е, 4 хоо НУ УЕ. 
例 1 我 们 将 求 出 函数 


Ра) = | а 
在 射线 xz>0 上 的 渐 近 展 开 式 .反复 施行 分 部 积分 法 ( 令 十 =u,e'dt = do, 等 等 ) 求 得 ; 
Га. 0010р |6. 
对 于 余 项 (借助 于 分 部 积分 法 ) 我 们 得 到 估 值 
п [та = (и! | 


由 此 推 得 :在 采用 前 面 的 记号 后 


х" к) (вт, 
当 z 一 co 时 趋 于 0, 所 以 


所 讨论 的 积分 与 特殊 函数 一 积 分 指数 函数 * 
Ei(z)= | Са (8) 
有 关 , 事 实 上 ,在 变量 变换 r= - :以 后 ,显然 ,有 
Ei(-z)= -| а= е | Te de, 
因此 ,由 (7) 我 们 有 渐 近 等 式 
-| (9) 


级 数 (7) 和 (9) 是 发 散 的 ,因为 它们 的 一 般 项 不 趋 于 0 (对 任何 固定 的 z, 当 mn 一 时 比值 一 + = 


- 荆 -co). 但 它们 仍然 给 出 函数 的 近似 值 , 甚 至 对 于 颇 小 的 x 与 ”也 非常 地 精确 ,例如 ,对 于 积分 


(7) 来 说 ,se(10)=0.091 52 给 出 具有 精确 到 0.000 12 的 近似 值 . 
例 2 我 们 考虑 误差 概率 函数 (参看 第 70 НЯ 1) 对 于 z 的 正 值 的 渐 近 公式 .首先 ,考虑 函数 


пота 
反复 施行 分 部 积分 法 ,得 : 


* 当 工 > 工时 ,积分 理解 为 主 值 . 
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Т_Т, 1:3 _ 13-5, .11.3.5…(27 —3) 
(т) = 5 2-3 55 24 了/ 十 (一 1)" 2" 2" І 


— чл, 1*3*5***(2и 一 1 ) вю 0 
+ ( 1) он | dt | 
对 于 余 项 (借助 于 分 部 积分 法 ) 我 们 得 到 估 值 


1.3…(27 一 ] ) 
人 
由 此 推 得 : 当 лоо, т" И И, 


р, 1 1.3 1.3.:5 
] 091 22 а^ 17 (10) 


gl А О 1) 


н [е ает (参看 第 67 目 ) 得 


| ает | аек Ла І 一 1.3 +... 
0 T 


因而 最 后 有 


2 fm _2 2 2/1 1 13 1.3:5 
= — 一 一 ` — — 十 一 一 - 一 + 
егї Хх = | е аг 1 6 (去 52 15 23 15 7 17 ) . (11) 


例 3 也 可 以 对 整数 目 变 量 ”的 函数 构造 渐 近 展开 式 . 在 这 情况 下 整数 点 的 序列 是 集合 т 
作为 例子 我 们 考虑 有 关 函 数 


f(z)= эт +1, (12) 
过 上 通过 捷 过 于 点 н, РЕНН 作为 第 一 次 近代 我们 到- отт 
代入 方程 /(z) =0, 我 们 得 到 (一 1)"sin е (л) + = 0, 由 此 ,我 们 求 出 s (а) О 


Е) 
+о( 1 ) ,从 而 对 z, 的 第 二 次 近似 有 形状 
ат 0 (2). 


随后 令 z= zn + Се (п) ,并 且 由 方程 /(z)=0 我 们 得 出 


(аа 0а) {= 1 


лп 十 (一 1)" +е, (л). 
用 左 和 右 两 部 分 的 近似 表达 式 取代 这 两 部 分 (考虑 到 ex(z)= o( 二 ) ) ,我 们 求 得 


(De(D- 工 -与 六 [二 0 一 ] 一 (о (5), 


дп 
Н е (н) = т 14 00 |+0( 5) зант =, ВОИНЫ 
ат С а" (1). (13) 


这 过 程 可 以 无 限制 继续 下 去 ,并且 由 于 各 近似 值 的 误差 是 关于 最 后 保留 项 的 高 阶 无 穷 小 ,我 们 得 
到 =, 的 渐 近 展开 式 . 
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最 后 我 们 指出 ‚3% АЗЕ НА ОВАЈ (Т) ВО 300 АЈ ВР АО, (А ЛЗ АЕ ЧИН 
方便 的 手段 . 拓 广 渐 近 展开 式 的 概念 ,为 了 比较 我 们 选取 满足 条 件 


lim get -0 (14) 


。 М1 (=) т р. (х) 
0-0, а |5 |20 05) 
的 序列 и, (=). 
我 们 称 级 数 2) сам, (х) 94 f(z) 的 渐 近 展开 式 ， 
f(z)~ Ху ома), (16) 
如 果 
.1 " 
о) |) – Улема (х) | = 0,n = 0,1,2,.…. (17) 
作为 这 种 更 一 般 的 展开 式 的 例子 ,我 们 研究 微分 方程 
у + (1-8) =0 (18) 
的 解 对 于 大 的 х 的 展开 式 . 


为 了 获得 解 的 表示 式 , 我 们 把 方程 写成 形状 
У +у=а >, 
并 且 认 为 右边 部 分 是 已 知 的 ,我 们 利用 微分 方程 教程 中 柯 西 公式 
y(z)=Acos(z 一 a)+ г |, чи. (19) 
由 此 表示 式 看 出 , 当 хоо >(z) 是 有 界 的 .事实 上 ,我 们 设 Mi = ‚ тах |y(z)| ,此 时 由 
(19) 得 到 和 


M<IAl+lalM |" а <1А|+|а| М, 
х0 


由 此 Mi < НЕ В zx。 可 以 认为 是 正 的 和 任意 大 的 ) .由 此 可 见 ВЗР 


远 处 收敛 ,因此 在 (19) 中 也 可 以 取 хо = оо. 
作为 第 一 次 近似 我 们 取 
y(Zz)=Acos(z 一 a)+o(1); 
令 y(z)=Acos(z-a)+si(Zz) 并 且 把 其 代入 (19) ,我 们 求 得 : 
1 


es (2) аА | sin(z-t)cos(t-a) 字 +o( 二 有 


= lsin(z а) + 902 —22+а)1+0() 
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= -经 sn(z-at+o( 工 ) 
我 们 得 到 第 二 次 近似 : 
—_ аА . 1 
у(х) = Асоз(х-а)- 5 (т -а) + ДЄ . 
引入 新 的 修正 s,(z) ,我 们 由 (19) 求 出 


Р 2 Г 
(0) | sin(x 20 +а)& 8 а | sin(x 0) а) 4+0) 
оо і 2 Ju 1 2 
= аА (фа) 一 a ох 一 以 ) 十 1-5) 
42 Вт х 


[我 们 用 分 部 积分 法 变换 第 一 个 积分 ,第 二 个 积分 用 三 角 公式 ,余下 的 积分 进入 量 


о | ) 中 . 由 此 可 见 , 我 们 获得 第 三 次 近似 : 


y(x)=Acos(z та) бет а) + 25 [| а о а) +0 (55). (20) 
近似 可 以 无 限 地 精确 ,所 得 展开 式 是 拓 广 意义 上 渐 近 的 ,并 且 这 里 
Е 一 Q + ра 1 
р.б) = 一 一 一 а(х) = =: 
77. 越 过 法 ”这 方法 用 于 在 正 参数 4 较 大 值 下 估计 形 如 
РОА) = | фе) а= (1) 


的 周 线 积分 ,其 中 f(z) 和 P(z) 沿 积分 曲线 С 是 解析 函数 ,许多 特殊 函数 、 常 微分 方 
程 和 偏 微 分 方程 的 解 是 形 如 (1) 的 积分 ,这 样 的 积分 会 在 解 各 种 不 同 物理 问题 时 遇 
到 .这 一 扣 说 明了 越过 法 在 复 变 函数 论 的 应 用 中 占据 重要 地 位 . 

我 们 从 叙述 特殊 情况 开始 ,这 种 情况 要 漳 源 到 拉 普 拉 斯 ,并 且 与 形 如 


Е(А) = [ Ф(1)е аг (2) 


的 实 积分 有 关 . 

拉 普 拉 斯 方法 的 思想 十 分 简单 .假定 f(z) 在 区 间 (a ,2) 上 有 一 个 突出 表现 的 极 
大 值 .参数 4 的 值 您 大 ,这 个 极 大 值 表 现 愈 突出 ,因此 也 清楚 ,在 较 大 4 下 极 大 点 的 
邻 域 给 出 积分 值 中 主要 贡献 . 

在 证 明 作 为 方法 基础 的 引 理 时 ,我 们 利用 这 个 思想 . 


引 理 ” 设 给 定 积分 


Р(А)= | ple Yd (0<a<%,a>0) (3) 


х 


* Г sin(z 21 а) = ( І ) ,这 可 以 用 分 部 积分 法 确认 . 
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РЕЖ Ф(г) |1 | 之 2h 时 表示 成 收敛 级 数 


Ф(1) = 1 (со ++ вс" +), В>-1, (4) 
并 且 对 于 某 个 1， | (в) ее М ,此 时 渐 近 展开 式 
F(A)~ > рее (5) 
п=0 а а 
жу, т ГЖ ГЖ. 


为 了 证 明 我 们 注意 到 , 当 А> Ао 
[oe «егете | Lg) le ma 
=O(e- 9-ю") = 0(е7%), 
ЁШ Е(А) = | Ф(г)е а + О(е 7%) 因为 量 O(e- 交 ) 当 ->co 时 , 比 任何 索 次 


А" („п >0) 小 得 多 ,所 以 根据 拉 普 拉 斯 思想 ,影响 渐 近 展开 式 的 只 是 毗邻 极 大 值 点 
的 积分 区 间 的 一 部 分 (0 , 疡 ) .在 积分 的 分 出 部 分 里 作 代 换 АР = z, 然 后 利用 ,在 | 引 委 


h 时 我 人 有 g(1) = У) сы?" ОС) ЛОН ЕНИ 220 和 с>0 


| пет < | re ‘т=Г(р), 
0 0 


我 们 求 得 
а 1 
h а АА а 
носна а Д 
1 cs №" B+k+tl_ | _ _В+п+1 
二 -一 +Е+1 т а е ‘4: + О (А а ). (6) 
а k=0 A a 0 
最 后 我 们 注意 到 


АА" А уа 
| ге т=Г(р) + О(е ?" ) 
因为 对 于 任何 c >>0, 令 t=o+c, 我 们 有 
| т? 'e dr =e | (о+ с)? е ‘ав 
с 0 ar 


< е" | Go 和 ed + | (26)?! етіс 
0 0 


=е (АС? +В) = О(е7? ). 

因此 ,考虑 到 对 于 任意 固定 的 s>0 和 zw>0,O(e)=O( 7 ) ,可 以 把 (6) 写 成 形 
状 

[+ 


р а п-1 cl +n+l 
| (рем = Ура АО (А. 
0 а k=0 А а 


), 
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而 按照 第 76 目 中 的 定义 也 就 证 明了 渐 近 展开 式 (5) 的 正确 性 . 
积分 (2) 的 估计 归结 为 已 证 明了 的 引 理 . 下列 定 理 成 立 . 
定理 1 假设 对 于 某 一 个 A= 积分 (2) 绝 对 收敛 , 亦 即 
| (2) 1069 < М, (7) 


В f(t) 在 区 间 (a,65) 的 内 点 to 达到 自己 的 最 大 值 ,在 它 的 邻 域 |1 一 to | 之 6 内 f(z) 
表示 成 级 数 

Р) = Р) tas(t—to) + ъа, (в-щ)" +, а <0, (8) 
并 且 存 在 h>0 这 样 , 在 此 领域 的 外 面 f(z0) 一 f(t)>h. 还 假设 函数 1 二 J(t) 在 点 工 
=0 的 领域 内 由 方程 f(to) 一 了 f(z) 二 确定 ,并 且 在 这 和 令 域 内 


ply(r) ly (=) = 2, ст". (9) 
于 是 积分 (2) 有 渐 近 展开 式 
Е(А) = [ р) е аёо | 9 Э нл (10) 


ЕСИНЕН, Е 5 | — 6, ЕСА ) ВУЛЕ Н ЛИВ я to 的 邻 域 决 
定 .事实 上 ,按照 定理 的 条 件 


070 _ 5-8 К й Ра . 
| p(t)e АС) "а | — | p(t)e А/С) ПОЛА (А-А (0) ПОДИР 


енн толь ро) 09 = Oe*), 
并 且 类 似 地 估计 沿 区 间 (z。+ 6,6) 的 积分 . 

在 余下 的 邻 域 (1 -9,z + 8) 内 我 们 令 f(t6) 一 f(z)= 忆 ,并 且 根据 (8) 我 们 找 出 忆 = 
–а,(1-1) -аз(1-1) 0, т (1-р) 一 a 一 Qa3(t 一 to) 一 ,…, 按 泰勒 公式 
展开 根 式 ,我 们 得 到 级 数 с У) аг, (е 1)" .在 点 +=0 的 邻 域内 这 级 数 可 以 反 演 ( 见 第 
70 目 ) ,我 们 就 得 到 Е 

і= ф(т) = 10+ > с ur” . 
利用 已 经 讲 到 的 ,在 积分 中 作 代 换 Fi) лее, 
Г" p(t) e070 д = [Фе Сое ае, 


1078 


* ВАНН, у НИЕ О) В НОЯ со = (10) = (о -PE 
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然后 我 们 注意 ,在 采取 的 精度 下 可 以 认为 6 = 6 = 61*, 为 书写 简单 起 见 , 表 示 
pLy(r)jy (т) = gp1(7) ,我 们 得 到 


2; 232 0 — 2 51 — 2 
| фи (те "а= |) ф1(т)е баг + | pi(r)e ” ат 
8) -1 


= | [ф.(-т) + pi(r)]e- dr 


(ТЕ КАН тт). 
现在 可 以 应 用 引 理 ,对 所 讨论 的 情况 引 理 中 6=0 和 a=2. 因 为 根据 (9) 我 们 有 


ф.(-т) + Ф, (т) =2 >) сит", 
п=0 
所 以 引 理 给 出 
ГА оо 
| p(t)e 01 а > car 人 an +5 А". 


АРЕН го) = 1 УХ (ЗАПЕР 


4” п | 

就 得 到 所 要 求 的 展开 式 (10). 

定理 1 涉及 的 情况 是 , f(z) 的 最 大 值 在 区 间 (4 ,5) 的 内 点 上 达到 .类 似 地 证 明 与 
最 大 值 在 端点 的 情形 有 关 的 如 下 定理 . 

定理 2 设 条 件 (7) 满 足 并 且 f(1) 在 点 1=a 达到 最 大 值 ,在 这 点 上 解析 ,f(a) 
了 0, 并 且 存 在 h>>0 这 样 ,在 点 a 的 某 一 令 域 外 面 f(a) 一 了 f(t)>>h. 再 假设 函数 г = 
y(t) 在 点 t=0 的 邻 域内 由 方程 f(a) 一 f(t)=zt 决定 ,并 且 在 此 邻 域内 展开 式 (9) 
成 立 . 那 么 


Ь Аа) п! с 
в(а)= | О а У) а, (11) 
作为 应 用 拉 普 拉 斯 方法 的 例子 ,我 们 考虑 欧 拉 的 下 图 数 
Г(А+1)= А дех 
的 渐 近 公式 的 推导 . 令 过 = 入 ,我们 获得 
Г(А+1) = А“! | пее ei hn) gz. (12) 
把 定理 1 应 用 于 最 后 公式 中 的 积分 ,在 定理 1 中 wp (zi) 夺 1, 并 且 f(z)= 
一 (t 一 1 一 ln z) 在 点 t=1 处 达到 最 大 值 ”*” .我 们 限于 展开 式 的 第 一 项 .按照 382 页 脚 


注 * 中 的 公式 求 出 cu = o(z0)/ у V2 公式 (10) 就 给 出 ， 


* ”误差 包含 在 项 O(e М). 
* ”在 任何 Mo>0 下 定理 的 条 件 (7) 都 满足 ,因为 积分 | e 0071-89 4 = | дое 204-0 dz 收敛 . 
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nD) /x 1 
| е di =\/ 2 V2+0( 主 )| 


把 这 代入 (12) ,我 们 求 得 所 要 找 的 估计 (斯 特 林 (Stirling) 公 式 ): 


ra+D=vVaa(2) lit+o(t)|. (13) 
愿意 的 话 也 可 以 得 到 渐 近 展开 式 的 下 面 儿 项 : 
Га+0=У2 (> ЕЯ - 51840 + | (14) 


现在 我 转 问 越 过 法 本 号 的 叙述 . 这 方法 的 实质 在 于 ,在 较 大 的 参数 д 的 值 下 
积分 


F(A)= | ф(х) а (1) 


的 值 基本 上 由 积分 路 线 C 的 那 一 段 决 定 „ЛЕ ВСЕ [^^ | = е7 Ке f(zz) 
在 这 一 段 与 С 的 其 他 部 分 上 的 值 相 比 很 大 .同时 这 一 段 愈 小 和 量 Re f(z) 沙 下 愈 陡 
峭 , 积 分 估计 就 愈 容易 ,按照 上 面 所 说 ,在 应 用 越过 法 时 ,努力 把 积分 路 径 С 形变 成 
更 方便 的 路 径 C ,根据 柯 西 定理 ,利用 这 样 的 形变 不 改变 积分 的 值 的 结论 . 

为 了 几何 上 说 清 问题 ,我们 设 z= x гу, НЗ 


u = Re f(z) (15) 
表示 为 空间 (x ,y,z) 中 曲面 $S. 因 为 函数 и 是 调和 的 ,所 以 $ 不 可 能 有 极 大 值 点 和 
极 小 值 点 ,而 使 f(z)=0 的 点 将 是 它 的 越过 点 (鞍点 见 图 172). 


正如 已 经 说 过 的 ,对 估计 最 方便 的 积分 路 径 C 至 少 应 在 有 积分 估计 的 最 大 值 的 
地 区 内 ,在 每 一 点 应 当 以 Re f(z) 的 最 快 变 化 的 方向 通过 ,而 因为 函数 f(z) 是 解析 
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的 ,所 以 这 方向 应 当 与 曲线 Im _F(z) = const 的 方向 重合 .由 此 可 见 , 路 径 С 至 少 在 对 
舍 计 积分 最 实质 性 的 地 区 内 ,应当 与 等 值 线 Im (с) = const 重合 . 

进一步 ,路 径 С 应 当 包 含 点 zo ,在 这 一 点 上 Re f(z) 达 到 这 函数 在 С 上 的 值 中 
最 大 的 .我 们 证 明 Г (2) = 0. Я], 9 & Im (2) = const 的 点 ,在 这 点 上 
Re f(z) 达 到 最 大 值 ,是 越过 点 . 


事实 上 ,在 点 zo 上 Re /(z) 沿 曲线 С 的 导数 应 当 是 等 于 0, 寺 Re f(zx)=0, 而 因 
为 在 C 上 Im f(z) =const, 所 以 全 Im f(z) 夺 0, 因 此 


f(z0)=FRe (а) + сна f(z)=0. 

这 样 ,在 把 越过 法 应 用 于 积分 (1) 时 积分 路 径 C 应 当 形 变 为 经 过 越过 点 zxo 的 路 
径 C ,并且 在 此 点 的 邻 域 内 沿 着 最 大 坡度 的 曲线 Im F(z)= const 行进 * (图 172). 

注 1 上 面 所 述 的 要 求 不 太 大 的 精确 性 .从 调和 函数 的 性 质 (第 41 目 定 理 8) 推 知 : 
越过 点 zo 的 邻 域 被 Re f(z) 的 等 值 线 分 解 成 2n К (и —>2, п 一 1 是 Р (zo) 的 零点 
的 重 数 ) ,在 这 些 肩 形 的 上 方 曲面 S 交替 地 高 于 或 低 于 在 点 (zo ,yo，, wo) 处 自己 的 切 平 
面 .等 值 线 Im f(z)= oonst 在 点 zo 的 邻 域内 被 分 解 为 n 条 曲线 ,它们 各 自 沿 着 上 面 所 
提 到 的 扇形 的 平分 线 的 方向 通过 点 zo .我 们 就 选取 这 些 曲线 中 的 一 条 作为 С. 

注 2 ”如果 曲 面 Жи 个 越过 点 ,那么 作为 C 通常 应 当选 择 经 过 最 陡峭 的 越过 
点 的 路 径 . 其 实 ,在 一 般 形式 下 解决 有 关 越 过 点 的 选择 问题 远 不 是 简单 的 ,并 且 必 须 
在 每 一 个 具体 问题 中 单独 讨论 它 . 

我 们 指出 保证 应 用 越过 法 有 效 性 的 一 个 重要 情况 :因为 沿 曲线 C 我 们 有 
агр е = пи F(z)=const, 所 以 积分 (1) 的 估计 化 为 对 一 个 实 函 数 的 积分 的 估计 ,这 
个 实 函数 可 以 按照 拉 普 拉 斯 方法 引入 . 

这 个 注 使 我 们 能 够 利用 包含 在 定理 1 和 定理 2 中 的 结果 ,这 些 结果 在 叙述 拉 普 
拉 斯 方法 时 被 证 明 过 .正如 已 经 讲 到 过 一 样 ,函数 f(z) 和 p(z) 被 假设 在 某 一 个 区 域 
内 是 解析 函数 .首先 我 们 考虑 这 样 的 情况 ,就 是 积分 路 径 С 可 以 形变 为 经 过 越过 点 
z0 的 路 径 C ,其 中 Г (=) =0, Г" (=) >20, # НЕ zo 的 邻 域内 与 最 大 坡度 的 曲线 
Im F(z) =const 重合 ,并 且 在 C 上 这 和 邻 域 的 外 面 Re f(z)<Re f(zo)--h(h>0). 
此 外 ,我 们 还 假设 ,积分 (1) 对 充分 大 的 4 值 绝对 收敛 . 

在 这 种 情况 可 以 根据 定理 1 来 进行 积分 的 估计 .事实 上 , 设 «== ЕС 
的 方程 ,显然 ,我 们 有 


. b 
F(A) — А ф(х) е) dz = ое | Ф[=(+) е1 z’ (1)dt ， (16) 
С а 


ж 人 们 把 越过 法 也 称 做 最 大 坡度 法 或 鞍点 法 . 
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而 且 问题 化 为 估计 形状 (2) 的 积分 ,而 这 种 积分 的 展开 式 由 公式 (10) 给 出 . 
写 出 这 展开 式 的 第 一 项 .为 此 我 们 表示 op[z(i)]z'(i)=5(r),Re f[z(t)]= 
7) ,于 是 根据 公式 (10) 我 们 得 到 所 要 求 的 项 
| PFO ао Teo, (17) 
其 中 co 为 函数 pg[ y(t)jy (7z) 的 展开 式 中 的 自由 项 , 它 可 按照 381 页 的 脚注 * 中 的 
公式 求 出 .我 们 有 :g(to)= o(zo)z“ (zoo), 并且, 由 于 沿 着 С, 
flz(1)]=Re /[=(#)] + 1 flz(t)]= (Е) + const, 
所 以 
> 加 а? № /2 
Га) = 420091 б) о) 


(在 上 = zt 时 项 FL[z(t)]z()=0). 由 于 这 一 个 值 是 负 的 ,所 以 令 z (0) = Ве" ,可 以 
把 它 写 成 形状 (в) = 一 |f (zo)lk’. 由 此 可 见 ， 


Ш | 1 sa/ 2 
co= $(to) а) бао) ТАС’ 


并 且 把 所 求 出 的 值 代入 (17) ,然后 代入 (16) ,我 们 就 得 到 要 求 的 公式 


~ oAf(z0) 2л = 91. 
Е(А) ~ е“ М Т1 о) т (18) 
如 果 在 周 线 С 上 有 几 个 越过 点 ,在 这 些 点 上 Ве f(z) 的 值 都 接近 于 最 大 值 , 那 
么 应 当 取 所 有 这 些 点 上 的 表达 式 (18) 的 和 . 


积分 周 线 在 越过 点 zo 处 结束 的 情形 ,可 用 完全 类 似 的 方式 导向 定理 2. 
作为 应 用 越过 法 的 例子 ,我 们 求 整 阶 数 ?的 第 一 类 圆柱 函数 的 渐 近 公式 


= | оС) 


221 > 


( 见 第 70 目 公式 (14)). 这 里 p(z) = 0) = (#1), ()=3 (1+), 


因此 存在 同一 等 值 线 Re f(z)=0 的 两 个 越过 点 zj， = 
二 i ,并 且 按 照 上 面 所 作 的 注 ,需要 考虑 两 个 这 样 的 点 .我 
们 有 ф(+ 5) = Жет", (в) = 2, | (+2) | =1. 


过 越过 点 的 等 值 线 = Ве (+) 311-22) 20 


圆周 | z| =1 和 直线 x =0 组 成 ,最 大 坡度 的 曲线 的 方向 应 
当 是 关于 这 条 曲线 的 平分 线 . 还 要 考虑 到 и 的 符号 的 分 


布 , 它 指明 在 图 173 中 ,我 们 找到 0, = : 焉 ,0 = 下 .由 此 可 
见 ,按照 公式 (18) 我 们 得 到 所 要 求 的 渐 近 佑 计 . 
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1 д- ит +37 ; 一 А-п5 一 也 i}) — ш 4 
те 2 )i:+e-( 2 ) | М 2л п 5 т). (20) 


进一步 应 用 越过 法 的 例子 将 在 第 七 章 中 引入 . 

78. 母 函数 法 ”这 方法 的 思想 是 ,为 了 获得 某 一 个 函数 的 渐 近 估计 ,把 这 个 函数 
换 成 另 一 个 ( 母 函 数 ) 按 照 某 一 个 辅助 变量 是 解析 的 函数 . 

方法 的 最 简单 的 版 本 属于 达 布 (Darboux)(1878) ,并 且 这 个 版 本 能 够 求 出 对 п 
的 值 很 大 时 函数 户 (z) 的 渐 近 表达 式 , 这 些 函 数 记 (z) 是 通过 母 函 数 下 (xz,w) 由 


公式 
F(z,w)= Хы (1) 


定 出 的 (参见 第 70 目 中 的 例 2.3、4, 同 样 也 可 见 第 七 章 第 93 Н). 
设 把 下 (z,w) 视 为 w 的 函数 时 、 其 在 级 数 (1) 的 收敛 圆 的 圆周 上 的 奇 点 是 已 知 
的 ,为 简单 起 见 我 们 取 这 圆周 为 | | =1. 假 设 还 知道 了 这 样 的 函数 


Е, (=, ш)= 2 Р(х)", (2) 


使 得 当 接近 于 圆周 | о | =1 НТ, 3 Е(=, №) - Е, (=, о) г = ага w 的 一 个 p 次 
可 微 的 函数 .于 是 ,在 展开 式 


F(z,w)— Е, (=, ш)= 之 (= Ў )е" 


中 的 系数 f, 一 fi 是 p ОЕА НАЈ РЕЖЕ Е, АТИ ИВ Н НУ Е ВЕ 
м”: 
бтн, (=) — А (=) =0. (3) 
因此 ,函数 f(z) 给 出 了 对 于 大 的 п 值 的 f(z) 的 近似 式 , 当 指 数 p 愈 大 时 近似 得 
ЖЭТ. 
作为 达 布 方法 的 应 用 的 例子 ,我 们 来 求 出 对 于 很 大 阶 数 ”的 勒 让 德 多 项 式 书 , (z) 的 渐 近 表达 
式 . 对 于 这 种 多 项 式 来 说 ， 

1 
УЕ Ч) 
(参看 第 70 НЯ 2). 为 简单 起 见 , 假 设 z 是 实数 且 一 1< x<1, 令 z= св Е, 0<:<л, РЖ 
1-2zwt+w =(w-e”)(w-e“), 因 此 函数 (4) 的 泰勒 级 数 的 收敛 圆 是 圆 | w|<1, 而 点 w= 
e “是 奇 点 . 

取 双 值 裔 数 (4) 的 由 条 件 
Ме =е* VI we (5) 
分 出 的 那 一 个 分 支 ,其 中 在 右 端 的 根 式 表示 当世 = 0 时 等 于 1 的 那 分 支 ( 即 可 用 二 项 式 级 数 表 示 的 


F(z,w)= 


* 参看 菲 赫 金 哥 尔 芯 《 微 积分 学 教程 第 3 Ж. 
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那 分 支 )* .我 们 来 得 出 这 分 支 按 凤 -e“ 的 宕 次 的 展开 式 , 有 
і 


F(z,w)= ое (е-е н) 3 


се ши | ? > (we 
М о = е! м 291 Ё ете " у (е-е ")" ° 
дф е, = 1" О 项 展开 式 的 系数 .类 似 地 ,有 
F(z,w)= е3" Ce (7) 
V2sintAGf (е "-е)" 
设 
= 1 2 (0—01), 2 А Ce 
в) >) (е-е) у (е"-е’)* (8) 


于 是 , 差 F(z,w) - F(z,w) 在 圆周 |w| =1 上 将 是 个 上 次 连续 可 微 的 函数 .事实 上 ,这 对 于 点 
了 ce'“ 来 说 是 很 明显 的 ,而 对 于 w=e** ,例如 ,对 于 由 = we 来 说 ,这 可 从 差 的 按照 (w -er ) 的 宕 
次 的 展开 式 是 由 (w 一 e*)**2 开始 的 (这 从 展开 式 (6) 与 (7) 便 可 看 出 ) 而 推出 . 


为 了 要 找 出 展开 (8) 为 w 的 寡 级 数 时 的 系数 ,我 们 用 公式 (5) 来 替代 (四 -。'*)”7. 于 是 级 数 
(8) 的 一 般 项 可 写成 形式 


3л 5713 „(+ л) (1- we 1)" -7 - Зв вт) (1— ме" И 2 
с 1 е3 е оа" ие 
(е" е ")” (е " – е" )“ 
按 二 项 式 公 式 展 开 (1- we*“)* 了 为 级 数 
(1— we = DCD" ww 


经 过 初等 变换 后 ,得 出 展开 式 (8) 中 w" 项 的 系数 为 


fr (z) =^ | Hi Do „05 cos| (1+2) + (5-а). (9) 
这 便 给 出 了 对 于 大 的 „ 值 的 P, (z) 的 渐 近 表达 式 . 限制 于 第 一 项 ,得 出 所 求 的 渐 近 表达 式 


按照 公式 (1) 构 造 母 图 数 的 方法 远 非 唯一 的 .对 于 不 是 整数 的 而 是 连续 地 变化 的 
变量 的 函数 常常 应 用 ,譬如 ,积分 变换 方法 ,这 个 方法 是 用 函数 下 (p)( 母 函数 ) 取 代 
图 数 f(z),F(p) 由 公式 


F(p)= | К, ра (11) 


决定 ,其 中 K(i,p) 为 给 定 的 函数 (积分 变换 的 核 ). 最 经 常 的 是 应 用 具有 核 К(г, р) 
=е ”#( 拉 普 拉 斯 变换 )、K(1,p)=t*” (梅林 (IMellin) 变 换 ) 的 变换 等 等 .下 一 章 将 
专门 讲 其 中 第 一 个 (特别 请 看 第 88 目 ). 


ж 从 所 取 的 条 件 推 知 : 当 w=0 时 表达 式 (4) 的 分 母 等 于 1. 
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在 这 一 章 中 将 证 明 ,在 拉 普 拉 斯 变换 情形 函数 (ЕН © НУЕЕРАЖ Е(р) ЕН 


公式 
f(z)= 5: И Е(р)е”ар, (11°) 


决定 ,其 中 下 ( 力 ) 是 复 变数 p = s+ io 的 函数 ,在 右 半 平面 Ке р22л20 上 是 解析 的 ， 
积分 沿 着 铅 直 线 П:Ве р= л 来 取 ,i 是 个 正 的 参数 .在 这 一 章 的 最 后 ,我们 将 指出 对 
这 些 积分 寻求 渐 近 表达 式 的 方法 . 
用 工 来 表示 由 沿 负 s 轴 的 割 痕 的 两 岸 与 围绕 点 祖 =0 的 一 个 小 圆周 所 组 成 的 那 
条 曲线 .用 I 与 Ls 表示 曲线 工 与 L 的 这 样 的 部 分 :对 于 它们 分 别 有 |p|<R 与 
Кер>-Ю,НЯ Ci 表示 圆 弧 :|p|=R,Re pp< (图 174). 此 外 ,我 们 假定 : 
1) 函数 FF(D) 在 负 半 轴 有 制 痕 的 平面 p 上 ,可 以 分 出 
一 文 单 值 的 分 支 ; 
2) 分 出 的 这 分 支 仅 具有 有 限 多 个 奇 点 , 且 在 圆 弧 Ck 
ЕР= оон arg р 一 致 地 收敛 于 0; 
3) F(p)e* 沿 L КАНАТ Ч = co 时 趋 于 0. 
在 这 些 条 件 之 下 ,对 于 大 的 上 有 
(ва У) тез Е(рь)е* |, (12) 
其 中 的 和 式 是 对 于 F(p) 的 所 有 具有 非 负 的 实数 部 分 的 奇 
点 来 求 和 的 . 图 174 
实际 上 ,根据 留 数 定 理 有 
元 | TCR 
其 中 S(z) 是 函数 Е(р)е" 的 全 部 留 数 的 和 (我 们 可 取 К 适当 大 使 图 174 中 的 周 线 
包含 所 有 的 奇 点 ) .按照 第 73 目 中 的 若 尔 当 引 理 ,从 条 件 2) 得 出 : 当 Коон, й Сы 
的 积分 趋 于 О (参看 在 这 引 理 的 证 明 后 的 注 ) .因此 ,等 式 (13) 取 极限 时 具有 形式 


Р) =з | F(p)erdp=S(1) — эт |, F(p)erap. (14) 


但 当 Е 很 大 时 ,和 式 S(z) 中 属于 F(p) 的 具有 人 负 和 实数 部 分 的 奇 点 的 各 项 ,由 于 因子 
|e* | 很 小 ,所 以 都 非常 小 ;而 按照 条 件 , 沿 工 的 积分 也 很 小 ,因此 便 得 出 (12). 
作为 例子 ,我 们 来 求 下 列 积分 的 渐 近 表达 式 


Е(р)е’ар = S(t), (13) 


2 


2. 1. А+ тоо рет Р Зар — p +2ар 
Я Оу мы 


其 中 а, у, о 都 是 正 的 常数 (这 积分 在 连接 没有 漏 损 的 长 的 线路 于 电动 势 。 上 的 问题 中 遇 到 , Е 
的 渐 近 表达 式 给 出 在 这 线路 内 的 稳定 状态 一 一 参看 下 一 章 的 第 87 目 ). 在 此 ,如 若 把 平方 根 
м p”+2ap 理 解 为 在 沿 s 的 负 半 轴 有 割 痕 的 平面 上 是 单 值 的 那 一 分 支 , 它 对 于 正 的 р 值 是 取 正 值 
的 , 则 条 件 1) 与 2) 当 x >>0 时 成 立 .为 了 证 明 它 满足 条 件 3) , 令 pt = g ,因此 周 线 工 变 为 同一 形状 
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的 周 线 L” ,因而 我 们 将 有 : 


| =). (9 – уу уни 
由 这 式 子 直接 看 出 :这 积分 当 гооо 0. 
因此 ,所 说 的 方法 可 以 应 用 ,因而 被 积 函 数 在 极点 = iw 处 的 留 数 给 出 了 积分 (1$) 的 渐 近 表 
达 式 
О) = да әса? (16) 


- 5 
2 ал — & 


第 六 草 “” 算 子 法 及 其 应 用 


在 18 世纪 中 ,许多 数学 家 (其 中 在 俄国 有 ,例如 , 瓦 谢 科 - 扎 哈 尔 钦 科 与 列 脱 尼 
可 夫 ”) 从 事 于 所 谓 符 号 演算 的 研究 . 在 这 种 演算 的 基础 上 ,把 数学 分 析 构 建成 在 符 


号 р=4 (+ 是 自 变量 ) 上 进行 的 形式 运算 系统 .例如 ,函数 z=z(1) 的 п 阶 导数 可 表 


示 为 用 符号 pr 和 作用 在 x 上 的 结果 ;具有 常 系数 的 线性 微分 方程 L[z]= арх”? + 
az" +. Нах 的 左 端 ,可 视 为 符号 L(p)=aop"+aip”!' +. ча, ЕР= 


的 结果 ;积分 运算 | 2(:)а 可 视 为 符号 的 应 用 ,因此 有 性"1= [ di = 715 


оте. 
对 于 解决 有 关 线 性 微分 方程 的 各 种 问题 ,符号 演算 显得 十 分 便利 .英国 电机 工程 
师 赫 维 赛 德 (Heaviside) 把 符号 演算 有 成 效 地 应 用 于 电工 学 中 的 计算 ,在 19 世纪 大 大 
地 促进 了 它 的 普及 . 
为 了 说 明 赫 维 赛 德 的 方法 ,我们 举 简单 的 微分 方程 
Z -х=1 


在 始 值 条 件 х(0) =0 下 的 解 为 例 . 把 求 微分 换 成 用 р 来 乘 , 则 微分 方程 换 成 方程 


* 参看 Ващеико 一 Захарченко {Символическое исчнсление и приложение его к интегрированию линейных 
дифферендиалъных уравнений ) (3% #8, 1862). А. В. Летников Теория днфференцировалия с произволным 
указателем (+ 1868). 


- 392 · 第 六 章 ” 算 子 法 及 其 应 用 [79] 


pr -zx=1, 由 此 z= 二, 因而 在 形式 的 变换 之 后 ， 


注意 到 前 面 关于 符号 7 与 六 所 讲 过 的 ,最 后 得 


z= | жае) [edr=e 1. 
0 2 п! 0 


关于 所 得 的 解 的 正确 性 ,可 经 直接 核验 而 证 实 . 

可 是 赫 维 赛 德 毫 不 关心 到 他 所 采用 的 方法 的 根据 ,于 是 在 许多 情况 下 ,达到 错误 
的 结 采 .符号 法 ,或 如 同 现在 称呼 它 的 , 算 子 法 的 基础 ,只 在 这 19 世纪 的 20 年 代 才 由 
布 天 维 奇 与 卡 松 给 出 ,他 们 把 这 种 方法 同 复 变 函 数论 中 众所周知 的 积分 变换 的 方法 
联系 起 来 ,这 种 积分 变换 已 被 柯 西 . 拉 普 拉 斯 和 别 的 数学 家 成 功 地 利用 过 .这 时 ,符号 
( 算 子 )p 得 到 了 新 的 解释 ,如 同 复 变量 p= s+ io 一 样 ,同时 算 子 法 本 身 也 得 到 新 的 
解释 ”. 

例如 ,假设 我 们 要 从 某 一 个 在 微分 或 积分 符号 下 包含 实 变数 的 函数 z(z) 的 方 
程 中 , 找 出 这 个 函数 z(i) 来 .解决 这 问题 的 算 子 法 可 归结 成 下 列 几 个 步骤 :1) 从 想 
找 的 函数 к (Е) Е ЕЕ р 的 函数 X(p) 一 一 zx(z) 的 “ 像 ”;2) 对 像 X(p) 施 行 与 那 
些 对 z(t) 上 施行 的 已 知 运算 相对 应 的 运算 ,一 一 得 到 关于 X(p) 的 “ 算 子 方程 .这 
时 ,对 像 上 的 运算 比 原来 的 运算 简单 得 多 .例如 , 求 微分 对 应 于 乘 以 变量 p , 求 积分 对 
应 于 除 以 p 等 等 ;3) 对 于 X(p) 来 解 出 所 得 到 的 算 子 方程 ,这 通常 化 为 简单 的 代数 
运算 ;4) 从 所 求 得 的 像 X(p) 变 换 到 像 原 函数 x(z) ,这 便 是 所 求 的 函数 . 

算 子 法 的 应 用 可 以 同 对 数 运算 相 比 拟 ,在 对 数 运算 中 :1) 从 数 变 至 对 数 ;2) 在 
对 数 上 施行 与 那些 在 数 上 进行 的 运算 相对 应 的 运算 : 数 的 相 乘 对 应 于 对 数 的 相 加 ,等 
等 ;3) 从 所 求 得 的 对 数 重新 回归 到 数 . 

在 这 一 章 中 ,我 们 将 说 明 算 子 法 的 基本 原理 ,并 且说 明 它 在 分 析 与 数学 物理 中 的 
各 种 问题 上 的 应 用 . 


31 基本 概念 与 方法 


79. 拉 普 拉 斯 变换 ” 我 们 把 满足 下 列 条 件 的 实 变量 : МАЕ АЖ (+), РК 
像 原 函 数 : 


ж 在 最 近 , 借 助 于 泛 函 数 分 析 中 所 发 展 的 一 般 的 算 子 理论 , 算 子 法 又 得 到 了 其 他 的 严格 根据 .我 们 将 不 讲 到 
这 个 .可 参阅 , 璧 如 ,B.A. Диткин 和 А. П. Прудпнков[ 11] ,近来 波兰 数学 家 [12] 给 出 算 子 法 十 分 独特 和 简单 的 
见解 . 

жк 彼得 西蒙- 拉 普 拉 斯 (1749 一 1827) 是 法 国 数学 家 、 天 文学 家 ,物理 学 家 . 
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1) 函数 F(z) 在 整个 上 轴 上 ,除了 在 f(z1) 有 第 一 类 间断 点 的 个 别 点 之 外 处 处 满 
ШМК, НЕ г 轴 的 每 一 个 有 限 区 间 上 , 那 种 点 只 可 能 有 有 限 多 个 .这 意味 着 ， 
对 每 一 个 上 (除了 上 面 指出 的 例外 点 外 ) 存 在 正常 数 А, а ЖА, ,使 得 

РЕА) – (Е) |< АА |“, (1) 
对 一 切 有 ,|h |А, У. 
2) 对 于 所 有 人 负 值 的 1 ,函数 
f(t)=0. 

3) f(z) 不 比 指数 函数 增 大 得 快 , 即 是 说 ,有 这 样 的 两 个 常数 М0, 5, —0 存在 ， 

使 对 于 所 有 的 t 都 有 
|/(1)|< Men (2) 
数 so 我 们 叫做 A(z) 的 增长 指数 ,对 于 有 界 的 像 原 图 数 ,显然 可 取 yo =0”. 

从 物理 应 用 的 观点 ,条 件 1) 与 3) 是 不 需要 注释 的 一 一 对 于 大 多 数 的 用 来 描述 物 
理 过 程 的 因数 ГЕ) (i 解释 为 时 间 ) ,它们 显然 被 满足 .条 件 2) 骤 然 看 来 好 像 是 人 为 
的 .可 是 应 该 指出 : 算 子 法 是 适应 于 可 归结 到 已 知 初始 值 条 件 下 解 微 分 方程 的 那些 问 
题 的 .在 这 些 问题 中 观察 开始 的 瞬间 之 前 ,有 关 过 程 的 进程 的 全 部 信息 都 包含 在 初 值 
条 件 中 , 这 开始 的 瞬间 自然 恒 可 取 为 时 刻 上 :=0. 因 此 ,条 件 2) 在 物理 上 也 完全 是 自 
然 的 . 

所 谓 单 势 函 数 
1, 当 上 >0， 

0, 4 :<0 

就 是 最 简单 的 像 原 函数 .显然 ,函数 (г) ЕД (г), НИЙ" АА ЈК г< 
0 的 部 分 , 而 对 于 上 >0 的 部 分 保持 不 变 : 假 蔡 函 数 gp(z ) 满 足 条 件 1) 与 3) 而 不 满足 
2) , 则 乘积 


(2) = 


_ _1ф0:), 120, 
就 将 满足 条 件 2) ,也 就 是 说 , 它 是 个 像 原 函数 (例如 7(i)sin от, (2) г", (г) еч 等 
等 ) .为 书写 的 简单 起 见 ,我 们 将 照例 略 去 乘 数 7(+) ,一 劳 永 逸 地 约定 :所 有 我 们 将 讨 
论 的 函数 ,对 于 负 值 的 :都 等 于 0 (例如 替代 7(z) 将 写 1, ЖК 7(z)sin wt 只 写 
sin wt 等 等 ). 
由 关系 式 
Е(р) = | f(t)e "а (3) 


所 定义 的 复 变 量 p= 5 + io 的 函数 ,叫做 函数 f(z ) 的 像 (依照 拉 普 拉 斯 的 说 法 ) ,这 里 


ж 如 果 趋 向 更 精确 的 估计 ,那么 作为 增长 的 指数 取 这 种 使 得 | f(1)|e"” 当 :1->co 时 保持 有 界 的 数 * 的 下 界 
更 好 . 
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的 积分 是 沿 着 正 半 轴 来 取 的 “函数 Fi) 具有 目 己 的 像 下 (z) ”这 句 话 ,我 们 将 用 下 
面 的 记号 来 表示 ” : 
(1) Е(р) Ў Е(р)= КЕ). 
ЕЕ, НОГЕ РУ РА (ЕЕ 1] р 


Е* (p)=p | f(t)e "ағ, 


这 是 在 卡 松 的 工作 之 后 弄 清 楚 的 . 

因此 , 替 维 赛 德 的 像 , 同 拉 普 拉 斯 的 像 相 差 一 个 乘 数 p. 

附加 的 乘 数 р 的 存在 ,使 赫 维 赛 德 的 方法 接近 于 电工 学 中 应 用 另外 一 种 符号 方 
法 ,可 是 它 在 某 一 些 计 算 中 ,引入 了 不 适当 的 复杂 化 .此 外 , 拉 普 拉 斯 变换 更 自然 地 与 
著名 的 傅 里 叶 积 分 有 联系 ,这 种 积分 同样 广泛 地 被 应 用 于 数学 物理 (参看 第 88 
目 )” .基于 这 些 理由 ,我 们 将 处 处 考虑 拉 普 拉 斯 变换 ,而 不 考虑 赫 维 赛 德 变换 . 

定理 1 对 于 每 一 个 像 原 函 数 f(1), 像 函数 下 (pp) 在 半 平 面 Re 户 >so 上 都 已 确 
定 , 其 中 so 是 f(z1) 的 增长 指数 ,而 且 下 (pp) 是 在 这 半 平 面 上 的 解析 函数 . 

实际 上 , 当 Re p=s>>so 时 ,由 于 不 等 式 (1) ,积分 (3) 被 收敛 的 积分 控制 


ТГ Кое" <| мои = М, (4) 


故 积 分 (3) 绝 对 收敛 .再 者 ,在 任意 半 平 面 Re р225, > so 上 ,从 积分 (3) 对 于 p 求 微 分 
而 得 到 的 那个 积分 是 一 致 收敛 的 ,因为 它 也 被 一 个 与 六 无 关 的 收敛 积分 所 控制 ， 


| Кена < | Міе 1 Odt =. (5) 
0 0 (51 — 50) 


由 此 ,根据 第 16 目 中 的 定理 4, 我 们 得 到 结论 :函数 F(zp) 在 半 平 面 Re p> so 上 的 每 
一 个 点 处 都 具有 导数 .定理 已 经 证 明了 . 

注 1 拉 普 拉 斯 积分 (3) ,一 般 说 来 ,只 是 在 半 平 面 Re p > yo 中 定义 像 函数 
Е(р) ,正如 我 们 在 下 面 看 到 的 一 样 ,在 大 量 实际 问题 中 像 函 数 的 定义 域 要 比 这 个 半 
平面 宽广 得 多 .因此 我 们 考虑 像 函数 过 直线 Re р = so 的 解析 延 拓 ,并 且 将 利用 在 相 
应 的 拉 普 拉 斯 积分 收敛 的 半 平 面 中 建立 起 来 的 不 同 像 函 数 之 间 的 关系 在 这 种 延 拓 下 
保持 的 事实 (参阅 第 25 目 ). 

注 2 如 若 点 p 趋 于 无 穷 远 ,使 得 Re p= 二 ss 无 限制 地 增 大 , 则 下 (pp) 趋 于 0, 即 ;: 

Шт F(p)=0. (6) 
这 个 论断 可 直接 从 不 等 式 (4) 推 出 . 


由 此 推 得 :假若 p 一 吕 并 始终 保持 在 任何 一 个 角 一 万 + 6<arg p< 亡 -6 的 内 
* 也 有 使 用 记号 ,>, | 及 其 他 的 记号 的 . 


** 最 后 ,读者 在 以 后 的 叙述 中 将 会 看 到 , 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 更 为 对 称 : 像 原 消 数 的 每 一 种 性 质 对 应 于 像 函 
数 的 类 似 的 (“对 侦 的 ”) 性 质 一 一 参看 性 质 古 与 入 ,V 与 VL, МУТ, УХ. 
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部 ,其 中 6>0 可 以 任意 小 , 则 F(p) 一 0. 并 且 , 这 收敛 性 对 于 arg р 来 说 是 一 致 的 . 特 
别 是 ,如 果 F(zp) 在 无 穷 远 点 是 解析 的 , 则 沿 任意 路 径 р оон}, Е(р)—>0. М, 
FA) 就 应 该 在 无 穷 远 处 有 零点 . 

拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 我 们 将 于 下 一 目 阑 明 ,而 现在 来 谈 一 下 如 何 导 出 由 其 像 来 
确定 像 原 图 数 的 公式 ( 算 子 法 的 第 四 阶段 ,参看 392 页 ) .我 们 将 首先 给 出 这 公式 的 不 
严格 却 是 构造 性 的 推导 ,以 后 再 引入 严格 的 证 明 

考虑 积分 


1 а+ тоо е? 


是 沿 着 直线 Re p = wa >0, 从 下 向 上 来 取 的 .我 们 还 用 СБС Жар | 
= 的 位 于 直线 Re p = а 的 左边 与 右边 的 部 分 ,用 a -  Ба+ ір 来 表示 Cg 与 Ck 
的 端点 (图 175). 
假设 :>0. 由 于 当 R 一 oo 时 ,对 于 arg р 来 说 一 到 
地 趋 于 0, 故 按 第 73 目的 若 尔 当 引 理 (公式 (4))， 
lim ep =0. 


RecoJ Cn р 


因此 ,从 柯 西 的 留 数 定理 有 


К 


| ар + | 、 ар = 2дігеѕ 5 | =22л1, 
ц К = УМЫ 图 175 
1 a+ib е? 
ото | ,Sdp=1 (#>0). 
如 果 上 <0, 则 仍 按 奉 尔 当 引 理 (第 73 目的 公式 (5))， 
多 
名 jc 52 
而 按 柯 西 定理 
atib „м РІ 
| т у И Ба =0, 
由 此 当 R 一 oo 时 取 极限 得 
. 1 at+ib е? 
М) = іту) 64р=0 (#<0). 


因此 ,积分 (7) 是 单 势 函数 . 

显然 ,车 在 (7) 中 用 1 一 zc ЖАМК, К т 是 个 固定 的 数 , 则 我 们 得 到 肾 数 
| (“+ её 9) Е 0, 当 «г, 
元 | р - 1 “г. (8) 
在 (8) 中 代入 rz= т, ,然后 代入 t= rz>ri, 且 从 第 一 个 积分 减 去 第 二 个 ,我们 得 到 阶 
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梯 函 数 的 表示 式 


完全 同样 ， 我 们 可 用 积分 来 表示 出 在 图 176 中 所 示 的 那个 阶梯 函数 


|“ “У f(t) )2_ 2 ететт р = |. е5 ае A, ар, (9) 


， Дт, А А А 
а да" у p+ т: Бо (Ат, = ть. – 1%). ЯЕ 


ЖМК п 使 max Лт, Т 0, Д1 Дт, 5 Ati 是 等 价 的 无 穷 小 量 ,因而 在 公式 (9) 的 大 
括 绝 中 的 那个 和 ,与 积分 相差 极 小 ,在 极限 时 就 变 为 这 积分 .自然 期 望 ,在 极限 时 我 们 


将 得 出 函数 f(z) 在 区 间 (0,r) 上 的 积分 表示 : jg 
по) = е Кедегтае јар 


让 т 趋 于 co ,并 且 用 
F(p)=| f(r)e "dr (10) 
来 表示 函数 f(z ) 的 拉 普 拉 斯 变换 ,在 极限 时 我 们 
便 得 到 所 求 的 用 其 像 来 表示 像 原 图 数 的 表达 式 
Кон еЕСр)ар. (Ш) 
公式 (11) 是 公式 (10) 的 “ 反 演 ”, 即 是 说 ,用 f(z ) 的 像 Е(р) Ух р (г). зс] 
样 ,(10) 也 可 视 为 (11) 的 反 演 ,所 以 公式 (10) 与 (11) 称 做 反 演 公式 ( 拉 普 拉 斯 ). 
现在 我 们 引入 精确 的 结果 . 
定理 2 ”如若 函 数 f(i) 是 个 像 原 函数 , 即 , 如 若 它 满足 条 件 1)、2)、3), 生 Е(р) 
是 它 的 像 , 则 在 F(t) 满 足 赫 尔 德 条 件 的 任何 一 点 上 处 ,等 式 
КО | "Ра, (1) 
成 立 , 这 里 ,积分 沿 着 任 一 直线 Re p= 二 a>>so 来 取 , 并 且 理 解 为 是 在 主 值 意 义 下 的 *. 
事实 上 我 们 考虑 积分 


ВЫ | erF(p)dp= 二 | е" 


ЈА flr)e "ат ар 


(参看 公式 (10)). 由 于 在 半 平 面 Re ра 上 ,积分 | f(r)e тае 对 于 p 来 说 一 致 收 


ж 即 是 , 当 6 一 co 时 沿 着 线段 (a — 6, Ца + 记 ) 的 积分 的 极限 . 
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你 (参看 定理 1 的 证 明 ) , 故 可 改变 积分 的 顺序 * ,因而 我 们 得 到 
пох | беда [| erodp= 二 | fe Ра 0де 


wuw . -а(е+1) т bE 
те) е 0 ад 
(我 们 作 了 置换 т-с = 6). М g(1)= f(t)e“, 并 且 考 虑 到 对 一 切 1<0,8(Е)=0, 
我 们 得 到 
00) =) а БЕДЕ + ОЛИ a е, (12) 


вов 73 НЯ] 2) ,在 任何 >0 下 它 等 于 r， 
也 就 意味 着 第 二 项 等 于 (2). 为 了 证 明 我 们 需要 的 关系 式 lim Л, (Ci)=z) ,因此 剩 
下 要 证 明 ,(12) 式 中 的 第 一 项 在 0 一 co 时 趋 于 0. 为 此 我 们 需要 

引 理 ”对 于 任何 在 区 间 [a,8] 上 可 积 的 函数 p(E)， 

im Ф(&)зт 654 = 0. 

事实 上 ,如 果 p(&) 在 [a,BJ] 上 连续 可 微 ,那么 一 切 可 通过 分 部 积分 来 加 以 证 明 : 

当 6 一 oo 时 ， 
[ Ф(&)ѕіп bd = — ф(Е) 一 从 | + + Ф (&) 

如 果 Ф(2) Ж пе РА , ЯВ ХУ РИА е >0, п 2 Я] КРАЖ Ф. (=), 
使 得 


COS оз ее» 0. 


В Е 
| 1948) - +) 14<5. 
而 此 时 
В В В 
| (Ce)sin БЕ = | {9(€)- Ф. (6) 15а Бе + | yp.(€)sin БЕ, 


其 中 右边 第 一 项 ,对 一 切 6 ,绝对 值 不 超过 $ 《因为 |sin 6611) ,而 第 二 项 对 于 充分 


大 的 0 (按照 刚才 证 明 的 ) 也 小 于 万. 引 理 得 证 . 
为 了 结束 定理 的 证 明 ,固定 s>0, 并 且 把 公式 (12) 的 第 一 项 中 的 积分 分 成 三 个 
| SCE + = - 802) а һеле 
— [ ге - 2- 80, бв + | 622 24, bad (|, de 
这 里 第 二 和 第 三 项 是 收敛 积分 ,因此 其 中 每 一 项 按 绝对 值 可 以 做 到 小 于 三 ,只 要 把 数 


ж 这 可 从 分 析 中 熟知 的 定理 直接 推出 .参看 ,例如 ,@axrerorexr, 卷 I ,733 页 . 
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В 选 得 充分 大 .在 第 一 项 中 sin БЕ 前 的 因子 在 区 间 [ -了 3,B] 上 是 可 积 函 数 ,因为 根 


据 赫 尔 德 条 件 在 £==0 的 邻 域内 我 们 有 
g(é€+1)- g(t)|— < 4 
E Ё 1-а * 


其 中 a >0, 因 此 根据 引 理 第 一 项 绝对 值 在 一 切 充分 大 的 8 下 都 将 小 于 二 由 此 推出 


lim| а ВЕЧЕ =0, 


р 00.) -oo 


定理 完整 地 证 毕 . 

从 已 证 明 的 定理 直接 可 有 

定理 3 像 原 函数 F(i) 的 值 , 除 了 在 它 的 间断 点 处 之 外 ,完全 由 它 的 像 下 ( 户 ) 所 
确定 . 

实际 上 ,按照 刚才 所 证 明 的 定理 , 像 原 函数 在 它 的 连续 点 处 的 值 ,可 按照 公式 
(11) 用 它 的 像 下 (z) 来 表达 . 像 原 函 数 在 它 的 间断 点 处 的 值 ,显然 不 影响 它 的 像 

我 们 还 要 举 出 使 给 定 的 复 变 函 数 F(z) 是 某 一 个 像 原 函数 的 像 的 充分 条 件 : 

定理 4 如 果 函 数 下 (pp) 在 半 平 面 Re p>>so。 上 是 解析 的 ,在 任意 半 平 面 Re р> 


а> роон я Т а р 来 说 一 至 地 收 化 于 0, 且 积分 | ” F(p)dp 是 绝对 
收敛 的 , 则 Е(р) #4 
f= | Fp)dp (11) 


的 像 . 
实际 上 ,我 们 取 定 某 一 数值 po ,Re po >a ,于 是 由 (11) 推 知 


|е -po Ка) е?! [ е”Е(р)ар аг. (13) 


由 于 在 内 部 的 积分 中 ,p= a + іс, ар = ido, 因 此 可 以 将 因子 ee* 拿 出 到 积分 号 的 外 
面 ,而 留 下 的 积分 


[eFCp)adp| <| IF(artio)las. 
由 此 看 出 :这 个 积分 对 于 上 来 说 一 致 收敛 ,因此 在 公式 (13) 中 可 交换 积分 顺序 .我 们 
得 
И "др аь, (14) 
У, НТ Ке(р- рь) <0 В :>0 和 部 的 积分 收 人 ,关上 等 于。 再 由 于 定理 中 
的 条 件 ,在 圆 弧 Ck:|p|=R,Re р>а ЕЖ: 4 Коон} „пах|Е(р)|= Mk 一 0, 因 此 
| S02| < 


-pot = ЈА (p- po)t = 1 
|| епу) Flp)dp| et md = 


Bm 
“р – po Л. 
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因而 当 оол Р 0. 由 此 推 得 :在 (14) 中 的 积分 直线 可 用 由 сь УМ Ез! 
下 通过 的 线段 (a + i ,a 一刻 ) 所 组 成 的 周 线 Cx 来 替代 

| етра) = 51 А рар 
(改变 绕 行 直线 的 方向 ,摆脱 公式 (14) 中 的 符号 ”- ”). 而 在 周 线 Ci 的 内 部 ,解析 函数 


ПИ 只 有 一 个 奇 点 p= Po ,而 且 是 一 个 具有 留 数 F(p。) 的 一 阶 极点 ,因此 


| ев) = ЕС), 


这 正 是 所 要 证 明 的 . 
现在 注意 : 当 上 <0 时 , 按 若 尔 当 引 理 


lim|. е"Е(р)ар=0, 
因此 在 公式 (11) 中 的 积分 直线 可 用 前 述 的 周 线 Cx 来 替代 . 当 :<0 时 我 们 得 到 
К) = | esF(p)dp=0, 
因为 被 积 函 数 在 Ck 内 是 解析 的 .因此 ,关于 像 原 函数 的 条 件 2) 已 经 满足 . 再 者 ,从 
(11) 有 


| [F(a+io)|ds = Ме“, 


因此 条 件 3) 也 被 满足 .我 们 将 不 详细 叙述 条 件 1) 的 核验 . 
80. 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 在 此 ,我 们 将 举 出 一 系列 的 简单 命题 ,它们 构成 了 算 
子 法 的 工具 .首先 ,注意 到 拉 普 拉 斯 变换 的 两 个 简单 的 例子 * : 
1 лы 
р’ р-ро’ (1) 
它们 可 直接 从 它 的 定义 得 出 (前 一 目的 公式 (2)). 
НАХ ,我们 以 后 将 处 处 用 f(z ) ,g(t),… 来 代表 像 原 函 数 , 而 用 F(p),G(p),… 
来 代表 它们 的 像 
Е(ь)= ЈА б)е ^а, С(р) = | g(t)e ^а, --- 
直接 从 积分 的 性 质 可 得 出 : 
І. 线性 性 质 ”对 于 任何 两 个 ( 复 ) 常 量 a 5р, А 


а} (1) + Вв(1)= аЕ(р) + ВС(р). (2) 
例如 ,根据 这 性 质 , 从 公式 (1) 立 即 得 出 关系 式 


* 在 这 里 ,1 与 eo 依照 我 们 的 约定 分 别 表示 (г) Я (г) ео. 
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мп ара) е (3) 
类 似 地 ,有 
соз wt == ;, sh wt 2-2, ch wt = „Ё 5. (4) 
р тм р & р 
|. 相似 定理 ”对 于 任 一 常数 a>>0, 有 
Ра) РР). (5) 


实际 上 , 令 at = t+, 有 
f(at)= | багета | f(r)e ас 26| р . 


Ш. 像 原 函 数 的 微分 法 如若 函数 f(1) 在 1>0 时 连续 ,了 (1), 或 更 一 般 地 ， 


f(z), 是 像 原 函数 , 则 
f (1) рЕ(р) – (0), (6) 


或 
К” (pF(p)-p" 1 Г(0) рр (0) "77 0(0), (7) 
其 中 六 (0) 理 解 为 右 极限 值 im Г (1). 
实际 上 ,过 渡 到 像 并 用 分 部 积分 法 ,有 
Ро | fie rd=[f()e т) кр f(t)e Май. 
由 于 Re p=s>so, 有 |f(1)e “|<Ме“`®” ,因而 第 一 项 在 代入 t= co 后 给 出 0, 代 
人 +=0 后 显然 给 出 一 了 (0)”. 第 二 项 等 于 pF(p), 因 而 公式 (6) 得 证 .应 用 公式 (6) 
两 次 , 便 得 出 
f(t)=[fF (= рГрЕ(р) – £0)1 - Х (0) = рЕ(р) – pf(0)— Р (0), 
如 此 类 推 . 
特别 是 ,如 果 f(0)=0, 则 


f(t)= рЕ(р), (8) 
因而 像 原 函 数 的 求 导 , 归 结 到 用 旋 乘 它 的 像 ( 参 看 本 章 的 引言 ). 
对 偶 “ 于 性 质 亚 的 是 性 质 
И. 像 的 微分 法 像 的 微分 法 可 归结 为 用 一 t 来 乘 像 原 函 数 ,或 者 ,更 一 般 地 ， 
Е (р)=(- В”). (9) 


实际 上 ,由 于 下 (p) 是 在 半 平 面 Re р> so 上 解析 的 函数 ,因而 它 可 以 对 р ЖЖ 
导数 ” ,因而 得 


* 显然 ,f(0) 应 当 理 解 为 右 极 限 值 , 左 极 限 值 总 是 等 于 0. 
жк 参看 394 页 脚注 xx . 
нек ”在 积分 号 下 求 微分 的 可 能 性 是 这 样 推 得 的 :所 有 积分 (10) 在 任 一 半 平 面 Re рга > so 上 对 于 р 来 说 都 一 
致 收敛 .也 可 以 利用 第 16 目的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 
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Е (р) = – |, #Г(1)е "а, Е(р) = | і? f(t)e ”dt,.…, 


Fp)=(-1)"| 1"/(t)e "аг, (10) 
这 与 公式 (9) 等 价 . 
作为 性 质 V 的 应 用 的 例子 ,我们 指出 ,从 关系 式 (1) 可 推 得 : 
"nl "обо! == п | 
["= рт, t po (11) 
而 从 公式 (3),(4) 有 
. _ ро ов wt = р-а 
tsin wt “а, tcos wt Cp Fw) (12) 
Ү. 像 原 函数 的 积分 法 像 原 函数 的 积分 法 归结 到 用 p 来 除 它 的 像 : 
| оа = (13) 


(参看 本 章 的 引言 )， 
首先 ,容易 验证 ,函数 g(1) = | f(z) di 与 f(1) 一 起 是 像 原 函数 ,就 是 说 , 它 满 


ЖЖ 79 目的 条 件 1) ,2),3). 于 是 由 公式 (8)( 这 公式 可 以 应 用 ,因为 g(0)=0) 有 
Рб) = в (t)# рС(р). 
这 样 ,对 于 f(z) 的 像 有 F(p)= pG(p), 由 此 


(у Е(Р) 
С(р) 5 


这 便 是 所 要 求 的 . 
对 偶 于 性 质 V 的 是 性 质 


М. 像 的 积分 法 如 果 积分 | Е(р)аь жк, ЕЯ а ув. 


FD=| ЕСр)ар, (14) 


( 像 的 积分 法 ,相当 于 用 г ЖЕ АЖ). 
实际 上 ,我 们 有 


Г 0)ар= [ав Ў fr)e Yar. 
假定 积分 路 线 (p ,oo) 全 部 位 于 半 平 面 Re ра > 上 ,我 们 得 到 内 部 的 积分 的 估计 
оа иеа 
从 这 显然 可 见 ,对 于 p 来 说 它 是 一 致 收敛 的 .所 以 我 们 可 交换 积分 的 顺序 
| Е0р)ар= ) Fox етар |. Г) на. 
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所 得 到 的 等 式 与 公式 (14) 等 价 
例 1 我 们 有 (参看 (1)) 


应 用 性 质 WL ,得 到 


Ра (15) 


ЕЕ 


例 2 МА (3), МНЕ М ‚ЖА 
加 二 | dp к 
Е JJn1+p 2 


再 应 用 性 质 V , 便 求 得 正弦 积分 的 像 


о [віп Ё, arccot р 
sit | = dt = 5 (16) 


ү. ЖЕЖ ЯТЕ-ЕЖЬ, 
f(t -rte "Е(р) (17) 
( 像 原 函数 的 具有 灌 后 r, 相 当 于 像 乘 以 因子 图 177 
e 六 ) 儿 图 177). 
因为 当 x<r 时 Fi-zr)=0, 故 作 变 量 代 换 上- т = 6,1839] 


一 arctan р = агссої р, 


= т) [ f(t—r)e "= | flti)e 9а =е "Е(р), 


这 正 是 所 要 证 明 的 . 
寻找 在 不 同 区 段 上 由 不 同 解析 表达 式 给 出 的 函数 的 像 时 应 用 这 定理 特别 方便 . 
例 1 求 图 178 中 所 表示 的 阶梯 函数 的 像 .显然 有 
КЕ) =А1 1 (+) + (2-т) + (2-27) +. |, 


因此 按 滞后 定理 
_ ии 
Кё) А | +-е + е 2 + | 
因为 je “|=e “<1, 在 右边 是 收敛 的 几何 级 数 , 所 以 
A 
f(t 人 = 部 (1+cth 务 ). (18) 


例 2 周期 性 的 矩形 脉冲 函数 g(z), 其 图 像 表 示 在 图 179 中 ,可 写成 如 下 形式 
g(t)=A{n(t)—27(t -rt)+2n(t -27)—…|, 
因此 按 滞后 定理 


g(t 二 A| 十 - ! = е "+ 


周期 性 的 三 角形 脉冲 函数 (:) ,其 图 像 在 图 179 中 用 虚线 表 出 ,等 于 | sg(z) 必 .因此 按 性 质 V 得 


一 加 
je А (1-21) Ав. (19) 


* 注意 ,从 我 们 的 讨论 可 得 出 积分 | 00е ае 的 收敛 性 
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. А 
(Отв. (20) 


178 179 

对 偶 于 省 后 定理 的 是 

Ш. 位 移 定 理 ”对 于 任 一 复数 po， 

е!) Е(р- ро) (21) 

(对 像 作 “ 位 移 ”p, ,相当 于 用 ео Ж АЖ). 

我 们 有 

ео" (== | fe б-р = Е(ф- рь), 

这 就 是 要 证 明 的 . 

这 条 定理 使 我 们 能 按 函 数 已 知 的 像 , 求 得 这 函数 乘 以 指数 函数 后 的 函数 的 像 , 例 
如 : 


р+А 
(р+А) +оо? 


— А _ 
2. Є COS wt = 


20 
(р+ А) + о 


е ”sin ої = 
ила (22) 
е . (Р+А)" "| . 
81 .乘法 定理 ”表达 函数 乘积 的 像 原 函 数 与 像 之 间 的 联系 的 命题 ,在 算 子 法 中 
有 特殊 地 位 ， 
К. 乘法 定理 ( 博 雷 尔 ) ЖЛ Е(р) 5 G(p) 的 乘积 也 是 像 ,并 且 
РСр)-С(р)® | УС) ва гда: (1) 
实际 上 ,在 公式 (1) 的 右 端的 积分 是 个 像 原 函 数 :条 件 1) 与 2) 很 明显 ,要 证 明 
3) ,可 注意 如 果 取 数 值 wo 等 于 /(:) 与 g( 2 的 增长 指数 中 的 较 大 的 , 则 
коже - oa 


由 此 有 :积分 (1) 不 超过 某 一 个 常数 乘 以 e*%'% ,其 中 e 是 任意 小 的 正 数 . 
现在 考虑 积分 (1) 的 像 : 


< М = Міе?'. 


ГА 
| еб roso (1-7) ат 
0 
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| flr)g(t— ра = | e di | f(r)g(t—r)dr. 


在 此 , 右 端 是 一 个 二 重 积 分 ,分 布 在 平面 (1 ,7 ) 的 肩 形 S 上 (图 180), 因 为 当 固 定 1 
时 ,对 г 的 积分 是 自 0 到 t=: 而 取 的 ,然后 t ВН 0 变动 到 co .由 于 当 Re p>so 时 ,这 
二 重 积 分 绝对 收敛 ,因此 可 以 交换 积分 的 顺序 ” ,并且 我 们 得 到 (并 令 1 = 1 一 zc 来 替 
代 z): 

| Fr)g(t-r)dr= | Пера || ета (а-г) ай 


- |, fr)e rar| g(ti)e ма = Е(р)С(р), 


这 正 是 所 要 证 明 的 . 
在 公式 (1) 的 右 咽 的 那个 积分 称 为 函数 f(z) 与 g(7) 
的 卷 积 ”, 用 记号 


(жа) = | f(r)g(t—r)dr (2) 


来 表示 . 
定理 区 断言 : 像 的 乘积 ,等 价 于 像 原 函数 的 卷 积 
(ж) Е(р)С(р). (3) 
在 应 用 时 ,乘积 定理 的 下 述 推论 很 有 用 ,这 推论 与 须要 求 180 
出 乘积 pF(p)G(p) 的 像 原 函数 的 情况 有 关 . 利用 像 原 
函数 的 求 微分 规则 (上 一 目的 公式 (6)) 和 已 经 证 明 的 乘法 定理 ,我 们 得 到 所 谓 的 杜 阿 
梅 尔 (Duhamel) 积 分 : 
pF(p)G(p)=f(0)G(p)+ {pF(p)— (0) С(р) 


= 700) (0) + | frat- rdr. (4) 
根据 卷 积 的 对 称 性 质 ,这 积分 也 可 写成 形状 
pF(P)G(p)= CO)g(D+ | ао) т) ае, (5) 


而 变换 函数 F(p) 和 G(p) 的 作用 导出 公式 
pF(p)G(p)= 6 0(0)70) + | а (е) т) 


=8(0) 00) + (УС) в (а т) ае. (6) 
应 用 杜 阿 梅 尔 积分 的 例子 将 在 下 面 给 出 ( 见 第 84 目 及 以 后 ). 
* 2, ЯП, Фнхтенгольд, # Ш. 


жж 注意 卷 积 的 对 称 性 质 (f x в) = (в * f), 这 是 容易 证 明 的 :在 卷 积 的 定义 中 以 r1=t ст 即 得 . 它 也 可 
从 当 交 换 F(p) 与 G(p) 的 地 位 时 (3) 的 左 端 不 改变 而 推 得 . 
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我 们 来 举 出 对 偶 于 乘积 定理 的 定理 : 
Хх. 定理 设 已 给 定 了 两 个 像 原 函数 /(1) 与 g(1), 其 增长 指数 分 别 是 $1 与 5. 
则 它们 的 乘积 也 是 像 原 函数 , 且 


00051 (ЕС) ССр a) dy, (7) 
Ф ар>5,, Е Ве р> у, +а. 
实际 上 ,乘积 Соо) А АВОН ЯЕ 1) - 3). 它 的 像 是 
Го) Кое rd 
а> , 且 按 反 演 公式 来 代 换 /(7) 
КЕ) я), И. Реа Сета 


-二 | |, вре ад 


(由 于 绝对 收敛 性 ,交换 积分 的 顺序 是 合法 的 ) . 
БА Ке р> s,+a, 则 将 有 Re(p 一 g)>s,, 因 为 我 们 有 Re с = а, ТЕЕ 
的 积分 可 用 G(p 一 gq) 来 替代 .定理 得 证 . 
还 要 注意 ,由 于 a 可 以 取 成 任意 地 接近 ;| , 故 函 数 f(z )g(z) 的 像 定 义 在 半 平 面 
Re р>5 上 ,其 中 = + 是 /(1)g(1) 的 增长 指数 . 
在 1935 年 苏联 数学 家 A.M. 艾 弗 洛斯 证 明了 非常 有 用 的 
Г. 广义 乘积 定理 ” 设 已 给 定 了 像 FF(p) 二 f(1), 与 两 个 解析 函数 G(p) 与 
а(р), #4 
С(р)е “РЕ g(t;r) (8) 
则 * 
Fla(p)]G(p)= | УС) в (езт). (9) 
实际 上 , 右 端的 像 是 


| Fr)g(tir)drs | е ”dt | Fr)gCtr)dr 


一 | f(r)dr ЈА g(t;t)e "аі 


(我 们 假定 ,可 以 交换 积分 的 顺序 ). 但 内 部 的 积分 是 g(t;7) 的 像 ;因此 按 公 式 (8) 可 
写成 


| Совт) ае е ССр) | fr)e Vdr=G(p)FLa(p)), 


* 我 们 不 表述 定理 的 条 件 .从 这 些 条 件 应 当 得 出 :所 需 的 函数 都 是 像 , 且 可 交换 积分 的 顺序 (参看 证 明 ). 
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这 正 是 所 要 求 的 . 
М ТРЕ, Е (р) = р, (т) е “G(p). 因 而 按 滞后 定理 ,g(t; 
rz)=g(t 一 zr). 因 此 公式 (9) 采 取 形 式 


Е(р)С(р) || flr)g(t -rdr= | flr)g(t— rd 


( 当 t>t 时 ,由 于 像 原 函数 的 条 件 2), 有 g(t 一 +)=0), 因 而 与 公式 (1 一 致 .由 此 可 
见 , 艾 弗 洛斯 定理 实际 上 是 乘积 定理 的 拓 广 . 


我 们 来 举 出 艾 弗 洛斯 定理 的 一 些 应 用 例子 . 
例 1 设 G(D)= 二 ,9(p)=V5. 函 数 g(i;r) 可 根据 反 演 公式 求 得 


Vp 
а+ тоо 2 +нар 
g(t;t)= = | 万 


考虑 由 下 述 曲线 所 组 成 的 周 线 :线段 (a – ,а + 访 ) ,圆周 | p|=R ИЖС БСН 
Т, И, У с, :|р| = > (图 181). 在 这 周 线 的 内 部 ,被 积 函 数 是 
解析 的 和 单 值 的 (为 确定 起 见 ,我 们 将 设 - x<arg р<л). ЛИ 
柯 西 定理 ,沿线 段 (a - ib,a + 认 ) 的 积分 可 用 沿 周 线 的 其 余部 分 
的 积分 来 替代 (积分 的 方向 在 图 181 中 用 箭头 标 出 ). 由 于 rz>0， 


故 在 弧 Съ ус Е R 一 时 函数 户 * 一 0 因此 , 按 车 尔 当 
引 理 , 当 t>0 时 ,Fe 的 沿 CA 与 CR 的 积分 当 Р» оор 
趋 于 0, 因 而 可 写 


1 一 mp+ + 
взт) = Ват] |, | 图 181 


在 边 岸 TI 上 有 p=zxe “Wp= ония р= ле" ,Vp=iVz. 因 此 ， 


| 一 [ем dr 

JI Ув РЧ 

| =- | ee ах 
П г РЧ 


显然 , 沿 .的 积分 当 六 -~0 时 趋 于 0, 因 为 | | | < Мо яй 


А = 二 | -м ах _ 2 > -a 二 
в(і;т) де sr Р С: соѕ тийи 


(我 们 令 х = и? ,然后 利用 泊 松 积分 已 短 值 , 见 第 73 目的 例 4) , 即 是 说 * 
еа 19, (10) 


УБ Ум 


ж 当 t<0 时 ,在 图 181 АТН УНО CR 的 积分 趋 于 0. 用 类 似 的 讨论 可 证 明 , 当 1:<0 时 g(z;r) 
=0. 
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现在 假设 像 原 函数 КС р) Fi) 是 已 知 的 .考虑 到 关系 (10) ,我 们 按 艾 弗 洛 斯 定理 直接 可 求 得 
ЕС р) 
И НАИ ЈА РА 


ої гаг. (11) 


例如 , 设 Е(р) = (20) пея К) = p(t 一 a), 因 而 公式 (11) 给 出 


е 


Зи 
р == е т ЕТЕ yy 


а та =! 
(我 们 利用 : 当 r<a 时 7(rz-a)=0， наси z .利用 记号 


а) е р г г, 1—erf х= Е х (12) 
0 


且 考 虑 到 erf co =1 ( 见 第 70 目 ) ,我 们 可 以 把 最 后 那个 公式 写成 形式 


е “РР. _ а 
п = 1 ef; )= Er( 5 区) (13) 
例 2 设 G(O) =. .ч(р) = 7. ве 天 可 借助 于 相似 定理 从 公式 -让 二 


р 
Jo(2Vt ) 来 求 出 


20152) = 304 8). 
Аз ре = ОЖ ЕЕН* 得 出 . 


艾 弗 洛斯 定理 给 出 

1 1. Г, 

(5) | доле. (14) 
М, Ф Сс) = сов т НН Е(р) = 六 (参看 第 80 目 (4))， Е(-, )=; 
形式 

| Jo (2V )сов таг = а (15) 
注意 到 第 80 目的 公式 (3) ,得 到 含有 贝 塞 尔 函 数 РЖ: 

| Jo(2V м )соз т4г = эт т. (16) 


82. 展 开 定 理 ”在 此 ,我 们 将 证 明 某 些 与 展开 像 原 函数 或 像 图 数 为 级 数 有 关 的 是 
理 .在 第 一 个 定理 中 ,我 们 将 假定 : 像 F(p) 在 无 穷 远 点 处 是 解析 的 ( 按 第 79 目的 注 ， 
这 时 Е(оо) =0). 并 且 证 明 : 在 这 种 情况 下 , 像 原 图 数 可 以 找 出 ,形式 上 取 为 函数 
F(bp) 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 的 洛 朗 展开 式 的 各 项 的 像 原 函数 的 和 .考虑 到 第 80 Н+ 
关于 如 的 负 且 的 像 原 函 数 的 公式 (11) ,我 们 可 把 这 定理 表述 为 下 面 的 形式 : 

[. 第 一 展开 定理 ”如果 下 (pp) 在 无 穷 远 点 处 是 正则 的 , 且 在 它 的 邻 域 |p| 之 R 


* 参看 第 82 目的 公式 (4) ,Jo 是 零 阶 的 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 , 见 第 70 目 ,也 可 见 下 一 章 ， 
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内 有 洛 朗 展开 式 
Е(р) = >18, (1) 
则 下 ( 轧 ) 的 像 原 函 数 是 ( 乘 以 (г) 0) Ж 
/0)= У ратуе" (2) 


жн, л) вай. 
为 了 证 明 , 令 ре Е (2) = Ф(4). 8 Ф(а) = У оа а | 


解析 的 ,因此 由 第 17 目 中 柯 西 不 等 式 给 出 
|с, | < МК". 


从 所 得 到 的 这 些 不 等 式 ,对 于 任何 (复数 )t 得 
Рг) >) | с, | ИМЕ 2, С меч" А 


由 此 推 得 :第 一 ,级 数 (2) 对 于 所 有 的 复数 都 收敛 , 亦 即 , 它 是 一 个 整 函数 ;第 
二 ,对 于 上 的 所 有 的 正 值 ,| f(i)|< Ce” .因此 ,函数 mn(i):f(i) 的 确 是 个 像 原 函 数 . 
由 于 级 数 (2) 在 任何 有 限 圆 内 是 一 致 收敛 的 ,我 们 可 以 把 它 乘 以 e ,然后 关于 上 Н 

0 到 任何 下 >0 逐 项 求 积 分 .如 果 这 时 Re p>>R. 也 就 可 以 对 t 从 0 到 co 进行 逐 项 积 
分 .利用 第 80 目的 公式 (11) ,我 们 便 得 到 需要 的 展开 式 (1). 定 理 得 证 . 

Ж ”也 可 以 证 明 其 逆 命 题 :如 果 像 原 函 数 具 有 形状 (г) f(z), 其 中 f(t) 是 个 整 
函数 ,满足 不 等 式 | f(z)|< Ме!" ( 即 是 ,Fi) 具 有 有 限 阶 ), 则 它 的 像 F(zp ) 在 无 穷 
远 点 处 是 正则 的 . 

Я 考虑 展开 式 


Е: — >С ( 一 1 1. 
由 于 РЕНН, 目 在 那里 有 过 点 Ее 
те пе > С а О? 
ВИНЕ 了] 的 展开 式 (参看 第 70 目 公式 (13)). 为 了 把 它 化 到 这 个 函 
数 , 令 := (于 ) ,于 是 
(—1) Ё г n+2k г п п 

мә (+) 六 二 和 (三 ) =(5) оло). 

因此 ,我 们 有 


1 


у (2VE) 二 е, (3) 


特别 , 当 п = 0 时 


1 


042 )= se? (4) 
我 们 还 要 举 出 所 得 到 的 公式 的 某 些 推论 .从 关系 式 (3) 按 反 演 公式 得 
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О) у | те 74: 


在 这 里 代入 27 = r 与 ( 当 固定 r 时 ) 户 = 2р, ЖАВ Я], НАВИЧКА, ДЕА 
分 直线 在 右 半 平面 上 作 平行 移动 | 因为 二 >0 ) ,我们 得 到 


ига ен) (5) 
(与 第 70 目的 类 似 的 公式 相 比较 ) ЗЕ р [№ -六 外. 右 半 平 面 Re р, >0 在 
这 时 变 为 制 去 了 射线 ( гоо, 2) 907, оо) р 平面 .为 了 闲 明 积分 直线 的 像 上 的 
特征 , 令 р, =re*,p=s+io, 于 是 


=1(,-1) (1) 
= (0 |соѕ ф, 9=5 [Г )ѕп Ф. 


在 积分 直线 Ке р = а, 上 有 rcos ф=а, , РАНА 工 的 参数 方程 是 


sin 2 
;= 元 (wu 一 |， z= 半 (atan p+ De)， 


其 中 -到 <9< 闻 .从 第 一 个 方程 看 出 : 位 于 在 := w = 5 [а 21) 9 а= 
于 4i 之 间 的 那个 带 形 内 , 且 当 9 一 土 节 时 有 垂直 的 渐 近 线 .第 二 个 方程 显示 : 当 p А 
- 子 变 到 了 时 ,o А – oo 变 到 co , 且 只 有 在 wi 充 分 大 时 (这 可 以 在 不 失 一 般 性 下 假设 
的 ) 方 可 能 是 单调 的 .因此 ,曲线 L 具有 在 图 182 中 所 示 的 形状 . 

在 作 代 换 р 9) рае ръУ р Ия, К 人 
系 式 (5) 变 成 


е. 
RN 


1 о 
1, (2) zi |， М р? +1(р+У р +1)" 6) 


(我 们 仍 写 上 ЖА т). н РЖ АЕ +: 处 有 奇 点 
(分 支点 ), 且 曲线 L 具有 在 图 182 中 所 示 的 形状 ,故我 
们 可 用 直线 Re p = a >0 ЖК Г ,而 不 改变 积分 的 数 
值 .回忆 起 反 演 公式 ,我 们 得 出 圆柱 函数 的 像 

(4)= 1 МР +1-Ь)" 图 182 
"о УР+Е(Ь+У р? +1)" Мр? +1 


.. 
| 


Л 


(7) 
特别 ,对 于 零 阶 的 圆柱 函数 有 
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1 
т (8) 
А жанр Е(р) ,容易 得 到 像 原 函 数 的 级 数 展开 式 , 其 项 对 应 于 像 
的 奇 点 . 
也 就 是 下 列 定理 成 立 . 
]. 第 二 展开 定理 ЖААЖ Е(р):1) 在 某 个 半 平 面 Re 户 >so 中 是 亚 纯 的 和 正 
则 的 ;2) ФЕНА С,:|р|=Ю,,Ю<В,<---<Ю, ноо, і жЕ Е(р) + 


arg р 一 致 收 化 于 0;3) ЯТТ а> 5, 积分 | Е(руар 绝对 收效 ,于 是 F(p) 
的 像 原 函 数 是 ( 乘 以 了 (ti) 的 ) 函 数 
f(t)= 2 тез (ре, (9) 
р) № 
其 中 留 数 的 和 是 按 函 数 下 ( 力 ) 的 所 有 奇 点 负 以 它们 的 模 的 非 降 次 序 取 的 


事实 上 ,在 所 考虑 的 条 件 下 可 利用 第 79 目 中 的 定理 4” ,根据 那个 定理 Е(р) 
函数 


Jo(z)= 


КОНЕ | erF(p)dp (10) 


的 像 . 

Я C ,表示 圆周 C, 在 直线 Re р= а 的 左边 的 部 分 ,用 ac +16 表示 C, 与 这 条 直线 
的 交点 ,并 且 用 卫 , 表 示 由 线段 (a -ib, ,a + ib, ) 与 С’ АЖ НН 
针 方向 通过 的 .因为 按 若 尔 当 引 理 , 当 上 <0 时 


lim| _ еРЕ(р)ар=0, 
所 以 在 上 >0 时 代替 (10) 可 以 写 
Ков |, =“Е(р)ар. (11) 
应 用 柯 西 留 数 定理 ,我 们 得 出 
Ра) = lm 5 тез (р)е", 
其 中 和 是 按 函数 F(p) 的 位 于 ,内 部 的 所 有 奇 点 取 的 ,而 这 也 就 是 需要 的 结果 . 
推论 “如果 函数 (р) 名 多 是 一 个 有 理 分 式 函 教 ,并 且 分 子 中 多 项 式 А(р) 


В(р 
的 次 数 低 于 分 母 中 多 项 式 B(p) 的 次 数 ,那么 它 的 像 原 函数 是 ( 乘 以 (г) 89) за 
_~ 1 4%! уа 
КО ОИ рет ЕОР) pr ) er |, (12) 


ж 在 这 里 当 роон F(p)->0, 只 是 按照 某 个 圆周 族 , 这 没有 给 本 定理 的 证 明 带 入 实质 性 的 改变 . 


[82] $1 基本 概念 与 方法 . 411 . 


其 中 pp 表示 下 (pp) 的 极点 ,而 nn 是 它们 的 重 数 并 且 和 数 是 按 所 有 极点 取 的 . 

事实 上 ,F(p) 是 像 ,是 直接 从 拉 普 拉 斯 变换 的 线性 性 质 和 根据 有 理 分 式 函 数 分 
解 成 最 简单 分 数 的 定理 (第 80 目 中 公式 (11)) 推 出 ( 见 第 71 目 ). 公 式 (11) 的 正确 性 
由 车 尔 当 引 理 推出 ,因为 p 一 时 FF(p) 一 0, 引 理 是 可 用 的 ,因此 公式 (9) 也 成 立 , 在 
公式 (9) 中 用 有 限 和 代替 级 数 .余下 的 事 是 利用 第 23 目 中 的 在 极点 处 计算 留 数 的 公 
式 ,我 们 也 就 得 出 所 要 求 的 公式 (12). 

特别 ,如 果 F(p) 的 所 有 极 пари, 那么 公式 (12) 就 简化 为 : 


А. Аб) м 
了 IO УЯ Вр)“ (13) 


(我 们 利用 在 单 极点 上 计算 留 数 的 公式 。 在 右边 部 分 中 的 因子 7(t) 我 们 根据 所 采用 
的 条 件 可 售 掉 ). 
在 应 用 (主要 在 电工 技术 应 用 ) 中 这 个 公式 的 一 种 变形 是 重要 的 ,这 种 变形 是 与 


有 形状 如 F(p) = 全 (的 像 的 情形 有 关 的 ,其 中 A(p) 的 徊 次 不 高 于 ВОР) 


次 ,并 且 B(p) 有 不 同 于 0 的 单 根 .在 这 情况 下 代替 (13) ,显然 ,我 们 有 


А(р) _.A(0), ~ A(p) в, 
ppB(p) В(0) у 之 Р.В (р): (14) 


其 中 和 是 按 B(p) 的 全 部 根来 取 的 . 
注 1 如 果 多 项 式 B(p) 有 实 系 数 , 则 对 于 它 的 每 一 个 复数 根 p 有 一 个 复数 共 
вр. 事实 上 ， 
局 (五 ) = ay (五 ) +а,(Б)" ltta, =а р" tap” + +а, = В(р) =0. 
此 外 ,如 果 多 项 式 A(p) 也 有 实 系 数 , 那 么 
А(р) м = АСР en ой. 
В(р) В’) 
НАН р= ртр = рН КА СР) орой ове АХРЫ оли. 
н у В (р) B (рь) 
由 此 得 出 ,如 果 多 项 式 A(p) 和 B(p) 有 实 系 数 , 则 公式 (13) 可 以 表示 成 形状 
A(p) ,, Абр), 
ВО > р" +286 У руе 05) 
其 中 第 一 个 和 遍及 到 B(p) 的 全 部 实 根 ,而 第 二 个 和 遍及 到 带 有 正 虚 部 的 全 部 复 根 . 
注 2 公式 (13) 的 对 应 于 根 р, = 5, + іо, 的 每 一 项 可 以 表示 成 复 振动 形式 中 所 
写 的 


А(рь) е! {cos ot + isin вы}. 
В”(р,) р н 
由 此 清楚 ,对 应 于 实 根 (o =0) 的 是 非 周期 振动 ,对 应 于 带 有 负 实 数 部 分 % 的 复 
数 根 的 是 阻尼 振动 ,对 应 于 纯 虚 根 (s, =0) 的 是 调和 振动 .如 果 所 考虑 的 系统 不 容许 
具有 无 限 增长 的 振幅 , 正 的 实 根 或 者 带 有 正 实数 部 分 的 复数 根 一 般 不 可 能 存在 . 
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对 于 这 些 系统 容易 写 出 与 稳定 状态 相对 应 的 振动 ， 
(Е) = 2Ве У! аа? ам (16) 

其 中 求 和 遍及 到 带 有 正 虚 部 的 所 有 纯 虚 根 р, = іо, .事实 上 ,在 我 们 的 假设 条 件 下 所 
有 根 的 实 部 是 非 正 的 ,%“ 委 0 ,而 对 应 于 负 5, 的 振动 的 振幅 按 指数 法 则 趋 问 于 0, 并 且 
不 进入 稳定 状态 . 

应 用 展开 定理 的 例子 ,我 们 举 出 在 下 面 一 些 目 中 . 

83. 例 补充 在 本 目 中 我 们 将 引入 一 系列 关系 式 和 定理 ,它们 在 用 算 子 法 作业 
时 很 有 益处 . 

(1) 极限 关系 ”如果 f(z) 与 自己 导数 (1) 一 起 是 像 原 函 数 ” 且 Е(р)= (2), 
那么 


limpF(z) = 700), (1) 
其 中 在 角 | arg р|<5 -6 АФ роо, ЖА Г(0) = limF(z). 此 外 ,如 果 存 在 
Ша (2) = f(%), 则 

limpF(p)=f(%). (2) 


其 中 p 一 0 在 同一 角 内 部 . 
事实 上 ,关系 式 (1) 直 接 由 pF(p) 一 f(0) 是 由 了 (1) 的 像 推 出 的 ,也 就 意味 着 , 根 


据 第 79 目 中 的 注 在 p 一 ,|arg р | <5 – 0 时 趋向 于 0, 为 了 证 明 关 系 式 (2) ,我 们 


注意 到 ,由 lim7(z) 的 存在 推出 函数 /(:) 的 有 界 性 .因此 ,可 以 取 s。=0 和 F(p) 定 义 
在 半 平面 Re p>0 内 .按照 拉 普 拉 斯 变换 公式 ,对 于 任何 p,Re p>0, 我 们 得 出 
| fF (We "а = pF(p) = 700). 


因为 在 p=0 时 左边 部 分 的 积分 存在 ,而 在 角 |arg p| < - 8 内 它 关 于 一致 
收敛 ,所 以 在 后 一 关系 式 中 当 在 此 角 内 p 一 0 时 可 以 趋向 极限 ,并 且 在 极限 时 
| а = lmpr(p)— 70) 


这 与 (2) 等 价 . 

关系 式 (1) 与 (2) 对 检验 用 算 子 法 进行 的 计算 是 有 益 的 .例如 由 第 80 目 中 的 公式 
(22) ,在 和 >0 时 我 们 得 出 lime ^ sin а = li pA = 0. 由 (16) 式 :si 0 = 
* ”如 果 B(0)=0, 在 (16) 式 中 还 进入 了 常数 项 名 名 
** ”这 个 限制 条 件 的 加 入 只 是 为 了 让 证 明 简单 ,但 是 它 不 是 负担 过 重 的 ,并 且 在 实际 中 通常 是 满足 的 . 
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Д 
(2) ЛЖИ ЖМИ Г ЖЕ РЕ а> - 工 有 : 
Г(а+1) = |. ме ‘dt 


limarccot р = 0. (18) 5%: /(0) = а | 1+ cth 2) = Д 等 等 . 
pe pe 


(参看 第 74 目 例 8). 设 p= we” 是 右 半 平面 [ -于 <a< 屯 ) 上 的 任意 复数 .在 上 疝 这 
个 积分 中 ,引入 复数 的 积分 变量 a = 二 来 将 代 7 ,得 到 


Га+р=р" | ge "dg, 
L 
其 中 积分 路 线 沿 着 射线 L:arg g= 一 a 来 取 . 在 圆 弧 СЬ: 141 = К, – а <аг д <0 
上 , 令 gq= Re” ,于 是 有 
0 
| te "dg <R | ВОИ О. 
К 一 以 


由 于 在 这 里 w+ ф 是 在 0 与 a 之 间 变 化 的 , 故 cos(a + po) 保 持 大 于 某 一 个 正 的 常数 . 
Н, М Коон, йт CR 的 积分 趋 于 0. 还 考虑 到 :在 工 与 平面 g 的 实 轴 之 间 ,没有 被 
积 函 数 的 奇 点 ,我 们 可 用 沿 正 半 轴 的 积分 来 代替 沿 工 的 积分 .重新 用 上 来 表示 积分 
变量 ,得 出 


Пал =] ee (3) 
当 «0 时 ,函数 (1) = 1 (ВЫ w(z) 后 ) 是 个 像 原 函数 ,因此 方程 (3) 与 算 子 关系 式 
Te г (4) 


等 价 .所 得 出 的 公式 把 第 80 目的 关系 式 (11) 推 广 到 任意 的 正 数 次 宕 ( 当 a = ”是 非 
负 整 数 时 ,TT(a ++1)=n!). 

当 一 1<a<0 时 ,函数 在 1->0 时 无 限 增 大 ,所 以 它 不 满足 加 在 像 原 图 数 上 的 
条 件 . 可 是 对 于 这 样 的 值 a 来 说 ,(3) 式 的 右 端 的 那个 积分 是 收敛 的 ,因而 这 公式 依 


然 成 立 .所 以 可 以 说 : 当 - 1<a<0 时 ,函数 #* 是 “奇异 的 " 像 原 函 数 ,而 函数 
是 它 的 “奇异 的 " 像 
特别 , 当 a = - 方 时 有 
| а 
г(5)= |. е а, е“ ди = т 
(我 们 令 := ww , 且 利用 第 70 目 中 已 知 的 值 erf co = 1) ,因而 公式 (4) 给 出 


И А 
РЕМ (5) 
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тегі 
УЕ) ЖЕ РСр)= а. е" 6 81 目的 公式 (11) 因 此 有 : 
9%) 

Г" С 9240 
Вене са 于 (2 я т.8455 +VE= аас 2 Пас, 
得 

1. 1 = её 六 - (57 ът)? e -一 -x 
тта Р ale 
引入 通常 用 的 记号 (参看 第 70 目 (5)), 最 后 得 
1 。， 
pr e ЕН). (6) 


由 此 ,再 利用 公式 (5) 便 求 得 
1 == 1 Ен). (7) 


1+Ур Ур Р+УР Ум 
其 次 
Vpta_ pta _ 1 + а 
Р pvpta м р+а рмр+а 
按 位 移 定 理 从 (S) 得 
1 = г“ lL, (5°) 
м рта Vt 
eA 
1 dr 12 (19 24_ 1 
PA == ТЕ | е =erf(V ағ) (8) 
(我 们 令 от = х? ). 结 果 得 出 
На Lo-« a a 
У Рта Б "7 +V aerf(V ағ). (9) 
最 后 ,从 第 82 目的 公式 (8) 借 助 于 相似 定理 得 
о, \— 1 
ов. 


纯 虚 变 元 的 贝 塞 尔 函 数 J。(iz ) 可 用 特殊 记号 I6(z) 来 表示 .利用 这 记号 且 在 上 面 这 公式 里 用 p+ a 
替代 p, 按 位 移 定理 得 
1 -= 
м (pta)’ – В 
(4) 菲 涅 耳 积分 的 像 ”按照 这 些 积分 的 定义 有 (参看 第 73 НИ 6) 
fcos tdt sin аі 
С(2) = = $(#) = | 


我 们 不 考虑 它们 而 考虑 积分 | - 谎 =. 按 公式 (5) 与 位 移 定 理 有 。 ННВ 


e “To(B). (10) 
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原 函 数 的 积分 定理 有 


Га dt І 
|, * Эм ”VOD 
类 似 地 , 求 得 


' И dt — 1 
| М2 pvV2p+ti) 
由 此 按 线性 性 质 立 刻 得 


二 CG 


Cs 


2pV2 0м р+і Vp-i 


(У УЕ: 
(5) 相似 定理 可 写成 下 列 形式 : 
F(ap)= | 二 /二 je a, 
对 于 a 自 0 到 1 求 积 分 ,得 
| F(ap)da= | ета [ (2) 
(假定 可 以 交换 积分 的 顺序 ). 这 等 式 就 是 
[ 2) | F(ap)da. 


在 左 端的 积分 中 引入 新 变量 += 二 ,而 在 右 端 引 入 新 变量 = ap ,得 
| а, 二 上 | Е(9)а. 


(= + т рур Е 


1 _)- Ур p-i_ ммр +1 р 
十 


. 415. 


(13) 


我 们 来 引入 公式 (13) 的 应 用 的 一 些 例子 .首先 ,从 公式 cos : 二 7 和 1 可 得 到 积分 余弦 的 像 ( 见 


第 70 目 ): 
Gt:=-| Зи 7 0 184 = ру 
МАЖ е ТН 
60-0) = | adress) = аб1+ р) 
( 见 第 76 目 公式 (8)) ,从 公式 (0) T 
1 | 7 а= арте р). 


所 有 在 公式 (14) – (16) 中 的 像 原本 数 都 是 坷 异 的 ,因为 当 t->0 时 左 端的 积分 发 散 . 


Е ”从 像 原 函数 与 像 函 数 的 积分 定理 有 
| и = | F(q)dg. 


(14) 


(15) 


(16) 
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将 这 同 (13) 相 加 就 有 
а оа 
在 最 后 这 个 关系 式 中 ,左右 两 端的 积分 都 是 常数 ,因此 这 关系 式 具有 А = НИК. 
比较 它 与 关系 式 1 = , 按 拉 普 拉 斯 变换 的 唯一 性 定理 , 推 得 : A = B. 由 此 我 们 得 到 
| = | Е(а)аа. (17) 


(6) 分 数 指数 法 则 第 82 НАЖ ЕЛЕНЫ = ХВ В 25 
目 ) .我 们 将 限制 于 下 面 的 简单 而 在 实用 上 很 重要 的 情形 . 

定理 设 当 p>00,Re p<a (а Ж—-ЛЕЖ)НЕ(р)>0, А F(p) 在 有 限 
的 pp 平面 上 除了 坐标 原点 p=0 以 外 没有 任何 其 他 奇 点 ,而 坐标 原点 是 有 限 阶 的 支 
点 .于 是 ,如 果 下 ( 旋 ) 的 广义 震级 数 展 开 式 具有 形式 


Е(р)= р > сьр (18) 
其 中 B 是 正 的 有 理 数 , 则 的 Че 7(z)) 是 级 数 
Е) = 1 У ау. (19) 


其 中 去 挤 所 有 的 具有 非 负 назва. 

考虑 由 下 述 曲 线 组 成 的 闭 周 线 CR , :线段 (a – р,а +). |р = В, Ке р<а 
ВА CC 与 CR т - кк р< – г ЧМТ, [和 圆周 с: рі = (参看 图 
181). 

由 于 下 (z) 在 这 周 线 内 部 是 解析 的 与 单 值 的 (为 确定 起 见 ,我 们 设 


саа p< 于 ), 按 柯 西 定理 ,沿线 段 (a — 芒 ,a + 这) 的 积分 可 用 在 周 线 上 其 余 
部 分 的 积分 来 替代 .此 外 ,由 于 当 上 >0 В, ИК ЧУ, Е(р) е Ср + СЪ АЈ 
分 当 尺 -~>oo 时 趋 于 0 OAT 

ДР ть с. Ре = | Е(р)е"аь, 
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其 中 C:* 是 由 沿 p ВТНЗ — co<p< – НЕМА р| = 所 组 成 的 
周 线 (没有 点 p = 一 7) .在 最 后 这 个 公式 中 ,以 F(p) 的 展开 式 (18) 代 入 , 旦 逐 项 求 积 
分 * ,得 


ж 严格 说 来 ,对 于 级 数 沿 无 限 直 线 的 逐 项 求 积分 的 可 能 性 需要 附加 条 件 . 例如 ,充分 条 件 是 :级 数 和 
Ус Гр 18 沿 C2 的 积分 的 收敛 性 (参看 工 . Bartcon[16]). 
k=0 
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(1) — с 5). preadp| 
引入 新 的 积分 变量 《= pt. 由 于 +>0, 故 这 代 换 不 改变 周 线 的 形状 ,因而 得 
ати > + | | 
т | р fe ар = ттт | С" еб = АВГ -а- 28) 


(参看 汉 克 尔 的 函数 的 积分 表示 第 74 目的 公式 (15)). 将 这 结果 代入 前 述 的 公 
式 中 ,我 们 便 得 出 所 求 的 展开 式 (19). 如果 а + А8 是 非 负 的 整数 , 则 р Че ЗС 
积分 等 于 0, 因此 从 我 们 的 展开 式 中 应 去 掉 所 有 具有 这 种 a + АВ 的 各 项 . 

注 ”如同 在 第 一 展开 定理 中 一 样 , 级 数 (19) 可 由 逐 项 应 用 短 的 像 公 式 


a 1 
р "ГС а)! 

于 级 数 (18) 而 形式 地 得 出 .可 是 这 公式 只 对 于 负 的 а 被 证 明 过 ,对 于 a >0 它 具有 假 
定 的 性 质 . 此 外 ,还 要 注意 到 :一 般 地 说 ,级 数 (19) 的 和 不 满足 条 件 3). 因 此 是 奇异 的 
像 原 函 数 . 

Я ”假设 
вт”. 


А p= Ке*,{-1=/2еФ. Ш Ве р<0, 7 < рэл, Ж Ке/ (2-1) = /2 Кољ( 2 + 村 xj< 


0, 因 为 这 时 x< 多 + 也 rz< 福 .此 外 ,对 于 大 的 Im р 与 0<Re рса, Н ра йт, Й 


М р(1- 1) -2R 或 -7V2R. 从 所 有 这 些 可 推 得 : 若 р» оо, Ве р<а,М F(p) 一 0. 就 是 说 ， 
F(p) 满 足 分 数 指数 法 则 的 条 件 .我 们 有 


о Зіл. 
А Зл; 4' 
1 оа = 1 ир 39; _ ето 


75 75 2 
形式 地 变 到 像 原 函 数 , 且 只 留 下 所 有 的 使 < 了: 不 是 整数 的 各 项 , 即 具有 偶数 =2 的 各 项 ,得 出 


ој 


р?. 


1 1 
77 ЭБЕ ЕЕ 


在 下 一 章 中 将 证 明 
1 _1°.3:5…(2n -1)(=1)" 
TV 
г(=а) у 
(参看 第 89 目 公 式 (19)). 注 意 到 这 个 ,并 以 形式 1.3.$…(272 一 1)2"n! 替代 (2n)!, 就 有 


1 ys 1 1 3; 
77” ==> (22) 7° 
或 


x* ”这 也 可 以 从 束 函数 Fr 在 点 z=0, -1, -2,… 具 有 零点 而 推 得 (参看 第 七 章 第 89 Н). 
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-Ур 
万 cosV р + i sinV Pe co Fi + 1 Ето. 
由 此 得 出 
11-1 1 Та т 
72905 917 5 cosV р, 791 217 726 sinV р. (20) 


(7) 冲击 函数 “如果 函数 Е(р) = 方 已 经 是 奇异 的 像 , 则 函数 F(p)=1,p, 


р? ，… ,即使 它们 当 p 一 吕 时 不 趋 于 0, 也 可 以 仅 在 完全 有 条 件 意义 下 认为 是 像 .这 些 
有 条 件 的 像 以 及 与 之 对 应 的 像 原 晴 数 一 一 所 谓 脉冲 函数 一 一 是 由 狄 拉 元 引入 的 ,而 
且 在 必须 与 瞬息 震动 的 特征 的 量 有 关 的 许多 实用 问题 中 ,显得 很 有 用 . 

考虑 为数 8 (№): 


0， 当 :<0,1>h,， 
о щ0<:<А. 
它 的 图 像 表 示 在 图 183 中 .这 函数 代表 一 个 只 作用 在 线段 (0,h) 上 的 量 , 在 这 线段 上 
它 具有 常数 值 二 , 它 的 作用 的 总 效应 等 于 
А А 1 
|. $, (в) dt = = . 
现在 假定 h 一 0. 显然, 函数 族 8 (: ) 这 时 是 发 散 的 ， 
但 是 我 们 将 引入 一 个 约定 的 函数 6(z), 它 将 被 认为 是 这 
族 函数 的 极限 一 区- — 
д(+) = тб, (2), 
并 且 把 它 叫 做 0 阶 的 脉冲 函数 ,或 简称 为 6 函数 .脉冲 图 183 
函数 8(z) 除 了 在 点 t=0 处 等 于 co 之 外 ,处 处 都 等 于 0. 我 们 假设 关系 式 


|. (2) =1 


依然 成 立 , 它 是 对 于 函数 6,(z) 的 同一 关系 式 的 极限 . 

因此 ,6 函数 是 代表 一 种 完全 确定 的 极限 过 程 的 简明 的 约定 记号 .这 种 极限 过 程 
常常 在 物理 学 中 被 考虑 的 :无 穷 大 的 量 作用 在 无 穷 小 的 间隔 上 ,其 作用 的 总 和 效应 等 
于 1. 这 种 函数 的 引入 有 力 地 简化 了 与 这 种 极限 过 程 有 关 的 计算 :替代 “在 取 极 限 前 
先 完成 计算 ,再 在 最 后 的 结果 中 取 极 限 " 这 样 的 计算 过 程 , 改 为 “在 计算 前 立刻 先 取 极 
限 ”. 在 大 多 数 的 物理 问题 里 ,这 种 安排 的 合法 性 是 完全 可 以 被 证 明 的 . 


我 们 约定 认为 :6 函数 的 像 是 作为 函数 6,(+) = (Се) - те 一 六) 的 像 的 极限 
得 出 的 ,而 д, (z) 的 像 按 滞后 定理 等 于 
д, (it) 二 


д.00 


7,09 


1-е *^ 
ph 
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取 А0 时 的 极限 ,和 导出 (约定 地 ) 


一 м 
9(1)= :im 一 项 = |. (21) 


关系 式 (21) 还 可 用 下 面 的 论断 来 “加 以 证 实 .在 图 183 Н, 2 лу 0, (1) 的 
积分 


т (Е) = | (Е) dit 
的 图 像 . 从 这 图 像 看 出 : 当 А0 Ни, (2) РЕ ЗРК (1), НИЗА” 
| (р) = (2). 


于 是 便 有 8(z) = (1), 且 由 于 = , 故 按 像 原 函数 的 微分 定理 ,我 们 重新 得 到 


8(1)= р"; -1 (参加 到 这 定理 中 的 像 原 函数 在 ;= 0 的 值 ,我 们 认为 在 那 “ 底 ”上 


等 于 0, 它 是 作为 由 值 六 (0) =0 在 h->0 时 的 极限 值得 到 的 .所 指出 的 定理 的 形式 上 
应 用 ,在 定理 中 应 当 令 9(0) = lim (1) =1, 这 导出 了 不 正确 的 结果 .不 应 该 对 此 感 
到 惊奇 ,因为 我 们 是 在 它 的 条 件 被 破坏 的 情况 下 应 用 定理 的 ). 

其 次 ,对 于 满足 第 79 目的 条 件 1) 的 任 一 函数 p(t), 按 中 值 定理 得 


| е0), (0а = | p(t) dt= ф(2"), 
其 中 0<z* <h. 取 hh 一 0 时 的 极限 , 按 定义 认为 
| g(a d= ф00) (22) 
(如 若 pg(z) 在 1=0 处 不 连续 , 则 gp(0) 表 示 它 的 右 极 限 值 ) .与 此 对 应 ,重新 得 到 
900) |. S(t)e "аг = 1. 


算 子 法 的 基本 法 则 可 推广 到 6 函数 ,例如 ,滞后 定理 给 出 
6(t—t)=e 六 


[这 同 按照 (22) 得 出 的 | елей = е" 相符 合 ) ,乘积 定理 给 出 


LFCp)= || Fr)8( -rdr= Fi 


(这 也 是 正确 的 ). 
类 似 地 ,我 们 可 引入 高 阶 的 脉冲 函数 .例如 ,考虑 函数 


90900) = 1700) 2th)+ n(t —2h)] 


(图 184). 它 当 h 一 0 时 的 “极限 ”是 
6, (#) = іда? (ғ), 


.420 · 第 六 章 ” 算 子 法 及 其 应 用 [83] 


我 们 将 称 它 做 一 阶 脉冲 函数 .我 们 设 它 的 像 是 像 


(1) .1—2e М -+е 2 
д, (1)= рр о 
的 极限 , 亦 即 ， 
4. 1-2е М +е *№ 
(риа =Р. (23) 

函数 0 (1) ВВ ЗА 

(1) — ха) 

7, (2) | 4 |, 82 (1) а 


的 图 像 在 图 184 中 用 虚线 表 出 .从 图 中 可 看 出 : 当 А 
0 时 ?如 (z) 趋 于 单 势 函数 mn(z). 我 们 按 定义 设 


|| dt || 5, (в)аг=1(#), 0,02) = (0), 


1.0 


Я 184 


因而 得 到 9 (+= р = р.з) НИТЕ. 
完全 同样 地 ,我们 可 视 宕 六 нчро ‚ИН 
5, (2) р", 8,(0=4 (0). (24) 


脉冲 函数 的 应 用 的 例子 将 于 后 面 举 出 . 

(8) 广义 函数 ”在 我 们 的 时 代 脉 冲 函 数 在 所 谓 的 广义 函数 论 中 获得 了 严格 的 理 
论 根据 ,这 理论 的 发 端 应 归功 于 索 波 列 夫 和 法 国 数学 家 施 瓦 获 (L. Schwarz) 的 工作 ， 
НЕ 一 理论 的 某 些 基本 原理 ,特别 地 引进 上 面 第 (7) 部 分 中 的 近似 讨论 的 
严格 版 本 .详细 的 叙述 可 以 看 ,譬如 , 互 .MX. Гельфанд Я Г. Е. Шилов 的 书 [14] 和 П. 
Швард 的 书 [15]. 

理论 的 主要 思想 是 从 函数 过 渡 到 给 出 在 某 个 函数 空间 中 的 泛 函 ,这 些 函 数 称 为 
基本 函数 .最 常用 的 空间 是 由 在 整个 轴 上 无 穷 可 微 , 且 其 中 每 一 个 在 某 一 有 限 线 段 
(依赖 于 函数 ) 外 面 转变 为 0 的 ,全 体 实 变量 上 的 复 函 数 p(z) 组 成 .这 空间 的 函数 序 
Я] p, 称 为 收敛 于 0 (mw, 一 0) ,如 果 所 有 с, 在 一 个 线段 外 面 都 转变 为 0, 而 在 这 线段 上 
ф,(1)—0 与 所 有 各 阶 导 数 一 起 是 一 致 的 . 这 个 基本 函数 的 空间 我 们 将 用 字母 x 
表示 . 

集合 У Е КЕРРИ f 称 为 9 类 的 广义 函数 , 亦 即 一 个 映射 ,对 于 每 一 个 
ЖЖ фе x 这 映射 用 一 个 复数 (f, gp) 来 比拟 它 , 并 且 满 足 

1) 线性 性 质 对 任何 复数 Q1，Q2 和 任何 函数 Фі › Ф2 Є 5, (7, афу + а: Ф) 一 
ai(f,91) + as(f, Ф). 

2) 连续 性 质 ”对 于 任何 序列 ф, © w%, 在 上 面 所 采用 的 定义 的 涵义 下 它 收 敛 于 0. 
复数 序列 (f, 9, ) 一 0. 

特别 ,任何 一 个 定义 在 整个 上 轴 上 的 普通 函数 FI) , 且 在 每 一 个 有 限 区 间 上 可 
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只 ,按照 规则 
(1,9)= | Хоф (25) 
定义 一 个 广义 函数 /. (如果 沿 整 个 直线 取 积分 ,或 者 同样 沿 一 个 线段 取 积 分 ,而 在 这 
线段 外 面 p= 0, 不 再 写 出 积分 限 ). 可 以 证 明 ,对 于 两 个 这 样 的 普通 晴 数 /(1) 和 
gti), 泛 图 (25) 重 合 , 即 对 一 切 ое УЖ (/,ф)=(в,Ф), НА (1) А Ac) 只 是 
非 本 质 的 (例如 只 在 个 别 一些 点 上 的 值 不 同 ). 因此 我 们 可 以 认为 , 泛 函 了 表示 函数 
/(z), 即 把 普通 函数 看 作 广 义 的 .6 函数 也 是 广义 函数 ,这 个 函数 严格 定义 为 一 个 泛 
函 , 它 把 每 一 个 函数 gE€.y 比 拟 为 它 在 点 :=0 的 值 : 
(8,ф) =.р(0) (26) 
(比较 公式 (22)). 
广义 函数 不 是 函数 ,而 是 泛 函 ,因此 它 在 一 点 上 的 值 没 有 意义 ,但 是 人 们 说 广义 
函数 在 点 的 邻 域内 等 于 0, 如 果 对 于 仅 在 这 邻 域 范围 内 不 同 于 0 的 一 切 基 本 函数 
9p,(f,p) =0. 这 样 的 点 to 的 全 体 称 为 广义 函数 /的 载体 ,在 加 的 任何 邻 域内 /都 不 
等 于 0. 特 别 , 对 于 普通 函数 f(1) ,载体 与 f(z) 关 0 的 点 上 的 集合 的 闭 集 重合 .显然 ,6 
函数 在 任何 点 20 的 邻 域内 等 于 0, 所 以 它 的 载体 是 点 :=0. 
广义 函数 的 加 法 自然 定义 为 :对 一 切 фЕм, (7+ в, ф) = (У, ф) + (в, ф) А88 
把 它们 相 乘 在 一 般 情况 下 是 不 能 的 ,只 可 以 定义 广义 函数 乘 以 无 穷 可 微 函 数 的 积 .这 
可 以 借助 下 面 的 方法 做 :对 于 普通 函数 /(1 ) 和 无 穷 可 微 函 数 a(1) 我 们 有 


(а/,ф) = | а) (а = Саф) 


(我 们 可 以 把 因子 а 搭 在 基本 函数 上 ,因为 由 于 a(z) 的 无 穷 可 微 性 арЄ У), ЕН х 
个 性 质 在 一 般 情 况 下 可 取 作 定义 : 泛 函 af КУГ ХИ В; ТИХ а (+) 
的 积 , 它 按 规则 
(af,9)=(f,ag) (27) 

作用 于 函数 PE м. 

广义 函数 的 优越 性 在 它们 微分 时 特别 明显 地 表现 出 来 .这 样 一 来 ,没有 必要 对 导 
数 存在 作 预 先 声 明 一 一 任何 广义 函数 是 无 穷 可 微 的 . 

这 个 有 益 的 性 质 直 接 从 导数 的 定义 推出 ,在 定义 中 使 用 同一 个 搭 在 基本 函数 上 
的 方法 .也 就 是 ,对 于 普通 连续 可 微 肾 数 f(z ) 我 们 有 


(fp)= | fod= Кое" = | Кош = (в) 


( 非 积分 项 消失 ,因为 pg(z) 在 有 限 区 间 外 面 等 于 0). 在 一 般 情况 把 这 个 取 作 定义 :在 
空间 у Б2р 广 称 做 广义 函数 了 的 导数 ,这 沁 函 按 规则 
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(7 ,ф) = -(У,ф )" (28) 
作用 于 基本 函数 о. 
例 1 对 于 单 势 函数 7(z) ,导数 
(ТФ =- (в) =- | $) =9(0), 
因为 pg(%)=0, 所 以 Y=8 (5419 页 上 所 述 比较 ) 
例 2 设 普通 函数 /(z) 除 点 :=0 以 外 处 处 连续 可 微 ,而 在 这 一 点 上 它 有 路 度 为 A= /( +0) - 
f( 0) 的 第 一 类 间断 点 .在 广义 函数 论 意义 下 它 的 导数 


р) [овоа | Кора 


0 


№. -№| + МКОС О 


= | f (1) ро) аг + hp(0) 

由 此 可 见 , 矿 = Ла (1) + h8, 其 中 左边 是 广义 函数 意义 下 的 导数 ,而 右边 Г (7) 是 经 典 导数 (在 
: 隆 0 下 处 处 有 定义 的 ) 和 3 函数 乘 以 /(z) 的 路 度 .这 个 例子 是 前 面 Fe (2) =0 和 上 = 1 情形 的 
拓 广 . 

例 3 8 函数 的 导数 (3 ,9p)= - (8,5) = -9 (0) ЗЕН л ИВО” р) = (19 (0). 
显然 ,8" = ре 7 (与 公式 (24) 比 较 ) 

进一步 ,广义 函数 序列 万 称 为 收敛 于 广义 图 数 ,如 采 对 于 任何 冰 数 фе 

lim(f,,9)=(f,9) (29) 


(这 里 指 的 是 复数 序列 的 极限 ). 广义 函数 组 成 的 级 数 > 广 称 为 收敛 的 ,如 果 它 的 部 


分 和 s, = >) 的 序列 在 前 面 定义 的 意义 下 收 全 


例 1 普通 函数 序列 3,(z),3,(t) 在 区 间 (0, 二 ) 上 等 于 和 区 间 外 面 等 于 0, 在 经 典 意义 下 
是 发 散 的 ,但 是 根据 中 值 定理 


(8, р) п |" р) = ф(е,), 


Дф е,Є(1,) ,从 而 lim(8, ,9)= gp(0). 由 此 可 见 ,在 广义 函数 意义 下 lim$6, (z) 存 在 ,并 且 等 于 
8 函数 (参看 418 М). 

例 2 图 形 画 在 图 184 上 的 普遍 函数 序列 的 极限 在 广义 函数 意义 下 存在 ,并 且 等 于 》 

非常 好 的 是 ,在 广义 函数 论 里 对 任何 收敛 序列 或 级 数 可 以 逐 项 求 微分 .这 一 性 质 
立刻 从 定义 得 出 :如 果 Г, > у, ИРЕН Є 0, (7,,ф) = - (У, Ф)ЩЖЕ 
-fp )=(F,p), 而 这 意味 着 太一 三. 由 此 可 见 , 在 广义 函数 论 里 可 以 解除 与 序 
列 和 级 数 的 微分 法 有 关系 的 所 有 经 典 的 警戒 心 . 


ж 基本 函数 的 导数 也 是 基本 函数 . 
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我 们 进一步 的 目的 一 一 定义 广义 上 男 数 的 拉 普 拉 斯 变换 . 对 于 普通 图 数 /(z), 拉 

普 拉 斯 积分 

F(p)= | Кое "= (е) 
РНЕ РА Г ТЕ е" ЕКИН. НЯ ЈЕ РАЛ р су, Л Ч 
扩大 这 一 类 ,把 它 的 函数 在 有 限 区 间 外 面 等 于 0 的 条 件 用 较 少 限制 的 条 件 来 代替 .由 
于 在 拉 普 拉 斯 变换 理论 里 考虑 带 有 载体 在 半 轴 :之 0 上 的 函数 ,所 以 在 г - co 时 基 
本 六 数 的 行动 上 我 们 没有 再 加 上 任何 限制 .但 是 我 们 要 求 ,在 1 一 + oo 时 它们 与 自己 
的 导数 一 起 趋 于 0 НЕВЕ. 

换 句 话说 ,我 们 引入 新 的 一 类 基本 函数 好 ,这 一 类 由 所 有 在 上 轴 上 无 穷 可 微 的 也 
数 g(z) 组 成 , 且 对 其 中 每 一 个 函数 在 任何 整数 ! ‚ т 220 下 有 lim wp” (1) =0. 函数 
Ф. EE% 的 序列 将 被 称 做 收敛 于 0, 如 果 对 于 任何 整数 1, т 0, Е 2 一 co 时 序列 
Но” (1) 在 任何 线段 (a ,co) 上 一 致 收敛 于 0. 

在 空间 和 上 线性 的 和 连续 的 谤 函 ( 亦 即 具 有 420 页 上 的 性 质 1) 和 2), 在 新 的 收 
敛 定义 ww, 一 0 Г). ИЖ И" 类 的 广义 函数 .由 于 УМЫ, ЖЖ %* С 
хх ,但 是 反之 不 正确 ,不 是 类 у" 的 所 有 广义 函数 在 和 中 的 基本 图 数 上 得 以 继续 , 因 
此 也 就 不 属于 %”. 

现在 可 以 表述 一 些 主要 和 定义. 我们 将 把 带 有 载体 在 半 轴 :之 0 上 的 广义 函数 FE 
3“ 称 做 广义 像 原 函数 ,如 果 存 在 实数 so 这 样 , 使 得 在 一 切 > so 时 广义 图 数 e ”FE 
ДАЕ p= ;s+ io 的 函数 

F(p)=(f,e ”), (30) 
称 做 这 像 原 函数 的 像 , 它 定义 在 半 平 面 Re p> ss, 上 ,并 且 以 下 列 方式 来 理解 .对 于 
Кер=; > у ЕН р ,选取 一 个 数 я, ук <, ЩЕ 
(Кем) = (ере), (30°) 
由 于 |e “7 | е ЖЕ р + оо АСТ О, Ц е Є ,而 按 条 件 
е РЄ" НЕО”) АВР Е ХВ Е ЛМК АННО. 

例 1 在 第 79 目的 意义 下 的 任何 像 原 函数 f(z) 就 是 广义 像 原 函 数 ,因为 在 >s 时 e 2F(z) 

是 可 积 函 数 ,而 对 于 它们 ,正如 我 们 在 420 页 上 约定 好 的 ， 
(ее) = | ре”, 


亦 即 ,与 拉 普 拉 斯 积分 重合 . 
例 2 任何 带 有 有 有 界 载体 的 类 必 的 广义 函数 属于 类 乡 ,因为 在 无 穷 远 处 基本 函数 的 性 状 在 
这 里 是 非 本 质 的 .因此 对 于 所 有 被 考虑 的 广义 函数 , 拉 普 拉 斯 变换 是 确定 的 .特别 ， 


(бе ")=е\ 


=1, (бе ”)= (8, де") = р, 


= 0 


一 般 说 来 (8”,e “)= p”" (与 公式 (24) 相 比较 ). 
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广义 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 具有 许多 经 典 变 换 的 性 质 .我 们 把 其 中 某 些 列举 出 来 . 
广义 像 原 函 数 f 的 像 F(p) 是 半 平 面 Re p> so 中 的 解析 函数 ,并 且 性 质 
(= 1)" Е (р) 
仍然 是 成 立 的 . 像 原 函 数 的 求 微分 的 性 质 亚 马上 可 从 广义 函数 的 导数 定义 推出 
(Хе ")=р(Х,е ^). 
我 们 注意 ,特别 ,如 果 f 是 普通 的 在 :1 >0 时 连续 的 函数 ,那么 这 公式 导出 第 80 目的 
公式 (6) ,事实 上 ,按照 422 页 上 例 2, 广 = g(t)+f(0)5, 其 中 f(0) 是 1 一 0 时 f(z) 
的 右 极 限 值 ( 左 极 限 值 等 于 0) ,并 且 因此 
(Бе) = (Газе) – 1 (0) (б,е")=р(р,е”)- (0). 
性 质证 〈 滞 后 定理 ) 在 一 般 情 况 下 不 保持 ,因为 图 数 f(: - rz) 没有 意义 .但 是 ,譬如 ， 
对 于 6 函数 它 成 立 并 且 有 形状 
6.=e “ (т20), 
其 中 6; 是 带 有 载体 在 点 < 的 犹 拉 克也 数 (在 (7) 部 分 中 的 表示 ,56, =0(1-т)). 

在 结束 时 我 们 引入 下 列 施 瓦 交 定理: 

为 了 使 得 半 平 面 Re p > so 中 解析 的 函数 下 (pp ) 是 某 个 带 有 和 载体 在 半 轴 z 之 0 上 
的 广义 函数 了 的 拉 普 拉 斯 变换 ,充分 必要 条 件 是 | 下 (p)| 在 这 半 平 面 上 不 超过 | p|” 
ВЖЕ. 

条 件 的 充分 性 证 明 很 简单 :可 以 认为 5, >0, 并 且 在 半 平 面 Re p 宇 so 中 函数 


下 = G(p) 对 于 经 典 像 原 函 数 g(1) 的 像 满足 充分 条 件 (第 79 目 定理 4) .但 是 此 


时 F(zp) 将 是 广义 函数 意义 上 g(z) 的 (n+2) 阶 导数 的 像 ,这 导数 总 是 存在 的 .我 们 
不 讲 必要 性 的 证 明 . 为 了 方便 读者 我 们 对 所 有 已 得 到 的 算 子 关系 式 进行 了 汇编 ,同时 
也 把 用 类 似 方法 获得 的 某 些 关系 式 编 了 进来 . 算 子 关系 式 的 较 大 的 汇集 读者 可 以 在 
В.А. Диткин Ж А. П. Прудников 的 手册 [11 |] 中 找到 . 

像 原 函数 及 其 像 函 数 的 一 览 表 * 


Г(а+1) 
т 
1 
р+А 


Г(а+1) 
(р+А)“" 


* 在 编号 下 面 的 括号 内 指出 本 书 中 的 目 号 和 公式 号 ;TT 函数 (第 74,89 目 );erf 和 Er 一 一 误差 概率 函数 (第 
70 目 );si,Si,Ct 和 Ei 积分 函数 (第 70,76 目 );S 和 C 一 一 菲 涅 耳 积 分 (第 83 目 );J, ,1,，,Y,,H( „Бег, bei 
柱 函 数 (第 96 Н). 


[83] 


$1 基本 概念 与 方法 


公式 写 \ 目 像 
4 ww 
(80.3) + 
у bs 
(80.4) р +ow 
0 Im(p+ о)". 
и | ПАРТ iw) 
(80.12) Е УП owt п: (р +)" "| 
7 Ве(р + іо)". 
п 1 
(80.12) і 9% а рва)" 
8 о xsin(awt + а) соб а + (р+А)зт а 
(80.22) "теа (р+А) + о? 
9 -00s( wt + а) (p+A)cos а — зп а 
(80.22) б обета (p+A) + а? 
10 0) 
(80.4) р — а 
11 
Ё 7 
(80.4) p -ow 
12 —_ 
ш 2 4 
(80.15) р-6 
13 | 
(83.5°) м р+а 
2 
14 ДЕЯ 
р 
2 
15 тез Ен(2.) 
16 е7? 
(81.10) Ур 
1 _а 
17 —е Р 
Ур. 
1 < 
18 —е р 
VD 
19 1 в. 
—=е ‘епу р 
(83.20) Vp 
20 1 4% 
——е COSY р 
(83.20) Ур 
5 Гра -р 
Э + а? 
22 м р + о? + р 
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23 


24 


25 


26 


27 


28 
(82.7) 


29 


30 
(83.10) 


31 


32 


33 
(82.3) 


24 


35 
(99.19) 


36 


37 


38 


39 


40 


41 
(83.8) 
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二 In(1 +12) 


二 In(1 一 万) 


J,(t)(n> -1) 


Ј, (0) 


е “lo(B) 
А"е “І, (At)(n>—1) 
г"). (2) (n> -3 
12 ], (2/1)(п>-1) 


1 
тн (24 1) 


Љљ(ам2 = 2) әб- т) 
Ј. (амі - т?) 
Уз (Е) 


n(t— rz) 


НИ»? ( 1) 
V2ber wt 


V2bei wt 


erf(V az ) 


续 表 
像 


+e ?Ei(+p) 


эт РС p— соѕ ры р 


уе Ену р 


СРр+95Ёр 
Е рЕК-р) 


(У р +1- р)" 
Vp +1 


1 (2 р)" 


па" 


1 
мМ (pta) - В 


(р+А- м р’ +2)" 
Ур +28 


("трет 
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续 表 
公式 号 . 目 号 像 
42 1 万 
Br 人 ( -9 | Е, 
(81.13) 42/7 ГИ 
43 1 
(83.6) е Еч) + р 
44 ] 
– ЕО 
(83.7) у ЕНК) 和 万 
4 те Мае Гав) У Р+а 
(83.9) Vat р 
46 агсс р 
(80.16) р 
47 т 
(83.14) Р ур +1 
49 УМ +1 р 
(83.12) 2р у р +1 
49 ТМ мр +1+р 
(83.11) sp Ур+1 
50 1 
一 In(1+ 
(83.15) р СТЕР) 
$2 应 用 


在 此 ,我 们 将 讨论 算 子 法 应 用 于 解 与 线性 微分 方程 有 关 的 问题 上 的 应 用 . 算 子 法 


在 特殊 函数 上 的 某 些 应 用 ,我 们 将 于 下 一 章 讨论 . 
84. 常 微分 方程 与 方程 组 ” 算 子 法 可 特别 简单 地 应 用 于 解决 具有 常 系数 的 线性 


微分 方程 或 这 种 方程 组 . 设 给 定 微 分 方程 


Ба] = т Наб ту. "На, - ,学 +а,х = f(t), (1) 
与 始 值 条 件 
х(0)=хь,х’ (0)= zr, x" (0)= 2,1. (2) 


我 们 设 ao 关 0 НАЖ f(z) 以 及 解 (г), ЖЕ Я] п АЛЕНЕ ,都 是 像 原 函数 ， 


Не Х(р)= (1), Е(р) f(2). 
按 微 分 法 则 与 线性 性 质 , 蔡 代 具有 始 值 条 件 (2) 的 微分 方程 (1) ,得 算 子 方程 
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(aop” +а р"! + + +а, )Х(р) 
= Е(р) + хо (ар +а р" ++a,-1) 


н-2 1 一 3 
+ ху (аор" “ча, р” 十 十 Cr2) 十 十 1Q0， 


或 
А(р)Х(р)=Е(р)+В(р), (3) 
其 中 A(p) 与 B(p) 是 已 知 的 多 项 式 . 解 这 方程 ,得 算 子 解 
х(р)= РОБЕ). (4) 


假若 方程 (1) 在 给 定 的 始 值 条 件 (2) 之 下 ,允许 有 满足 加 在 像 原 函 数 上 的 条 件 的 解 
х(:) (可 以 证 明 : 在 采用 的 条 件 下 ,这 种 解 总 存在 ) , 则 这 解 是 X(z) 的 像 原 函数 . 
我 们 来 举 几 个 用 这 种 方法 解 方程 的 例子 . 
例 1 方程 x”+a x= bsin at 在 一 般 的 始 值 条 件 下 . 算 子 方程 是 


(р жа?) Ха аьр+ а, 


它 的 解 是 ” 


—_ ар р 21 
Х(р) = +а?) ъд (5) 
在 表 上 有 第 二 项 与 第 三 项 的 像 原 函数 .第 一 项 的 像 原 函 数 我 们 按照 表 中 公式 6 和 像 原 函 数 的 积分 


定理 来 求 出 


аба га tsin atdt = 0; (sin at — аісоѕ at). 
(p*+a’) 2 Јо 2а 


同样 可 以 利用 展开 式 定理 ,最 后 得 


200) = (а +2) аЁ + [ль 2% ) сов ut. (6) 
#2 方程 x” +35 +3z +x=1 在 全 为 零 的 始 值 条 件 下 . 算 子 方程 是 
зу 1 
(p+1) X= 5, 
它 的 解 是 
一 1 11 1 — 1 
Х(р) р(р+1) р р+1 (р+1) (p+1) 
按 表 上 的 公式 1 和 11 求 出 像 原 函数 
z(t)=1-e ie -eT (7) 
例 3 方程 x*”+ z=1 在 全 为 零 的 始 值 条 件 下 . 算 子 解 
—_ 1 
ХР) И 


按 第 二 展开 定理 找 出 像 原 函 数 


对 应 于 始 值 条 件 有 lim PX = хо (参看 第 83 目的 极限 关系 式 (1)). 在 其 他 的 例子 中 ,也 可 作 类 似 的 检 
№. 
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60219) | ， 2 LY3 


(= ‘+2Re “上 [3 =1- е – е2 0% 7 (8) 
例 4 По +2 必 +x=sint 在 全 为 零 的 始 值 条件 下 . 算 子 解 : 
х0) = тту 
我 们 求 出 像 原 函 数 , 它 是 图 数 Хр р= i 的 留 数 . 
_ {| 3 
7(t)= Re 4, | Gy | =-5 (3 1 )ѕіп t 8 tcos Г. (9) 


5 方程 x +w x=alwn(t) 一 w(t 一 0)] 在 全 为 零 的 始 值 条 件 下 .根据 滞后 定理 求 得 算 子 方 
程 , 它 的 解 是 
а(1-е ^) 


р(р + о?) 
按 第 二 展开 和 定理 


一 一- а ов wt = 26? 9, " 
pp tw) а аб 5 
按 滞后 定理 


Х(р) = 


Б 1 
500152) нс жни гу 24а В 0-Б). х(0 
最 后 得 出 
00) 240 98 (о) т 0). (0—6) ] = 
(10) А 185 
解 的 图 像 画 在 图 185 Е. 


例 6 质点 mm 作 直 线 的 振动 ,并 且 我 们 略 去 介质 的 阻力 ,而 回复 力 www х 与 位 移 成 比例 .在 时 
Ж], = ёт (k=0,1,2,…) 时 ,这 质点 受到 大 小 为 a 的 脉冲 .假若 运动 开始 时 的 偏差 与 开始 时 的 
速度 都 为 0, 求 质点 的 运动 方程 . 

运动 方程 的 形式 是 

mr + тах = а У S(t = Ёт), 
фо ОГНЯ 


Хр) = аттат гару >, 7 ктр и + о = 


满足 第 二 展开 和 定理 的 条 件 . 依 照 这 定理 , 像 原 函 数 可 表 为 函数 XCp)e 近 在 它 所 有 的 极点 po =0, p= 


обр 209 (k=1,2,…) 处 的 留 数 的 总 和 .如 若 r 不 是 ri = 刀 的 整 倍数 ,那么 我 们 就 假定 
所 有 的 极点 都 是 简单 的 ,于 是 , 求 出 留 数 ,最 后 我 们 就 得 出 
z(t) = os w(t+5)- DD) rs k Tot . (11) 
п = k=1 T 1 
2 


特别 我 们 注意 第 81 目 中 的 杜 阿 梅 尔 积分 的 作用 .假设 需要 解 具 有 常 系数 的 线性 
微分 方程 
Ш ж]= #02) (12) 
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在 零 始 值 条 件 下 . 如 果 已 经 知道 方程 
1[=х]=1, (13) 
即 左边 与 (12) 左 边 相 同和 右边 为 1 的 方程 ,同样 在 零 始 值 条 件 下 的 解 z() ,那么 杜 
阿 梅 尔 积分 能 够 在 没有 任何 计算 下 写 出 方程 (12) 的 解 . 
事实 上 ,对 应 于 方程 (12) 和 (13) 的 算 子 方程 有 形状 分 别 为 


A(p)X(p)=F(p), АСР)Х (р) ==, 
其 中 F(p) 为 Fi) 的 像 ,由 此 X(p)=pX1(p)F(p). 所 以 ,根据 杜 阿 梅 尔 公 式 


x(t)= | Fr)z (= т)ат (14) 
(我 们 考虑 到 ,按照 始 值 条 件 z;(0) =0) ,或 者 
201) = х0) 00) + | z(t) f(t- rar. (15) 


Я 方程 xz” а= њег , 零 始 值 条 件 . 我 们 先 在 同样 条 件 下 解 方程 2" – a?x=1， 
XI -全 | sh аа = (ch at 一 1) 


(利用 表 上 公式 10 和 像 原 函数 积分 定理 ). 按 照 公 式 (14) 我 们 求 出 所 要 找 的 解 
(в = | er sh a(t—r)dr, 


在 经 过 简单 变换 之 后 ,用 函数 erf 表达 出 来 : 
Ьул «2 


ж(Е)= 42 е 4 


(о) - ее (1-9) -2е4( 2.) а |. (16) 


完全 类 似 地 ,可 以 应 用 算 子 法 解 具 有 常 系数 的 线性 微分 方程 组 .例如 , 设 求解 n 
个 二 阶 微分 方程 的 组 


L, = >) а Ьа салу) = 00) (y=1,2,…,n) (17) 
其 给 定 的 始 值 条 件 是 
20) =а, 220-8. (18) 


如 果 设 zx,(z) 与 f(z) 为 像 原 函 数 , 且 用 Х,(р) 5 F,(p) 来 表示 它们 的 像 , 则 具有 始 
值 条 件 (18) 的 方程 组 (17) 可 用 算 子 方程 组 来 代替 . 


>) (аар + bap + с) Х, (р) =Е,(р) + > [(аар + Б, )аь + ав, |]. (19) 


当 作 代数 的 线性 方程 组 那样 将 它们 解 出 , 便 可 求 得 X,(p), 然 后 求 出 它们 的 像 
原 函 数 立 (z:) .我 们 来 举 出 一 些 例子 . 
例 1 解 方程 组 
(21’—х’+9х)- (у +у +3y)=0, 
(2z +x +75) -(у-у +55) =0, 


[84] $2 № 用 


使 其 满足 始 值 条 件 .7(0)=.x (0) = 1, у(0) = у (0)=0. 转 变 为 算 子 组 
(2p*— р+9)Х- (р +р+3)У=2р+1, 
(2р + р+7)Х-(р’-р+5)У=2р+3, 


而 且 , 为 了 简化 起 见 , 取 这 两 个 方程 的 和 与 差 


уго 0+1 
2х Ү=2 7—4 


由 此 得 出 


过 渡 到 像 原 函 数 ,最 后 求 得 


= (е +20 20 + п 21), 


у= (24 — 2соѕ 21 一 sin 21). 
例 2 方程 组 


д —х+у+==0, х+у -у+==0, х+у+х-==0. 
始 值 条 件 (0) = 1, (0) = (0) = 2 (0) = у (0) = х (0)=0. 算 子 方程 组 为 
(2-10) Х+Ү+2=р, X+(p -1)Y+Z=0, Х+Ү+(р -1)2Z=0. 


Я, ,容易 得 出 它 的 解 为 
Хх = 


р 
(р +1)(р’-2)? 
5 ЛЕЕВ, КАЖ 


Y=2Z= 


= 2 (#2) + ос і, у= == – 10/2) + оов і. 


例 3 方程 组 


ГА 
Хот ахо, 


х. + ах = ахь -1 (k=1,2,.…,n). 


给 定 的 始 值 条 件 为 zx.0(0)=1,zx1(0)=…= xz,(0)=0. 算 子 方程 组 的 形式 是 
(pta)Xo=1, (р+а)Х, – ах, =0, 


由 此 得 
Х, 
按 表 中 的 公式 3 求 得 像 原 函数 


а 
(р+а)""' 


a 


(0) (аге | 


ХУ 


_ р 
(р +1)(6 -2) 


(k=0,1,2,…,n). 
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(20) 


(21) 


(22) 


例 4 三 个 同样 的 点 质量 т 固定 在 一 条 弦 上 ,使 它们 之 间 的 距离 以 及 从 两 个 边 上 的 质点 到 弦 
的 固定 了 的 端点 的 距离 都 等 于 / .在 开始 的 瞬时 ,所 有 质点 位 于 平衡 状态 ,这 时 给 予 中 间 的 质点 一 


个 脉冲 vo. 求 这 系统 的 运动 方程 . 


这 系统 的 运动 的 微分 方程 借助 于 拉 格 朗 日 方程 求 最 简单 ,而 对 于 微小 的 自由 振动 , 拉 格 朗 日 
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方程 具有 形式 (参看 [8]): 
а /oT П _ 
dt (元 Зд 0° 

其 中 本 是 这 系统 的 动能 ,是 势能 ,gq, 是 广义 坐标 ,而 “…" 表 示 对 于 时 间 求 导数 . 


在 我 们 的 情形 ,如 果 用 zx1(z),zx2(t),x3(z) 来 分 别 表示 三 个 质点 与 平衡 状态 的 偏离 ,将 有 
Т=5(21+22 +25), П= (x +r tz tir лала), 
其 中 己 是 弦 的 张力 .因此 ,运动 方程 具有 形式 
2 十 人 (27zi - х5) =0, 
х ЖА(225 — 21 — х3) =0), 
23 十 (2z3 — х0) = 0, 
ЖЖ А = 二 .注意 到 始 值 条 件 XxX1(0)= 7x2(0)= 23 (0) =х,(0)=х,(0)=0,х, (0) = vo, 得 算 子 方 
程 组 
(2 +2А)Х, -АХ» =0, 
— АХ, + (р? +24) Х — АХ =, 
— АХ, + (р +24) Х, =0. 
解 这 方程 组 , 求 得 
_ +24 у А 
= Рут К сугур" 
应 用 第 二 展开 定理 ,得 出 


vo Sin wit Ssin wt _ sin wit 
(вп ан апо) (et 


22 wi WwW2 01 
其 中 о =V (2+/2)А, о = (2-У2)А. 

算 子 法 在 解 某 些 具 有 可 变 系数 的 线性 微分 方程 时 ,也 可 以 显得 有 用 . 设 (г) = 
Х(р) , 按 像 原 函数 与 像 的 微分 定理 ,我 们 有 

х=Х, м=-Х’,, іх Х", 6, 

х’= рх-х(0), іж - (РХ), гах (рХ)",--, 

х’= рХ - х(0)р- х (0), =-(р’Х)У+х(0), Ех=(рХу,... 
(24) 


2.00)= 23(0)= et), 023) 


等 等 . 过渡 到 像 ,有 时 可 以 使 我 们 能 简化 含有 类 似 形式 的 项 的 微分 方程 . 
я ”微分 方程 
tr +x +tr=0 (25) 
称 为 具 指标 为 0 的 圆柱 函数 的 方程 ( 见 第 95 目 ). 按 公式 (24) 我 们 求 得 算 子 方程 
(p*+1)X’+pX=0. 
这 是 一 个 具有 可 分 离 变量 的 方程 . 它 容 易 解 出 ,并 给 出 X= -一 和” ,其 中 C 为 任意 常数 .由 
1+ р? 


ТТ ша рх = C, 所 以 根据 第 83 目的 极限 关系 式 (1) 应 当 是 C= z(0). 为 了 确定 起 见 令 x(0)=1, 按 
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照 表 上 公式 28 我 们 求 得 ,在 这 初始 值 条 件 下 方程 (25) 的 解 是 贝 塞 尔 函 数 


ж=Ль (Е) = > т (2). (26) 


8S. 电 路 的 计算 ХТ, ЛЕННОН е. ААЛУ Г. 或 电容 C 的 电路 中 的 
电流 i(7) 与 元 件 端点 的 电压 u(z) ,分 别 由 下 列 关系 式 联系 着 : 
(1) = ВК. або) = ЕКО, а) = Ком + |， (1) 
其 中 wu 是 电容 器 的 板 上 的 初始 电荷 . 
如 果 引 入 2(1)5 u(1) 的 像 一 一 “ 算 子 电流 ”1(p) 与 “ 算 子 电压 ”U(p), 则 这 些 
关系 式 转 为 下 面 的 关系 式 
U= РІ, U=L(pl- i,), = 5+4). (2) 
其 中 п = i(0) 是 初始 电流 . 如果 设 i, = oo =0， 这 对 应 于 接 电 的 间 题 , 兰 代 方程 (2) 
将 有 


_ _ т 
U=RI, U=Lpl, О. 


最 后 的 这 些 关 系 式 可 合并 成 “欧姆 算 子 定律 ”的 形式 : 
(= QT， (3) 
其 中 Z 是 “ 算 子 电阻 ”( 它 也 称 做 阻抗 ) ,在 有 效 电 阻 、 自 感应 以 及 电容 的 情形 ,分别 
等 于 
Z,.=R, Z=Lp, 2.= 05. (4) 


再 要 注意 : 当 串 联 两 个 具有 阻抗 2 与 Z; 的 元 件 时 ,得 О, = 2, Г, 05 = 2,1,0 = 
Ui + U;( 这 些 记号 的 意义 是 很 明白 的 ) ,由 此 
0=(2,+2,)1=21, 


或 
Z=Z)+2,. (5) 
类 似 地 , АЭН, = =И, Г, 1 + 了,= 了 ,由 此 , 设 И = 21 ,我 们 便 求 得 
1 1 1 
ИИ: (6) 


因此 ,在 接 通 电 问题 中 ,电路 的 算 子 电阻 可 按 元 件 联结 的 通常 规则 来 计算 . 
如 果 初 始 电流 与 初始 电荷 异 于 0, 则 在 方程 43) 中 将 出 现 附加 的 项 .例如 ,在 电 
阻 \. 电 压 与 自 感应 串联 的 情形 (RLC 线路 ) 时 ,得 到 


U= (R+Lptt) -Liot = - Г + б, (7) 


* 点 t=0 是 微分 方程 (25) 的 奇 点 ,这 也 可 以 说 明 算 子 方程 不 含 初始 值 条 件 . 在 第 七 章 中 将 会 看 到 ,方程 
(25) 的 全 部 解 ,在 点 t=0 是 正则 的 ,并 且 与 解 (26) 成 比例 .这 方程 的 解 与 (26) 线 性 无 关 , 在 1=0 时 有 奇 点 . 
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其 中 Z=R+ Lp + 5 是 这 电路 的 算 子 电阻 
如 果 有 由 一 些 表 示 RLC 线路 的 元 件 所 组 成 的 电路 , 则 在 每 一 个 RLC 线路 上 
将 有 
Юиь (Е) +1, 20) + [аса + qxo | + 2 М Чьи = и, (1), (8) 


其 中 К, ,1,, Сью, і. (Е) ,w(t) 是 对 于 第 个 RLC 线路 的 普通 的 数值 ,而 Mi 是 
第 & 个 与 第 vy 个 线路 之 间 的 互感 系数 .从 (8) 过 渡 到 算 子 方程 ,得 


U, = Ў121, +56 Lin У) Мы. (9) 
у k ПЕ 
其 中 
Zu = В, + Lip+ у, Ze 一 Me (узв). . (10) 


把 对 于 组 成 闭 电 路 的 所 有 元 件 的 那些 关系 式 (9) 相 加 , 且 利 用 基 尔 霍 夫 的 第 二 定律 ， 
求 得 : 


> 2 Zob, = У + > Мыши 一 Ч + О, (11) 
Б у Ё 2 天 上 РС, 


其 中 的 和 式 是 对 于 组 成 这 个 闭 电 路 的 所 有 的 元 件 来 取 的 ,而 U 表示 作用 于 它 的 那些 
算 子 电动 势 的 和 .对 于 任 一 分 支点 , 基 尔 霍 夫 的 第 一 定律 给 出 
2 1,=0, (12) 

其 中 的 和 式 是 对 于 通 至 这 个 点 的 所 有 的 元 件 来 取 的 .方程 组 (11) 与 (12) 使 我 们 能 确 
定 在 这 电路 中 的 所 有 的 元 件 上 的 算 子 电流 . 

还 要 指出 杜 阿 梅 尔 积分 在 解 接 通电 问题 中 的 作用 .为 简单 起 见 ,考虑 一 个 线路 的 
接 通 电 问 题 ,分 别 接 通 电动 势 u(t ) 和 单位 电动 势 , 我 们 得 到 如 下 的 算 子 方程 : 

A 


了 三 AU， =. 


其 中 A = лохан н(е д”) 因此 1= pI1U, 并 且 按照 杜 阿 梅 尔 
公式 
(2) = | иги (tt dr=i(t)u(0)+ | i (ru (= х), (13) 


其 中 (1) 一 一 函数 (pp) 的 像 原 函数 一 一 在 把 线路 接 通 在 单位 电动 势 时 线路 中 的 
电流 (“暂时 导电 率 ”). 

由 此 可 见 , 知 道 了 线路 接 在 单位 电动 势 时 线路 中 的 电流 ,可 以 按照 杜 阿 梅 尔 公 于 
(13) 立 刻写 出 这 线路 接 在 任何 电动 势 w(t ) 上 时 的 电流 i(:) (比较 上 一 目的 公式 
(14) 和 (15)). 

第 83 目 中 的 极限 关系 式 (1) 和 (2) 使 我 们 能 够 指出 在 接 通 时 刻 (zt =0) 的 暂时 导 
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电 率 及 在 稳定 状态 (1 = co ) 的 电流 г (7) 与 算 子 导电 率 A(p) 在 p=% 和 p=0 时 的 
值 之 间 的 简单 关系 .这 就 是 ,由 等 式 А = Гр 和 根据 这 两 个 关系 得 出 
i1(0)= а р= A(™), 1699) = і р= А(0) (14) 
利用 关系 式 (14) 来 检查 计算 是 很 方便 的 . 
我 们 将 举 出 几 个 应 用 算 子 方法 于 电路 计算 的 例子 . 
例 1 接 常数 电动 势 U, 于 图 186 的 线路 上 一 一 自 感应 与 被 电阻 器 所 分 路 的 电容 是 串联 的 . 算 
子 电阻 按 公 式 (4) (5) 和 (6) 求 得 为 


Z=Lp+ 1 _LCORp +Lp+R 


] ЮСр +1 
CO 页 


算 子 电动 势 是 U= =" ,因此 按 公式 (3), 算 子 电流 是 


— Uo (RCp +1) 
p(LCRp: + Lpt+ В) 


瞬时 电流 可 按 第 二 展开 定理 来 求 得 .函数 1(p) 在 点 p=0 处 具有 一 阶 极点 ,并 且 


__1 11 
pi.2 = 7 RC + 4RiC ТС: 


如 果 L<4R?C, 则 其 根 是 共 二 复数 p12= о о, о рео 4 TC дро ,因而 过 程 
具有 振动 的 特征 . 按 第 82 目的 公式 (15) ,这 时 求 得 


Ка [1-е овог (2 - К ) их | |. (15) 
如 果 1, >4Ю?С, | о 将 是 纯 虚 数 .在 (15) 中 令 w= А, НР А 是 实数 ,因而 求 得 
о) ee [hat (2-6 | |. (16) 


过 程 具有 非 周期 的 特征 . 


图 186 图 187 
例 2 我 们 来 求 出 图 187 中 接 在 常数 电动 势 U, 上 的 线路 中 ,通过 电容 Сива (2). 
2 = К. 0592, = R, + Lp 是 线路 的 支线 上 的 算 子 阻抗 ,在 这 两 条 支线 上 通过 电流 让 (0) 5 


(1) (参看 图 187) ,因而 


21 22 


= я, 
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是 整个 线路 的 阻抗 .我 们 有 


= =И +, 1 2, = 1,2,, 


ГЕ 
є 1, = 1- 7 


,由 此 
221 0,22 


П р +27 
将 求 得 的 2 与 (2 + 2,)2 的 数值 代入 ,得 到 


(р) = 


(8, + 1р) 
ар +28р + у’ 


Дф а= (К+ В) 28 (В +В) В+ В, В, + Ду НИЕ 82 目的 公式 (13), 便 求 得 
瞬时 电流 为 
К, + Lp 
отар аде (17) 
Ф] з я СНВ ана БН нак 0= 0%, 


算 子 电流 等 于 


re 171 


Pro 7 ,因此 


Uo wp 


(2+) (и + В+) "9 


(р) = 


按 第 82 目的 展开 定理 (1S) ,得 到 


(Е) = Оз 


ее rt 
ЕТТЕ (ro OL TR) ] 


其 中 po= -十 +i = -oo+ iw 是 表达 式 (18) 的 分 母 中 的 二 次 三 项 式 的 根 (我 们 设 ， 


有 振动 的 情形 发 生 , 即 设 wo 是 实数 ). 引入 电工 学 中 所 采用 的 常数 X= Га – 1, ХИ Га + 


( 瞬 变 电抗 ),Z* =V R + X*( 全 阻抗 ) ,在 简单 的 变换 后 求 得 
Uo 


И ° 096907 80), (19) 


(0) = ваг — 8) 


Х оо Х 
其 中 tan 0= пап до = 2х. 


#4 设 作 用 在 РІС 线路 上 的 电动 势 ,在 时 间 0< 上 < 一 内 等 于 Uosin wt ,而 其 后 重新 等 于 0. 
我 们 来 求 出 当 :> 二 时 在 线路 上 的 电流 .作用 的 电动 势 是 


u(t)= 17, (едет ot (2-7 )sin ше | = Us | (ча ot + g(t— )sin a (1-E)|, 


其 中 了 (是 单 势 函数 ,第 二 项 变换 成 这 样 ,使 得 可 用 滞后 定理 .因此 按 滞后 定理 得 出 


U= te "=. 
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算 子 电流 等 于 
Кр) = (р) (же 5), 
其 中 mn(P) 由 公式 (18) 确 定 . 同样 按 滞后 定理 有 
lo(p)e Ри = п) (.-^). 

把 这 个 关系 式 的 右 端 与 (19) 相 加 , 且 注意 到 当 t> 下 时 (1 一 下 ) = ро) =1, 我 们 便 得 出 所 求 的 
电流 为 

№ 
о М ГС 

$15 如 图 188 中 的 线路 ,在 时 间 с 时 接 在 常数 电动 势 U, 上 ,而 在 时 刻 = 0 时 电动 势 被 切 
断 , 求 出 当 上 >0 时 线路 上 的 电流 . 

我 们 来 求 出 在 时 刻 :=0 时 在 自 感应 上 的 电流 及 在 电容 器 上 的 电荷 .为 此 , 先 来 解决 线路 接 电 
在 电动 势 U, 上 的 问题 . 设 1 与 2 分 别 是 线路 上 含有 R,L 与 C 的 部 分 ,我 人 有 Z = R+ Lp,2, = 


| —_ _ О У Ах М 上 一 — — 
а, 2р = 25 = р (电流 的 方向 在 图 188 中 用 箭头 标 出 ). 由 此 Г = ъв +1), 


бу! 


102) = - 


0 . 7) 
sin(wot д0) +е (ад-т) |. (20) 


(2) = -le (И Ca), 
其 中 5(z) 是 脉冲 函数 (参看 第 83 目 ). 因 此 ,到 时 刻 1=<z 时 ， 
вер а-е >. «= С | (г) аг= И.С (21) 


(参看 脉冲 函数 的 积分 的 性 质 一 一 第 83 目的 公式 (22)). 现 在 来 解 具 有 始 值 条 件 (21) 的 КТС 线路 
接 通 问题 .对 于 线路 RLC , 按 公 式 (7) 有 


1 —т. _ 90 _ _ 600. _ в Uo 
(Веры, Cp р“! ет’) р. 
由 此 ,在 用 例 3 中 的 记号 和 wo 为 实数 时 得 
i(z) 一 一 0, е “0'sin wot 00 осоо (wco08 CO0 Ї 一 oo Sin wot) (1 一 еї ) . (22) 
woL Ка 
/ к > 
] и | 
Uo C L | 
С 
188 图 189 


例 6 两 个 相同 的 RLC 线路 由 互感 应 М 来 联系 的 (图 189). 从 г =0 时刻 开始 ,以 常数 电动 势 
Uo 作 用 到 其 中 的 一 个 线路 上 , 求 在 另 一 个 线路 上 的 电流 . 
算 子 方程 组 是 : 
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| _ (0 
(есь) + МЫ» = 


(Lp+ Се + МЫ, =0. 
由 此 我 们 求 得 第 二 个 线路 上 的 算 子 电流 


U, Мр? 
а тр 


1,(p) 的 极点 是 ро = 一 ol + йо, рзд = — 2 + іо, ЖФ 
_ К 2 _ 1 — 2 
91.2 3(L М)’ 9 CCL+M) 61,2. 


按照 第 82 目的 第 二 展开 定理 求 出 像 原 函数 ,在 简单 的 变换 后 得 出 


el “1 * №1)! еб 92 +8)! | 


(L+M)iw (L— М) 


_ О e “sin wit е 2 sin wt (23) 
2 [wo(L+M) аш (Г-М) | 


例 7 考虑 所 谓 滤 波 器 , 即 是 由 某 些 个 数 的 串联 的 线路 (部 分 ) 所 组 成 的 电路 (图 190). 


600) = 50ке 


7’ 


1 
2 


图 190 


我 们 假定 :电动 势 作用 于 第 一 个 部 分 通过 算 子 阻抗 了 Z', 且 最 后 的 部 分 接 在 同一 算 子 阻抗 


方 Z' 上 .相继 应 用 基 尔 霍 夫 定律 于 那些 闭 线路 ,得 


521+ 2(-1)=0, 


201-1) - 12-201, - 1,) =0, 
о 11 1 1™ 12 (24) 


201 1,) +21, =0. 
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因此 , 相 邻 的 部 分 (除了 第 一 个 与 最 后 一 个 以 外 ) 的 电流 由 下 述 有 限 差 分 方程 来 联系 


(221+2')1, – 2(1,.1 +1) =0. (25) 
如 同 解 对 应 的 微分 方程 一 样 ,我 们 可 以 形式 地 求 出 方程 (25) 的 解 如 
1, = Ае" + Ве", (26) 


其 中 A 与 B 是 任意 常数 ,而 у 是 适当 地 选 出 的 . 
把 (26) 式 代入 (25) 式 ,得 到 一 个 关于 у 的 方程 :2Z + Z -2Zch y=0, 由 此 


ch у=1+2,. 


常数 A 与 B 由 “ 边 值 条 件 ” 来 确定 , 即 是 ,由 方程 (24) 的 第 一 个 与 最 后 一 个 方程 来 确定 . 求 出 这 些 常 
数 ,我 们 便 把 表达 式 (26) 写 成 


(27) 


_ Uch(n ~—k)Yy 
1, = 2 sh ysh ny (28) 


В МЕЖ ИТЭСЕ В Я РЕНИ, = Ер, = СНЕ 


势 Uo 上 .从 (27) 式 有 


+ Кра 六 (1-ch 力 =0， (29) 


且 公式 (28) 具 有 形式 


ch(n—k)Y 


№ = UC sh Ysh му - 


在 此 ,在 点 X= 让 (v=0,1,…,n) 处 ,分 母 变 为 0, 按 公式 (29) ,这 些 点 对 应 着 一 阶 极点 


p=0, р=- Ё (у=0), p=-otiw (=12，7)， 


а 
ар 
取 当 у-у, =0 时 ,因而 ,相应 地 , 取 p->0, -站 时 的 极限 , 求 得 В’, = + nRC. 类 似 地 ,在 y 一 7, = 
iXx ,因而 р >- с, + іо, 时 , 求 得 В’, 一 土 22( 一 1) ”72LCcw， ;而 当 у» у, (у= 1,2,.…,n 1) 时 ,B， 
= 土 i( 一 1)"nLCw, .于 是 展开 定理 给 出 滤波 器 在 第 & 个 部 分 上 的 电流 

i (1) = Ч. О -a оа +200 уу Зп ойи, (30) 


nR пК nLew, 


这 里 ,第 一 项 给 出 稳定 状态 , 且 等 于 电压 除 以 全 部 的 欧姆 电阻 ,其 余 的 项 给 出 瞬 变 电流 . 振 世 的 各 
项 的 阻尼 相同 , 当 坟 -很 小 时 ,频率 是 


pr RC) 


(sh ysh пу) = (cth ysh пу + nch пу)(1ср+ 8 


у= ] 


ж 9 А А, = +: — ЕЯ д? І, = А, +1 - Al ,可 以 把 方程 (25) 改 写成 А 21, 一 71, =0, 这 方程 属于 ( 带 
常 系数 ) 的 线性 有 限 差 分 方程 一 类 .这 些 方程 的 解 许多 地 方 类 似 于 解 相应 的 微分 方程 ,有 关 有 限 差分 的 知识 , 读 
者 可 以 在 А.О. Гельфонд №3( В+.) (“Исчисление конечных разностей” (М. : Гостехиздат. 1952) 中 
找到 . 
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sin kx 
2n 


最 大 的 频率 是 w = Е п 时 频率 之 间 的 差 数 减少 , 亦 即 ,滤波 器 对 于 整个 的 频率 带 很 好 


地 调谐 为 谐振 .因此 它 被 称 做 频带 滤波 器 . 
例 8 具有 无 穷 多 个 元 件 的 滤波 器 研究 起 来 更 为 简单 .在 这 种 情形 ,方程 (27) 保 持 不 变 ,而 在 
公式 (28) 中 应 当 取 nn 一 时 的 极限 


Пе’ 
у (31) 


(我 们 设 Re y>0). 在 这 里 变换 Zsh Y=Zv сту 1 е = м с 1 + ch 7Y, 按 公式 (27) 得 出 


о 1015) 0012) 0 (1+2,) 一 人 / (1+2) Е 
727 1+2, 


作为 例子 ,我 们 考虑 由 电容 与 电阻 (Z= 01,27 В) 所 组 成 的 无 穷 滤波 器 , 接 电 在 常数 电动 
势 Us 上 .公式 (32) 给 出 


1, = 


1, = (32) 


= 2 КР+А)- м р’ +2Ар|* 
RA м р +2Ар 


其 中 = 42. 按 表 上 的 公式 31 求 出 像 原 函数 为 


(0) = 20е Ohz)， (33) 


其 中 (в) = Л (0) РУНО Е 阶 圆柱 函数 ( 见 第 96 Н). 

86. 偏 微分 方程 ” 算 子 方法 成 功 地 应 用 于 解决 数学 物理 方程 中 的 所 谓 非 平 稳 问 
题 .为 简单 起 见 ,我 们 将 限制 在 下 述 情况 :所 求 的 函数 и 是 依赖 于 两 个 独立 变量 x 及 
t 的 ,其 中 第 一 个 自 变量 x 我 们 解释 为 空间 坐标 ,而 第 二 个 为 时 间 . 除 此 之 外 ,我 们 将 
假定 微分 方程 具有 形式 : 


02 9 9? и 9 
[и и] =а 2+ Бр + си чат и (1) 


其 中 a ,pc,ai 及 站 都 是 给 定 在 区 间 0О<х<1 上 的 一 个 变量 x 的 连续 函数 .我 们 将 
恒 设 a >0, 且 考虑 下 列 两 种 基本 情况 :1) а < ладана ио ас. 
让 <0 一 一 抛物 线 型 情况 . 

在 我 们 的 情况 下 , 非 平 稳 问 题 可 表述 为 下 面 的 方式 : 

对 于 0<2:</ 与 1 之 0, 求 出 微分 方程 (1) 的 这 样 的 解 w(x,t), 它 满足 给 定 的 始 
值 条 件 


w(x,0)=9(7),， 2020) yz) (2) 
(第 二 个 只 在 双 曲 线 型 的 情况 时 给 出 ) ,与 边 值 条 件 
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ди) і) 


д т 


и (0,2) = (6), М и (1,1), (3) 


其 中 a,B,Y 都 是 常数 ”. 
问题 的 非 平稳 性 可 表 为 :所 考虑 的 解 是 本 质 上 依赖 于 始 值 条 件 的 (物理 过 程 的 
“不 稳定 的 ”,“ 瞬 变 的 "状态 ). 


我 们 假定 :w ,2 及 2 总 视 
2 ox 


О(р, х) = |, и(х,і)е аі 


表示 图 数 и 根据 我 们 作 的 假定 ,这 时 
= ди ег Рау = dU ?y= | а? си а= Ч 


Ях’ дл?’ Jo дл? ах?’ 
(ОҒ = ява 来 表示 , 而 不 用 9 ,因为 在 后 面 p 将 总 是 只 视 为 参 
数 ). 按 像 原 函数 的 微分 法 得 


天 二 pU- u(x,0), 
或 ,考虑 到 始 值 条 件 ， 


了 


2 
и. z= рО и(=х,0)р- 2ибх,0) о, 


= РИ – ф(х), ри РИ- рф(х) – ф(х). 
ЕН Олени, аР f(z) ,于 是 边 值 条 件 给 
U| =Е0), [497+ 8(00-ф)) =70| 


因此 , 算 子 法 将 前 面 给 出 的 偏 微分 方程 (1) 的 非 平 稳 问 题 的 求解 归结 为 :在 边 值 
条 件 


„40 40 
а +6 д. +АО+В=0, (4) 
其 中 
А=с+а,р’+Ьр,В=-арф-аф-Ь, 
下 来 解 常 微分 方程 
ОЕ), [а + (8р 0)0- 8р) =0 (5) 
且 pp 是 个 复 参 数 . 


前 面 所 作 的 讨论 表明 :在 采用 的 条 件 下 , 非 平稳 问题 的 解 и 的 像 U 满足 方程 (4) 
与 边 值 问 题 (5). 如 果 知 道 : 非 平稳 问题 有 唯一 的 解 ,这 个 解 连同 它 的 前 二 阶 导 数 一 起 
满足 第 79 目 中 加 在 像 原 函数 上 的 条 件 , 而 且 如 果 关 于 方程 (4) 的 问题 (5) 也 有 了 唯一 的 
解 U, 则 显然 非 平稳 问题 的 解 可 作为 U 的 像 原 函数 来 得 到 . 


ж 边 值 条 件 可 稍 加 改变 . 除 此 之 外 ,时 常 遇 到 | = % 的 情形 ,于 是 第 二 个 边 值 条 件 就 没有 了 . 
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例 1 在 细 长 的 杆子 上 的 温度 u(x,z) 满 足 方程 


ди _ ди 
oar < дат?’ (6) 


其 中 а’ 是 常 系数 .考虑 在 一 端 为 有 限 的 杆子 0< < co 上 的 温度 的 分 布 , 如 果 已 知道 它 左 端 温度 的 
变化 规律 ,而 且 杆 子 的 初始 温度 等 于 0: 


и .20,и 2/00). (7) 
过 渡 到 像 ,得 出 一 个 具有 复 参 数 p 的 常 微分 方程 
_ zd’U 
РИ=а 42? 9 (8) 
它 必 须 在 条 件 
U ЕС) (9) 


下 解 出 .(8) 的 通 解 是 
U= Ce r+ Се", 
在 此 应 有 C' =0, 因 为 否则 当 x 一 时 UU 将 无 限制 地 增 大 .条 件 (9) 在 这 时 给 出 C= F(p), 因 此 


U=F(p)e 2". 
为 了 求 得 像 原 函 数 ,首先 考虑 特殊 情形 /(z)==1, 于 是 F(p) = >. О, = Тее ,因而 按 表 中 的 公 
式 42 求 得 U 的 像 原 函 数 为 
_ 2 [м 2 
и, (2,1) = Erf( 27 zj = =}, е dt. (10) 


在 任意 的 边 值 条 件 (7) 的 情形 ,利用 第 81 目的 杜 阿 梅 尔 积分 (6) ,我 人 有 О(р) = pF(p)Ui(p), 因 
Ш * 


ит, 一 _ Ar) Е т 
(2,1) = Е] Рет. 2-2) а 
-2 ff ze 
Е: ее) 4 (1) 
(#17 ==> =). 当 z=0 时 ,从 表达 式 (11) 我 们 得 出 
u(0,t1)= f(t)erf(%)= (Е), 
这 正 是 所 要 求 的 . 


例 2 同一 问题 ,但 在 杆子 的 左 端 在 温度 为 0 的 介质 中 发 生 热 辐射 ,杆子 的 初始 温度 是 u = 
const. 问题 变 为 在 始 值 条 件 与 边 值 条 件 


* 在 第 81 目的 记号 下 ,这 里 的 


2 


е 4a't. 


(Енот), #(0)=0, 0 (0)- 


[86] 
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ди 
и о м0, 9. м о (12) 
下 解 方程 (6)(h >>0, 为 常数 ). 算 子 方程 具有 形式 


ЬО ~ У 一 и, 
ЕАН) еһе) 。 下 来 解 它 .这 方程 的 解 当 z 一 oo 时 有 界 ,具有 形式 


ио УР. 
О= 20 + Сега", 
р 


利用 边 值 条 件 ,最 后 得 出 


ио _Ур ио 1 _Ур 

= (1-е ат) + oe ай. 

? (2+) 

1 -Yer_ 。 -之 _ _ _ 不 

按 表 上 的 公式 和 2 有 十。 = Er (3 т) ,因此 ,第 项 的 像 原 函数 等 于 werf (2 天 .要 得 到 第 
一 项 的 像 原 函数 ,我 们 注意 , 按 滞后 定理 及 相似 定理 有 


1 ожо, 
Е(р) = Ра 
(р) > 


е Ра == де 7") n(at — х). 
a th 
于 是 按 第 81 目的 艾 弗 洛斯 定理 的 推论 (11) 得 出 
FVp)_1. 1 -LE 


e zz 二 -< [ekar. 
Vp УРУР. Vt г 5 
а 


在 这 里 作 代 换 《4%t = E, 最 后 得 到 
2Vi 


f+ н(е а) | | (13) 


例 3 讨论 在 有 限 长 的 杆子 0< z< 7 上 的 温度 的 分 布 ,这 杆子 的 左 端 是 热 绝 缘 的 ,而 在 右 端 上 
保持 常温 и, ,初始 温度 wo 也 是 常数 .问题 归结 为 在 条 件 


и(т,ЕЁ)= uo 


ди 
t=0 дх 


下 解 方程 (6). 算 子 方 程 具有 形式 


=0, и 


х=0 


ал? 
它 应 当 在 条 件 


下 被 解 出 . 通 解 具有 形式 


0= + CishYez+ СБ. 
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以 第 一 个 边 值 条 件 代入 ,得 C, = 0; 第 二 个 边 值 条 件 代入 后 ,得 C= 生生 一 一 .因此 , 解 的 像 
р ch Ур 
具有 形式 
и Т ch Ур 
= 49 + г 40 а 


р р ар 
РАЗА ИНН, Е НИЕ ЛЕРА АГЕ ЛОНА О, 故 函 数 U(p) 是 单 值 的 .这 函 
数 是 个 亚 纯 函数 ,而 且 在 点 p=0 与 р = т (2-1 ) (三 1,2,…) 处 具有 单 极点 .可 以 证 明 : 


它 满足 第 二 展开 定理 的 条 件 * . 


我 们 记 A(p)= uoch Ур + (и 一 un)ch ур, В(р) = pch р, А о а.д) = 


2 .2 2 
ит» В’) = 1,84 рер 0 (65) ,k=1;2,… 时 ,我 们 有 
А(рь) = (ин шо) (5) т (мн = шов (#5 ) 7, 


[ 

Вр) Мам = (1% (=). 
于 是 由 第 二 展开 定理 得 出 

ие шир) рае СА, (14) 

2 
94 为 了 减 小 发 生 在 核子 反应 堆 中 的 链 锁 反应 的 结果 而 释放 出 来 的 中 子 的 速度 ,应 用 了 减 

速 剂 (通常 是 石墨 减速 剂 ). 在 半空 间 x >0 形状 内 考虑 减速 剂 , 它 包 括 平面 的 中 子 源 , 设 它 在 平面 
z= zo 内 .在 众所周知 的 简化 条 件 下 在 这 种 减速 剂 里 中 子 的 减速 过 程 由 微分 方程 


2002.0) - 710.0) + 6(x = 2,)800) (15) 


描述 ,其 中 9 表示 中 子 的 象征 性 年 龄 ， (42,0) 表示 它们 的 减速 的 密度 , 亦 即 在 单位 体积 和 单位 时 
间 内 的 中 子 数 ,而 5 表示 脉冲 函数 ** 
这 方程 需要 在 边 值 条 件 


* ”我 们 拟定 证 明 的 思路 : 令 -二 V5 = g, 于 是 重复 我 们 在 第 71 目 中 对 于 сос = 的 讨论 ,我 们 证 得 函数 
ch 2-р _ ch 5-4 
ch Ls _ Фа 


ch — Ур 
在 去 掉 极点 (用 小 圆 ) 后 的 平面 上 是 有 界 的 . 由 此 推 知 :函数 地 т 在 某 一 族 圆周 上 当 p 一 时 趋 于 0 ( 定 
C a p 


理 的 条 件 2); 此 外 ,在 |p| 较 大 下 这 函数 的 模 ,不 超过 某 个 常数 乘 上 TiTe ет ,并 且 我 们 这 里 zx< 2, 所 以 这 函 


数 在 直线 (a — 159 ,a + ico) 上 绝对 可 积 (定理 的 条 件 3). 在 本 节 第 一 版 这 个 地 方 犯 了 错误 ,这 个 错 由 (朝鲜 ) 金 圣 
延 友好 地 指出 . 
жж ”方程 (15) 的 推导 读者 可 以 在 И. Снеддон 的 书 [10] $ 27 中 找到 . 
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(х=) | ,=0, 6) 


其 中 y 表示 某 个 常数 (这 关系 式 物 理 上 表示 通过 平面 x =0 的 整个 中 子 流 等 于 0 的 条 件 ) 和 当 x 一 
co 时 对 一 切 9, 减 速 的 密度 趋向 于 0, 即 
limx(z,0)=0 (17) 
条 件 下 解 出 .初始 值 条 件 (在 0=0 时 的 条 件 ) 没 有 ,因为 方程 包含 脉冲 函数 . 
应 用 关于 9 的 拉 普 拉 斯 变换 和 利用 关系 式 5(9) 二 1, 我 们 得 出 算 子 方程 


Ха х0). (18) 
方程 中 具有 脉冲 函数 导致 它 的 解 在 x = xo 保 持 连 续 , 而 它 的 导数 在 这 一 点 上 有 一 个 间断 点 .事实 
上 ,对 方程 (18) 按 z 沿线 段 (xo 一 ,zo + Л, НЯ о 函数 的 积分 性 质 ,我 们 求 得 

ах |1, 


А 
由 此 ,利用 函数 X 的 连续 性 ,在 h 一 0 时 取 极 限 ,我 们 得 出 
dX| _ах 
ах |0 ах |, 
根据 所 述 ,方程 (18) 在 х< zo 时 的 通 解 可 以 取 成 形状 X= Аесо 0 + Ве 07“? ,而 在 x> 
zo 时 ,考虑 到 条 件 (17) 取 形状 X= Сео? ,其 中 A,B 和 C 是 某 些 常 量 .条 件 (16) 和 (19) ,还 有 
解 在 x = zo 时 连续 的 条 件 导 出 方程 组 
A(1+7YVp)e ?+B(1- 7yVp)e "0 =0, 
Vp(-A+B+C)=1, 
А+В-С=0, 


рХ = 


= 1. (19) 


完全 决定 这 些 常 量 . 解 这 个 方程 组 ,在 进行 不 复杂 的 变换 之 后 ,我 们 求 得 算 子 解 
cr-z0M2 е`(Т+* 20 МР Е е ("+20 МР 
Х = 775 + 575 ГИЙ (20) 
前 两 项 的 像 原 函数 在 表 中 有 . 为 了 求 出 第 三 项 的 像 原 函 数 ， ‚Зее т -E02 于 是 Е(р) 
= 在 元 в, ,根据 滞后 定理 ,我 们 求 得 像 原 函数 Мо) ре 0а). 因此 ,根据 艾 弗 洛斯 定理 的 
推论 (第 81 目 公 式 (11)) 
-op и: © с 12 
е = е В 和 cr. 


Bp+Vp ВУ ле 2. 
НЕЯ В Ф-7-+ 由 = 上 面 所 得 的 积分 很 容易 通过 函数 Erf 来 表示 ,最 
终 获得 


e = Ed +). (21) 
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由 此 可 见 КАЗИ (20) КИРА Е Н ЈА * 
т оар > Я сав +1 VO 
х(2,0) = и +е в | уе Ян ое 2). 


我 们 引入 在 у 值 很 小 时 这 函数 的 近似 表达 式 . 利用 函数 Erf x 的 渐 近 公式 (第 76 НАХ 


(22) 


и 


,公式 (22) 的 后 一 项 渐 近 地 等 于 


(rz 二 )2 (т+х )2 
я 1 | (1- D3 )о—0—, 
маек] A 
20 7 


并 且 对 于 小 的 7 


2 
(Z+2Z0) 


в №: (23) 


Хау ИС 


Х(х,9)= Е 7 №: 
2 / лб 20 У х0 
对 于 物理 应 用 重要 的 是 会 确定 点 zx= ze, 在 这 点 上 减速 的 速度 等 于 0, 这 点 就 是 所 谓 的 外 推 的 


尾 端点 .根据 近似 表达 式 (23) 我 们 从 条 件 x(z.,0)=0 求 出 1 зе уу. 如 果 假 设 х. х5 0 
相 比 很 小 ,我们 得 到 - хто = у(х, + zo), 由 此 ， 


x 
ИО. > у. 


хо+ Уу 
例 5 ЕИ АЗЕ НЕ а ТЕР". 
两 个 变量 的 函数 (ау) ВТ НОРИС АВ ВИА — ЧЕ x<0 时 等 于 0, 而 
ТЕ 20 时 满足 微分 方程 
а + cf=0 (24) 
т Әу 
其 中 ро 2 为 正常 数 ,而 且 在 0 时 有 零 的 条 件 
р 
ЖНЖ y > + oo 时 f(z,y) 仍 然 有 界 . 
从 物理 学 考虑 出 发 本 数 了/ | = u(z) 认 为 是 已 知 的 , 它 是 机 可 表面 上 流 所 经 受 的 倾斜 角 , 并 


有 是 要求 通过 这 个 函数 来 表示 机 咽 表 面 上 势能 的 值 几 z,0). 
问题 非常 优美 地 用 算 子 方法 解 出 . 对 变量 x ра f(z,y) 转 变 为 满足 方程 


-和 (六 + 和 )F=0 的 函数 FF(p,y), 其 中 = 5 ,表示 正常 数 .这 方程 的 通 解 有 形状 Е= 


=0, 


г=0 ЭХ |+=0 


ЧЕ 
ау 


Со У Спе 入， 并 且 在 所 讨论 的 问题 中 С, = 0, 因 为 F(p,y) 在 y+ oo 时 应 该 保持 
有 界 .因此 ,和 | = СМ + = –А(р) А АСр) НОВЫЕ e(z) 的 像 ,由 此 


х 算 子 解 的 导数 在 x = zo 的 间断 点 在 过 渡 到 像 原 函数 时 消失 了 . 
*## 例如 ,可见 Л. Хоуарт я “Современное состояние аэродинамики больших скоростей” (М. : ИЛ. 1955) 
第 一 卷 第 9 章 $ 6. 
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Е(р,0)=Сс=—А 
(р,0) Пти 
利用 乘法 定理 和 表 中 公式 28 ,我 们 得 到 问题 的 解 
Hz,0) = | ае 9094. (25) 


例 6 具有 长 度 /1 的 杆子 处 于 静止 状态 , 它 的 端点 х=0 固定 ,而 在 自由 的 端点 z=/ 沿 着 杆 
子 的 轴 的 方向 施 以 力 Asin wt. 求 出 杆子 的 纵向 振动 . 


杆子 的 振动 方程 具有 形式 
Ou 20 
а? “Ч др’ 


其 中 u = u(xz,t) 是 纵向 的 位 移 ,a 是 与 杆子 的 质料 有 关 的 一 个 常数 系数 . 其 始 值 条 件 与 边 值 条 件 
可 以 写 为 


= 下 0 и 20, 5н = рэп, (26) 
其 中 下 为 弹性 模 * , 算 子 方程 具有 形式 
2 
PU=a “т, 
它 应 当 在 条 件 
U =0: dU _А 0 
2070 а |, Еа? 
下 被 解 出 . 取 其 通 解 的 形式 为 
U= Cich Ра + Csh -Рх, 
а а 
代入 z=0 给 出 C1=0; 代 人 z= 得 出 C= 一 一 上 一 ,其 中 = < .因此 , 算 子 解 具有 
рО? + w)ch Р. 
形式 
Б-р 
рев aa ол) 


РОР + а?) у 2 
要 求 出 像 原 函数 , 仍 可 利用 第 二 展开 定理 . 函数 U 具有 一 个 实 的 极点 p=0 与 无 穷 多 个 纯 虚 的 
极点 , 且 所 有 这 些 虚 极 点 都 是 成 对 地 共 印 的 .位 于 上 半 个 平面 的 极点 是 : 
р= іо, = (в) = (k=1,2,3,…)， 
都 是 一 阶 的 而 且 是 不 相同 的 ,只 要 对 于 不 论 什么 整数 ,都 有 о 关 w( 这 是 没有 共振 的 情形 的 条 


件 ,我 们 将 假定 其 被 满足 ). 
根据 第 二 展开 定理 我 们 得 


«бо = ве + Ое 


* ”利用 这 样 情况 ,根据 胡 克 定律 沿 杆 子 作 用 的 力 X 与 位 移 vx НКЖАХЕЕ Ж. 
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. (从 
со Sin 一 
1 м. 2ab ҳл | а’ sin wt 
二 一 -一 一 SIn 一 SIn wt 十 一 一 > ( 一 А. (28) 
о? сов 号 а / k=| 00) 1, 0) Wh 
а 


例 7 长 度 为 /的 两 根 相 同 的 杆子 ,以 相同 的 速度 wm 沿 着 自己 的 轴 彼 此 相对 地 运动 着 .确定 
在 撞击 后 杆子 上 点 的 位 移 . 

假设 撞击 发 生 于 上 =0 时, 且 在 坐标 的 原点 处 .由 于 对 称 , 只 要 讨论 一 根 杆 子 上 的 点 的 位 移 
xzyt) 便 够 了 ,例如 取 右 面 的 那 根 .问题 归结 于 :在 条 件 


ди — _ , ди — 
и а of 0 тм ГЕ 0, дт г. 0 
下 解 方程 
дц ди 
а’ дт 
算 子 方程 可 写成 形式 
2 2 
а -Р.џ= 90, (29) 
а а 
而 边 值 条 件 转 为 
-0 | - 
Ч о’ х | ,i 0 
在 这 些 条 件 下 ,方程 (29) 的 解 具 有 形式 
/一 并 
ch р — р Ба 
vo a Оо vo е ‘а +е а 
О = 一 一 41 一 = 一 =>. (30) 
5 сы p pp Чем 
a 


展开 (1+e- 人 ) -为 几何 级 数 (这 级 数 是 收敛 的 ,因为 | e | <1) ,得 到 
0 >; (=) е е 
再 利用 滞后 定理 ,得 像 原 函数 为 
uz) = ш|- 1+1 [ (#-2+=),(, 2+2) 
(тя), 2) (31) 


а а 


9 


这 个 解 只 适用 到 两 根 杆子 相 接触 时 为 止 , 即 是 说 ,适用 到 了 


<0 时 .但 从 公式 (30) 有 2 | | 


= -0th 如 ,日 按 第 80 目的 公式 (19) ,2 
ap a 9x 


= g(t), 并且 在 此 公式 中 А = 2,-=2 2.8 


х= 


此 ,只 有 当 0<z<2 二 时 才 有 3 
а 2 


<0, 而 在 这 个 区 间 内 式 (31) 中 只 有 三 项 异 于 0, 妈 
иб) о | -t+ (1-2 )з (2-2) (212) (212). (32) 
由 此 可 见 , 当 1 一 全 时 ,有 wx(z,t) 一 0, 天 一 oo, 即 是 说 ,杆子 互相 弹 回 ,没有 振动 ,而 具有 速度 w 
87. 传输 线 的 计算 “我们 将 把 双 导 线 的 传输 线 考 虚 作 均匀 地 分 布 着 的 电阻 、 电 
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感 . 电 容 与 漏 损 的 系统 .它们 的 对 于 单位 长 度 而 言 的 数量 ,我们 将 分 别 用 尺 , 工 ,C 与 
С 来 表示 (图 191) .我 们 固定 了 在 点 z Уух + Лх 间 的 一 段 电 线 , 于 是 对 于 电压 и 与 
电流 i 将 有 

и(х, и) -u(r+Ar,t)= А 51 + Дас, 

(т.г) Кт+ Ал, г) = CAr 54+ бАх-и, 
取 Az 一 0 时 的 极限 ,得 到 
-水 = 工 开 +R， -区 = | (1) 


22 


图 191 


这 个 一 阶 的 偏 微分 方程 组 ,容易 化 为 一 个 方程 ;例如 ,对 于 电流 我 们 得 到 
LC 3 +ске + СІ) + ВЕ 2-5, (2) 
对 于 电压 ,有 完全 同样 的 方程 成 立 . 由 于 系数 Г, 与 C 都 是 非 负 的 , 故 方程 (2) 或 者 是 
双 曲 线 型 或 者 是 抛物 线 型 的 ,这 视 LC>0 或 LC=0 而 定 . 
分 别 用 UU 与 1 来 表示 电压 与 电流 的 像 ( 对 时 间 ), 且 用 ;与 wo 表示 电流 与 电压 
在 t=0 时 的 数值 ,于 是 方程 组 (1) 便 对 应 着 下 列 算 子 方程 组 


(Lp+R)I= -9 +14, (Cp+ G)U= - + Си. (3) 
从 方程 组 (3) 中 消去 算 子 电流 ,得 到 关于 U 的 方程 
ЧЕ — Ср + шо, (4) 
其 中 
у=м (Lp+ R)(Cp+G) (5) 


表示 所 谓 波 的 传播 系数 .在 零 的 始 值 条 件 的 情形 ,方程 (4) 的 右 端 将 等 于 0, 因 而 这 方 
程 的 通 解 将 具有 形式 

(= Ае" + Ве", (6) 
其 中 A 与 B 只 可 能 与 p 有 关 , 而 与 х 无 关 . 这 些 函 数 由 在 传输 线 的 端点 处 的 条 件 来 
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对 于 算 子 电流 ， 可 得 到 类 似 于 方程 (4) 的 方程 ,但 是 知道 了 U 之 后 ,电流 可 以 更 
简单 地 从 方程 组 (3) 的 第 一 个 确定 为 


_ 1 /dU ,. 
1= - тур5 Li (7) 
在 零 的 始 值 条 件 的 情形 ,利用 解 (6) 得 出 
— 1 - ух Yr 
I=F(Ae Ве”), (8) 
其 中 
_ /Lp+R 
2= Ср+ С (9) 
是 所 谓 传输 线 的 特性 阻抗 . 


在 一 般 的 情形 ,传输 线 的 方程 的 研究 呈现 极 大 的 困难 ,因而 通常 要 作 某 些 简 化 的 
假定 .这 些 假 定 中 的 一 个 ,是 假定 传输 线 的 长 度 是 无 穷 的 .通常 用 自 点 z=0 沿 正 的 
х 轴 延 伸 到 无 穷 远 来 表示 这 无 穷 长 的 电线 . О 与 1 在 无 穷 远 处 是 有 界 的 这 一 条 件 ， 
这 时 化 为 :在 方程 (6) 与 (8) 中 ,系数 B=0( 我 们 设 Re y>0) ,因此 这 些 方程 取 下 列 
形式 : 

U= Ае ^, =7е (10) 
在 物理 上 ,我 们 的 条 件 表示 :我 们 略 去 了 在 传输 线 的 端点 处 的 波 的 反射 现象 . 

除 此 之 外 ,有 时 还 略 去 了 传输 线 的 各 种 不 同 参 变量 ,或 者 设 这 些 参 变量 是 由 某 些 

关系 联系 着 的 . 


例 1 无 穷 长 的 传输 线 没有 电感 与 漏 损 (电缆 )* ”这 里 ,L =G=0,y=V RCs,Z= 蕊 , 因 
此 方程 (10) 具 有 形式 
U=Ae 0", [= А pe Vm, (11) 


数值 A 由 电缆 的 接 电 条 件 来 求 出 . 例如 ,在 左 端 接 于 常数 电动 势 上 时 , 则 从 方程 组 (11) 的 第 一 个 方 
程 , 当 x=0 时 得 出 A= С ,于 是 按 像 表 中 的 公式 42 及 6( 在 其 中 设 a=V RCz) ,立刻 可 求 得 电压 


与 电流 为 
и(т,ё)= ен =, КС), (2,1) = О еч. (12) 
注意 到 , 确定 电压 的 问题 , 完全 类 似 于 前 一 目的 例 1 中 的 确定 温度 的 问题 
(只 需 令 “= а.) .所 以 按 第 86 目的 公式 (11) , 当 接 电缆 于 任意 的 电动 势 上 时 ,得 


* 在 地 下 或 水 下 的 电缆 , 由 于 导线 接近 的 结果 ,可 以 略 去 自 感 应 ;而 在 良好 绝缘 时 ,也 可 以 略 去 漏 损 . 


[87] 2 应 ”用 · 451 · 


и(х, Еле f(:- 4 е- аё, (13) 


这 里 ,电动 势 的 变化 规律 由 因数 f(z) 给 出 . 

例 2 利用 在 第 78 目 末 尾 所 述 的 路 线形 变 的 方法 ,借助 于 拉 普 拉 斯 反 演 公式 ,来 直接 地 求 出 
在 电缆 中 的 稳定 情况 ,较为 方便 .例如 , 当 接 电缆 在 电动 势 и (г) = Uosin wt 上 时 ,我 们 求 稳定 
电流 . 

从 方程 (11) 有 


1 Uow Cp - те 
р + с) К ? 


因而 按 反 演 公式 得 到 


Uow Ви „Уа pe 
i(zx,t)= бов | ET № Ps dp. (14) 


将 积分 直线 形变 为 图 174 中 所 示 的 周 线 L, 按 第 78 目的 方法 求 得 


. Е Со -.,/ ЕС . RCw Ооо 
12,1) = О, Re У (+ - хл! 一 二 Сь  - - Зе / С |, 
其 中 第 一 项 表示 (14) 的 被 积 函 数 在 它 的 奇 点 p= + iw (表示 要 的 让 条 和 r<arg р<л 


来 确定 的 那 一 分 支 ) 的 留 数 之 和 , 而 在 积分 号 下 的 就 是 在 (14) 中 的 那个 函数 . 作 代 换 pt а, ВИП 
得 到 


ча, 
ея] (=, г). 


其 中 L* 是 形状 与 L 相同 的 周 线 . 由 此 看 出 : 当 гоону, НАТ 0, Ж, ЕНИР 
га (x,t) = UA/ Све Esin(wr+ Со), (15) 
就 特例 说 , 设 z=0, 便 求 得 在 传输 线 的 起 点 处 的 稳定 电流 为 
1в = О sin( ot+ 下). 
з 经 过 阻抗 的 电缆 接 电 ”假定 在 电缆 的 左 端 经 过 阻抗 Ze 接 在 电动 势 uo(:) 上 .众所周知 ， 
作用 的 电动 势 是 由 在 阻抗 上 的 电压 下 降 以 及 在 传输 线 起 点 的 电动 势 相 加 而 成 的 


Uo(p)= 201 +U (16) 


х=0 


[| = 中 A, 因此 条 件 (16) 可 写成 


对 于 电缆 来 说 ,从 方程 组 (11) 求 得 U| = 


Uo(p)=A(1+ZW/ Ф), (17) 
由 此 便 可 求 得 A. 
例如 , 当 经 过 电阻 Ro 接 电缆 在 常数 电动 势 U, 上 时 ,有 
и 
А= 


(14/2) 
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其 中 = 2 .由 此 按 公式 (11) , 算 子 电压 等 于 

Ue Д _ Чье op О. е" а/р 
了 
p(1+V 各 ) В Бау. 
其 中 о= г VRC. 按 像 表 中 公式 42 和 上 一 目 公 式 (21) 求 出 像 原 国 数 


u(r, = н /RC)- Usc "ЕН RC + ИЯ ). (18) 


按 公 式 (11) , 算 子 电流 是 


T= (Же а Ср _ = TJ Се op 
NR -VR 
(1/2 зур. 


С, о-н, С, т). (19) 


例 4 无 穷 长 的 传输 线 没有 耗损 (R= G= 0). 按 照 公 式 (5) 与 (9), 波 的 传播 系数 等 于 y = 
VLCp= 了 上 ,其 中 v= -六 二 是 波 的 传播 速度 ,而 特性 阻抗 Z=A/ 云 ,因此 


а А _ / Сл == 
ОС = Ает , [= т Ае * . (20) 
这 里 A=U| | ,如 果 传 输 线 接 在 任意 的 电动 势 /(:) 上 , 则 按 滞后 定理 得 出 
иба) е), #0) (е2). (21) 
这 表明 : 沿 着 这 样 的 传输 线 , 电 压 与 电流 的 波 以 固定 的 速度 来 传播 ,而 不 改变 形状 . 
例 5 无 穷 长 的 传输 线 没 有 下 内 ”这 是 指 的 其 参数 满足 条 件 半 = 去 =6 的 传输 线 (在 6=0 


UU = 


因此 


| 
V LC 


时 我 们 得 到 上 一 例题 ). 这 里 ,y= 人 ,其 中 а=, 去 ,因此 


= Ае 25", | = /+ “де (22) 


如 果 这 样 的 电线 接 在 任意 电动 势 FLz) 上 , 则 
иб.) еа), 100,1) = Fe а). (23) 


这 表明 :在 这 样 的 电线 上 ,电压 与 电流 的 波 以 不 变 的 速度 v 来 传播 ,不 改变 形状 ,而 且 具 有 常数 
尼 . 


例 6 无 穷 长 的 传输 线 具 有 耗损 而 没有 漏 损 (G=0) 在 这 种 情况 y = ТУ 2 +2ар, Но 
82 —/ т С 1 УР +2ap ,因此 


(= де У + р C Ape vv +28 р? + 2ар 


24 
Т Уяр, (24) 
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如 果 这 样 的 传输 线 接 在 常数 电动 势 Uo 上 , 则 Ар= 50» 因而 
С еъ Раа (+)? - 
1= 0, = Ч\/ т CF( +а), 
Ly я Р 


其 中 Е(р)= yp 7970-0 . 按 像 表 中 的 公式 35 (这 公式 将 在 第 99 目 中 导出 * ) 求 得 像 原 


ж о) = п(: 2) а 2 -五 站 ， 
其 中 帮 是 纯 虚 变 元 的 零 阶 圆 柱 函 数 ,再 根据 位 移 定理 有 
i(X,t)=U fe nls в-= }я(:-=). (25) 


例 7 在 前 一 例 中 的 传输 线 接 在 电动 势 Useie 上 时 的 稳定 电流 .我 们 有 A = и = 


因而 按 反 演 公式 从 (24) 中 的 第 二 个 公式 求 得 
с 1 у+іоо ретеу? 2+ — 22 +2ар+ м 
Ка. = Un | 
Г 2ri J yio (p— Di pap 
这 个 积分 的 渐 近 表达 式 已 在 第 78 目 中 用 积分 路 线形 变 的 方法 求 得 (参看 第 78 目的 (16)). 以 这 表 
达 式 代入 ,得 


р ію’ 


_ С 10) бх — TV 2aiw -wo 
1а = (ОЈ І ло о . (26) 
例 8 有 限 长 /1 的 传输 线 接 在 常数 电动 势 Uo 上 , 右 端 切 断 .由 公式 (6) 与 (8) 得 出 
= Ае" + Ве", [= Ае" – Ве"), (27) 
我 们 从 在 端点 处 的 条 件 
— — Un _ 1 —_ Xi 
U о =А+В= 2, І = (А Вг") =0 
来 求 出 常数 A 与 B, 因 此 
— тт © 7(1-х) _ Uosh 71-х) 
О Орау ГР ph 28) 


对 于 具有 耗损 而 没有 漏 损 的 传输 线 ,其 中 у= “+2ap , 算 子 电 压 的 分 母 具有 由 方程 ch MX =0 


所 确定 的 无 限 多 个 零点 : = (2n +1)5-#(п=0, 1, +2,… .) .在 平面 p 上 ,它们 对 应 着 函数 О 
的 由 方程 
1 ) 2 


р? +2ap+ ( п+> 
所 确定 的 无 穷 多 个 极点 ,由 此 


其 中 w = (5+2) а. 


ж ” 见 第 99 目 公式 (19) ,在 这 里 ,rz= 二 , 且 以 ia 替代 a. 
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利用 第 二 展开 定理 , 求 得 


иб) = U, | _ де и ту = учти + 2.) = (авв wt + о, 005 wt ) (29) 
88. 其 他 积分 变换 拉 普 拉 斯 变换 ,按照 公式 
F(p)= | fe rd (1) 
给 每 一 个 像 原 函数 /(1) 置 一 个 像 F(p) 与 其 对 应 ,并 且 按照 反 演 公式 
ОЕ |" Fp)edp, (2) 
8 Ер) Я е) Н, ЈИ Н 
F(p)= | КОКО, р)а (3) 


的 积分 变换 的 特殊 情况 ,其 中 KK(1,p) 一 一 积分 变换 的 核 一 变量 : 和 参数 的 已 
知 函 数 .这 类 变换 应 用 于 解 微分 方程 和 其 他 分 析 问 题 中 .在 本 章 结 束 时 我 们 将 指出 这 
类 变换 中 一 些 重要 的 并 且 举 一 些 它 个 的 应 用 例子 . 

(1) 传 里 叶 变 换 因为 在 拉 普 拉 斯 反 演 公式 (2) 中 积分 是 沿 着 直线 Re p =a 进 
行 的 ,所 以 在 这 公式 中 可 以 令 p=a + io, 它 就 采用 形式 


К) = [. Е(а+ю)е”4д. 

再 引 人 新 的 记号 
f(t)e * = g(1), 

利用 这 些 记 号 ,最 后 公式 可 改写 成 形状 

==], 600) 640. (5) 
直接 经 拉 普 拉 斯 变换 的 公式 (1) 可 以 写成 形状 

Е(а+ю)= А f(t)e “е "аг, 
或 者 在 新 记号 中 写成 形状 

(== |, g(1)e а. (6) 


公式 (5) 和 (6) 称 做 傅 里 叶 反 演 公 式 , 而 从 函数 g(1) 转 变 到 G(o) 称 做 傅 里 叶 变 
换 .由 此 可 见 ,把 函数 f(:) 和 FF(p) 联 系 起 来 的 拉 普 拉 斯 变换 是 把 函数 g (1) = 
Р) е “和 G(s)= 记 -F(a + jz) 联 系 起 来 的 传 里 叶 变换 ,其 中 a 是 大 于 函数 (+) 
的 增长 指数 的 任何 实数 . 

傅 里 叶 变 换 的 应 用 范围 比 拉 普 拉 斯 变换 的 应 用 范围 狭 窗 得 多 . 这 与 下 面 情况 有 
关 , 为 了 反常 积分 G(c) 的 收敛, 函数 g(z) 在 无 穷 远 处 应 当 满 足 充分 限制 的 条 件 , 例 


F(a+ а) = 060). (4) 
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如 绝对 可 积 性 的 条 件 * , 亦 即 积分 | ”|g(z) Тае 收敛 . 拉 普 拉 斯 积分 (1) 中 具有 附加 


的 因子 。“, “遏止 "大 目 变 量 值 下 f(z) 的 值 ,把 像 原 函 数 类 扩大 到 这 样 的 函数 ,这 种 
了 消 数 在 无 穷 远 处 增长 不 比 某 一 个 指数 函数 快 ,而 这 条 件 实际 上 完全 不 是 很 苛刻 的 . 
特别 ,如果 函数 f(z ) 的 增长 指数 等 于 0 和 在 拉 普 拉 斯 反 演 公 式 中 可 以 取 a =0, 
那么 拉 普 拉 斯 变换 (1) 一 (2) 不 同 于 傅 里 时 变换 (6) 一 (5) 只 是 积分 前 的 非 本 质 因子 . 
在 这 意义 上 可 以 说 , 传 里 叶 变 换 是 拉 普 拉 斯 变换 的 特殊 情况 ”. 
从 物理 学 观点 , 依 里 叶 变 换 比 拉 普 拉 斯 变换 更 自然 .这 可 以 说 明 如 下 ,公式 (5) 一 
(6) 类 似 于 函数 g(z) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 的 展开 公式 


то 1 Т — inot 
g(D)= >) Ge™, а, = т | 800) а 


( 工 为 图 数 g(z) 的 周期 ; 见 第 70 目的 公式 (20) 一 (21)) .事实 上 ,可 以 把 公式 (5) 看 作 
图 数 g(z ) 展 开 成 简单 谐 波 振动 G(o)e” 的 连续 谱 , 这 种 振动 的 频率 变化 不 是 像 傅 里 
叶 级 数 情形 中 的 跳跃 ,而 是 连接 不 断 的 形式 ,公式 (6) 所 确定 的 函数 G(c) 可 以 看 作 
傅 里 叶 系 数 G, 的 类 似 物 , 亦 即 看 作 带 有 频率 с 的 振动 的 复 振幅 . 量 |G(c)| 表 明 , 这 
振动 在 g(z) 的 振动 谱 中 有 多 少 份额 ,因此 称 函 数 С (с) ЎА ЎЎ. 

根据 所 述 容易 理解 , 傅 星 叶 变换 的 应 用 种 种 方面 都 类 似 于 拉 普 拉 斯 变换 的 应 用 . 

Я 大 体 上 讨论 理想 的 不 可 压缩 的 液体 在 重力 作用 下 产生 的 无 旋 运 动 问题 .为 简单 起 见 我 们 
限于 无 限 深 的 液体 中 的 平面 波 情形 .使 x 轴 水 平 且 垂直 波峰 , у 轴 垂 直 向 上 ,并且 假设 液体 自由 表 
面 的 平衡 位 置 与 平面 y=0 重合 ,而 且 也 假设 在 初始 时 刻 , 自由 表面 占据 着 平衡 位 置 . 

从 流体 动力 学 知识 知道 ** ,在 这 问题 中 液体 运动 的 速度 的 势能 и = u(x,y,i) 满 足 拉 普 拉 斯 
方程 


2 2 
+9 =0 (7) 
和 下 列 边界 条 件 和 始 值 条 件 : 
ди _ _ 18?и _ 
ду _ е 212° 4 у=0, (8) 
= ф(х),54=0, щу=0#;=0, (9) 


((9) 的 第 二 个 条 件 由 我 们 的 假设 确定 ,这 假设 就 是 在 :=0 时 自由 表面 占据 у= 0 的 位 置 ). 
按照 全 里 叶 变 换 引 入 速度 势能 的 像 ™ 


+ 为 了 可 用 傅 里 叶 变 换 ; 除 了 函数 g(:) 的 绝对 可 积 条 件 外 ,还 希 要 这 函数 是 逐 段 连续 和 在 : 轴 的 每 一 个 有 
限 区 间 上 有 有 限 的 改变 就 足够 了 .证 明 见 ,譬如 ,斯 米尔 诺 夫 第 二 卷 . 
жк 注意 ,在 傅 里 叶 变换 理论 中 通常 不 假设 ,对 于 负 的 上 ,g(:) =0, 因 此 在 公式 (6) 中 积分 的 下 限 取 - co 而 不 
是 0. 在 拉 普 拉 斯 变换 理论 中 有 时 也 拒绝 这 种 假设 ,而 此 时 得 出 所 谓 双边 拉 普 拉 斯 变换 .参阅 譬如 说 Вандер 
Поль и Бремер“ Операдионное исчисление на основе двухстороннето преобразования Ладласа” (М. ; ИЛ. 1953). 
жж БЕД, |] М Н.Е. Кочин, И. А. Кибель, Н. В. розе “ Теоретическая тидромеханика” $ — & (М. : 
физматгиз, 1963). 
кен 见 本 页 前 面 的 脚注 * 与 xx . 
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Ua не зора, 
Л -- оо 


此 时 , 当 |.r| 一 ceo 时,- 和 和 wu->0 的 假设 下 ,我们 得 出 ,- 5 二 的 像 是 一 со“ ,因此 ,代替 (8) 我 们 得 到 
方程 


Е – 617 = 0. 
这 方程 的 解 在 y> — co 时 趋向 于 0, 有 形状 
(= С(о,ғ)е"!*, (10) 


ЕФ Со, = 00|. СЕР “ 乘 方程 (8) 并 且 对 x № – co 到 + ce 积分 ,我 们 得 到 
»=0 И2х 
__1aCc 
оС = р Ч? 9 
由 此 ， 
С(о,#) = с, (о)е т + с, (og)e 1", (11) 


可 是 在 y=0 和 t=0 时 我 们 有 


= ivVglol{c(o)-c(o)!, 


因此 ,根据 (9) 的 第 二 个 条 件 ,我 们 有 c1(o)=c2(o)=c(o). 可 是 ,此 时 根据 (9) 的 第 一 个 条 件 , 在 
y= 二 0 和 t=0 时 
U=C(c,0)=2c(c)=G(c)， 
其 中 B(o) 是 函数 p(x) 按 健 里 叶 变 换 的 像 . 
因此 ,由 (11) 我 们 得 出 C=@(c)cos У gloli ний 我 们 找到 解 的 像 
U=G(o)cos Ива" 
为 了 求解 本 身 , 只 要 利用 侍 里 叶 反 演 公 式 (5) 


ий = | D(a)cosv ва" “ас. (12) 
在 一 般 情况 下 这 种 积分 的 计算 是 困难 的 ,为 了 简化 起 见 ,我 们 假设 ,p(x)= A5(x), 其 中 58 脉 
冲 函 数 (物理 上 这 意味 着 , 波 是 在 加 于 坐标 原点 的 脉冲 作用 下 发 生 的 ). 于 是 按照 脉冲 函数 的 积分 


的 性 质 ,我 们 求 得 000) = А, ,并 且 由 公式 (12) 在 y=0 时 我 们 得 到 


и(т,0, в) = 5% | сов 10а = А | cos М agtcos azda 


(我 们 把 实 部 分 开 ,并且 利 用 cos ox 的 偶 性 ) ,在 经 过 某 些 变换 以 后 (我 们 不 谈 这 些 变 换 ) ,这 个 积分 
通过 菲 涅 耳 积 分 表 出 ( 见 第 73 目 例 6) 


ее ее 的 情况 下 第 一 阶 导数 的 像 有 形状 


了 
- т] = 
Е и >= 


АВ УЖИНЕ (20)? О. 


юс [” 
B= ue™d7x = 100, 
一 оо м 2 п - -% 


ие! 
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и(2,0,0)= А 22 (сов тС(т) + эт т5(т)!, (13) 


其 中 т 一 и. 
(2) 梅林 变换 在 双 侧 拉 普 拉 斯 变换 公式 (1) 和 (2) 中 用 一 p АР 和 用 r=e 
代替 1 ,这 些 公 式 采 取 形 式 


F(-p)= | те", 0а т) 55 [7 ЕС р)е mdp. 
如 果 再 令 /(In с) = g(z) 和 F( р) = Ср) ,那么 我 们 得 到 所 谓 梅林 反 演 公式 ” 


Gp)= | g(t)1* а; ОЕ бр (14) 
(重新 写 t Кг). 
用 初等 方法 可 以 证 明 ,梅林 变换 具有 许多 与 拉 普 拉 斯 变换 性 质 类 似 的 性 质 , 例 如 
С(р) 


g(at)= р) #в(Е) = С(р+а), 
не (15) 
7000800) =) Е(а)б(р - а) 


等 等 .特别 我 们 要 注意 有 关 导 数 像 的 定理 :如 果 在 :一 0 和 z 一 co 时 о (г) г" 的 极限 
ар 0, Д“ 

g (2) - (р-1)С(р-1), (16) 
重复 应 用 这 个 定理 ， 我 们 得 到 高 阶 时 数 的 像 的 公式 . 乘积 xg'“(z) 有 简单 的 像 ,用 分 


部 积分 法 我 们 得 出 :如果 g(z)z? = 0 ,那么 
tg (1)=- рС(р). (17) 


ж 双 侧 拉 普 拉 斯 变换 与 通常 的 拉 普 拉 斯 变换 不 同 之 处 在 于 ,在 公式 (1) 中 积分 是 从 - co 到 co 进行 的 ,而 不 是 
从 0 到 co , 见 第 455 页 脚注 . 
жж 为 了 这 些 公 式 可 应 用 , 只 要 С(р) ЖЖ я <s<s 中 解析 .对 这 带 形 中 的 一 切 5, 积分 
| G(s + ю)ас 绝对 收敛 , 且 在 任何 更 狭 罕 的 带 形 5 - «55 +69(S8>0) 内 当 |cl 一 0 时 G(s+i) 一 致 收 
和 敛 于 0. 在 第 二 个 公式 中 积分 的 直线 应 该 属于 这 个 带 形 就 足够 了 (譬如 ,可 见 柯 朗 和 和 希 尔 伯 特 [17] ,第 95 页 )). 
也 可 以 用 函数 g(i) 的 术语 来 叙述 可 应 用 性 条 件 :只 要 要 求 这 函数 是 逐 段 连续 函数 和 在 半 轴 t >>0 的 每 一 个 
线段 上 有 有 限 改 变 , 并 且 存 在 这 样 两 个 常数 s| 52,51 < sz ,使 得 积分 | g(t)t-1dt 和 | g(t)i2-1di 绝对 


收敛 .在 第 二 个 公式 中 的 积分 的 直线 也 应 当 属 于 带 形 si < s< s。 (Г Е. Титчмарш[9], 65 页 ). 有 时 
把 这 些 类 型 条 件 合并 起 来 ,并 且 璧 如 说 ,从 上 面 所 写 积分 中 第 一 个 的 收敛 性 条 件 选 s1 ,而 5 ВЕ ССР) 
从 右边 最 接近 直线 ;= s1 的 奇 点 的 横 坐 标 . 

жак 证 明 通过 分 部 积分 法 立刻 得 出 : 


g (1)= | g (t)t а= в(г)2? т! 


-0Ф-0 | (= – (р-1)С(р- 1). 
0 
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除 此 之 外 ,如 果 g“(1)1*!' | =0, ЖА 
t*g (tt)=(p+1)pG(p) (18) 
等 等 .能 够 使 用 最 后 性 质 去 解 含有 形 如 ит 过 的 项 的 微分 方程 


例 作为 应 用 梅林 变换 的 例子 ,我 们 考虑 有 关 鹿 形 |arg z|< ca 内 的 平稳 热 场 问 题 ,在 扇形 的 
边 上 在 点 |z|<a 处 维持 常温 wo ,在 |z| >а 的 点 处 温度 等 于 0. 问题 归于 解 方程 


2 59? и ди д? и 
г Ли = ру + +5 =0, (19) 
Ir дұ дф 


其 中 A 表示 极 坐 标 r ,gq 中 的 拉 普 拉 斯 算 子 ,满足 边界 条 件 

ио, 当 r<a 时 ， 

p= +а 0, 当 y>a 时 . 

按 变量 x 下 成 梅林 变换 ,根据 公式 (18) 和 (C17) 我们 得 到 ,方程 (19) 转 变 为 常 微分 方程 


十 
воз 40. 


(20) 


其 通 解 有 形状 
U= А(р)соѕ рр+ B(p)sin рф. 
在 过 渡 到 像 以 后 ,边界 条 件 (20) 给 出 


U 


a _1 а? 
- | цот dr = иу, 
ф= +а 0 р 


р 
А(р)соз ра + В(р)ѕіп ра = мо“ 


由 此 ,我 们 求 出 A(p)= uo 一 < 一 ,B(p)=0, 并 且 得 到 解 的 像 U = ws .根据 梅林 反 演 公 


式 ,我 们 求 出 解 本 身 


poos ра’ 


= | (4 ) pap 


积分 号 下 的 函数 在 带 形 0< Re p<1 内 是 解析 的 ,因为 积分 号 下 函数 的 接近 于 p=0 的 极点 位 
于 点 p= 下 ,如果 我 们 就 假设 a。< 子 的话, 就 有 p= 素 >1. 因 此 ,在 最 后 的 公式 中 可 以 取 0<s<1 


中 任何 数 作 为 s* .在 s 一 0 时 取 极 限 ,可 以 沿 着 带 有 按 逆 时 针 方 向 绕 行 点 p=0 的 小 的 半圆 周 的 平 
面 p 的 虚 轴 取 积 分 .在 这 种 绕 行 时 积分 的 增 量 将 等 于 被 积 函 数 在 点 p =0 上 的 留 数 乘 上 xi, 亦 即 
等 于 xi ,我 们 就 得 出 


и = №9 + + 把 | (4) с араз 
2 2 о “Г / С бад’ 


这 里 在 主 值 意义 下 理解 积分 . 代 人 (分 ) = er" =eos( оп) + isin( oln 人 ) ,并 且 利用 相应 的 
被 积 函数 的 偶 性 和 奇 性 ,最 终 我 们 求 得 


ж 有 关 s 的 选取 可 见 457 页 上 的 脚注 ** 
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u= + sin(oln 2) 0 ， (21) 
Л ЈО ГА 


2 ch оа с 


(3) 汉 克 尔 变换 “类似 于 (1) 可 以 写 出 二 维 傅 里 叶 变换 
бр. | в(х,у)е ”9 dzrdy, 


(т) =» | | С(в,т)е““* 5 дог. 


这 里 过 渡 到 极 坐标 , 令 z= rcos p,y=rsin ф Яо = pcos 0,т = psin 0, ЗАП 


oo 27 
С(0,0) 一 元 | САВ (ғ, ф)е pe do， 
(22) 


g(r,9) = 二 | рдо) ССр, 0) ее dg 
特别 , 令 g(r,qg)=e “g(r7), 其 中 为 整数 ,并 且 在 (22) 的 第 一 个 公式 中 作 代 


换 pg-0= 子 +4, 利 用 已 知 的 周期 函数 的 积分 性 质 ,此 时 ,我 们 得 到 
С(р,0) = "(EH) gr)rdr | еее ge, 
按照 第 70 目的 公式 (15) 内 积分 等 于 2л], (ло), Ж Ј, #75 п 次 第 一 类 圆柱 函 
数 .因此 , 令 С(р,6)е" ("8 ) = G,(p) ,我 们 能 够 把 最 后 公式 改写 成 形状 
GO 必 DO) 三 | g(r)J, (ro)rdr. (23) 
在 新 的 记号 下 (22) 的 第 二 个 公式 采用 形状 


(= |. G,(p)pdp | е[* (0-0-3) + ено] gg 


在 作 置换 6 一 p=: 一 了 以 后 ,内 积分 重新 导出 第 70 目的 公式 (15) ,我 们 就 得 到 


g(r)= | С, (о), (то) рар. (24) 
公式 (23) 和 (24) 称 为 п 次 汉 克 尔 反 演 公 式 ( 或 者 换 一 种 方式 称 为 和 傅 里 叶 - 贝 塞 


尔 公式 ) 
我 们 要 和 弄 清 在 所 讨论 的 变换 下 导数 的 像 的 公式 形状 .按照 п 次 汉 克 尔 变换 的 
定义 


в (к)= | ЧЕ], (rp) rdr = rg(r)]J, (то) | И 一 А в(ғ) 17, (re)]dr 
(我 们 使 用 了 分 部 积分 公式 ). 假 设 积分 外 一 项 等 于 0, 并 且 利 用 第 95 目的 公式 (22)， 


* 为 了 汉 克 尔 反 演 公式 可 用 ,只 要 ,譬如 ,函数 g(>) 逐 段 连续 ,并 且 在 半 轴 >Q 的 一 切 有 限 区 间 上 有 有 限 
改变 和 积分 | g(rM7Far СОК. (ПЕД Г. Ватсон[16]). 
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按照 该 公式 Ј (кр) = Ј, ОДОХ 我 们 求 得 
У. (#6) = Л. (5р) + 0 „(50ю) = = (п = ПУ, (ло) + рк], (кр), 


в (к) (п – р (Ор р | g(r)J,i(ro)rdr. 
第 二 项 中 积分 等 于 函数 g(7) 的 -1 次 汉 克 尔 像 ,我 们 用 G,.,(p) 表 示 它 .在 第 一 
项 中 的 积分 等 于 函数 8 中 的 次 像 ,但 是 对 我 们 来 说 更 方便 的 是 通过 本 身 函 数 的 像 
来 表示 它 .为 此 我 们 利用 第 95 目 中 的 递 推 公式 (23) ,按照 那个 公 
о) рр (тр) + ар), 
也 就 找到 最 终 公 
вО) о 216, (р - в, (р) |. (25) 


所 得 到 的 公式 是 足够 复杂 的 . g"(>) 和 更 高 阶 导数 的 像 的 公式 有 更 加 复杂 得 多 的 形 
状 .我 们 在 不 写 出 这 些 公式 下 , 求 函 数 g, g, g” 的 某 个 组 合 的 像 . 假设 


ив’ СОЈ нр) | ”=0, 按 分 部 积分 法 积分 ,我 们 得 到 


Е „(7р) таг = — 367 (7р) ағ, 


从 而 ， 
в. 148 


(9р G00)ra= о | у, ro)adr=p| во) „Сода: 
(我 们 再 一 次 按 分 部 积分 法 积分 ,并 且 利用 ла (>). Ср). =0). 但 是 根据 函数 
J,(rp) 所 满足 的 第 95 目 中 的 方程 (1) ,我 们 有 

p 157, (rp)]= - @ =") „Ср, 
因此 ,可 以 把 最 后 公式 写成 形状 
Г (+214 - пе), (rp)rdr= = р? gr) но) на. 


НОНАТ не Се), Сер) | = Со, Скр) |" =0, 则 


вО (+) пвп) pG,(p). (26) 
特别 ,对 于 零 次 汉 克 尔 变换 我 们 有 
8700) + в Cr) 二 一 P2G(P) (27) 
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其 中 С(0) = Со(р). (28) 
参加 到 公式 (27) 左 边 部 分 的 导数 组 合 在 圆柱 坐标 或 者 极 坐标 中 拉 普 拉 斯 算 子 的 
表达 式 里 见 到 .因此 汉 克 尔 变 换 主 要 也 应 用 于 包含 这 种 表达 式 的 问题 中 . 
Я 我们 讨论 有 关 充 电 平 板 所 建立 的 场 势能 的 经 典 问 题 (韦伯 ) .问题 化 为 拉 普 拉 斯 方程 


Ou 18и ди 
Әү г 919. 0 (29) 


的 求 积 ,其 中 z 是 沿 着 垂直 于 充电 平板 的 轴 的 坐标 ,在 边 值 条 件 


u =н, 对 于 0 委 r<<1， 
z=0 (30) 


ди) -=0， 对 于 />1 


9z |. 
下 (wo 为 常数 ,第 二 个 条 件 表示 场 关于 平面 = = 0 的 对 称 性 ). 
利用 零 次 汉 克 尔 变 换 . 根 据 公式 (27) 算 子 方程 可 写成 形状 
40 — 
аг? 


0, 


一 0 (+ 
其 中 UU 为 函数 的 像 ,而 它 的 通 解 有 形状 
О= А(р)е + В(р)е“. 
根据 对 称 性 只 要 考虑 z >0 时 的 场 .因为 在 > 一 + о ВЕЛ ДаР О, ТИ B=0, 根 据 汉 克 尔 反 
演 公 式 (24) 


и(х,=) = ІА А(о)е “Ль (ғо) бар. 


边 值 条 件 写成 形状 
| A(e)ya(p)oap= wo, 对 于 0<r<1, 
Ал do=0, 对 于 7>1. 
把 它们 与 已 知 关系 式 * 


|, порт ар =- не 01, 


| Jo(rp)sin odo=0, 对 于 >1， 
作 比 较 , 我 们 看 到 函数 
Ао) = 0902. 
满足 这 两 个 条 件 .考虑 到 问题 解 的 唯一 性 ( 它 从 物理 缘由 中 明白 的 ) ,我 们 最 终 得 到 
2uo % 一 Ar 1n 
и) = || е ар. (31) 


(4) 一 个 周 线 积分 的 反 演 在 结束 时 我 们 举 一 个 有 点 不 同类 型 的 转换 公式 的 例 
子 .这 种 类 型 的 公式 应 用 于 通过 周 线 积分 解 微分 方程 . 


ж 见 第 99 目 中 公式 (9) 和 (10). 
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假设 g(z) 在 含有 坐标 原点 的 单 连通 区 域 D 内 解析 ,并且 


f(z)= 57. р (32) 


其 中 C 为 区 域 的 边界 ,N МЕЖ РН я 二 mw 表 示 在 沿 着 连接 点 0 和 x 的 路 径 
у 有 制 痕 的 区 域 六 内 的 单 值 的 解析 函数 分 支 .此 时 g(z) 完 全 由 公式 
в) | (1- 6" (zt) de (33) 
确定 . 
为 了 证 明 它 ,首先 假设 点 = 属于 泰勒 展开 式 а (2) = > ci 的 收敛 圆 ,并 上 且 把 


周 线 C 形变 为 周 线 c,c 也 属于 这 个 圆 而 且 把 割 痕 7y 包围 住 ， 把 这 展开 式 代 人 公式 
(32) 和 对 它 逐 项 积分 ,我 们 求 得 


кә У 全 家 (34) 
被 积 函数 在 点 = co 的 留 数 由 函数 © (1-2) 的 展开 式 求 出 ,并 且 等 于 
_N(N+1):. ‘(N+t+k) k+l _T(N+k+1) tl 


(Е+Т)! и Г(А +2)г(М) 
因为 公式 (34) 的 第 & 项 中 的 积分 等 于 这 个 留 数 乘 上 – 2xi, 所 以 在 展开 式 


f(z)= У) bx 中 我 们 有 
Г(М+А+1) 


бк рур) < (k=0,1,2,.…). (35) 
从 另 一 方面 ,公式 (33) 的 右边 部 分 中 的 积分 等 于 


Dt Do -Oa = > 
Se a 
(为 了 计算 积分 一 所谓 欧 拉 的 B 函数 一 我 们 使 用 第 90 目 中 的 公式 (2) ,并且 按 
照 公式 (35) 把 b, 换 成 6,), 由 此 可 见 ,在 上 面 采取 的 补充 假设 条 件 下 公式 (33) 得 
证 .为 了 证 明 它 对 区 域 D 中 一 切 z 都 成 立 , 只 要 使 用 解析 延 拓 . 
转换 公式 (32) 一 (33) 被 麦 基 * 得到, 并且 把 它们 用 于 解 欧 拉 - 泊 松 方程 ,这 方程 
在 气体 动力 学 中 有 重要 的 应 用 


ж А.С. Mackey“ 一 类 微分 方程 的 周 线 积 分 解 ”(Contour integral solution of a class of differential equations) .J. 
Rational Mech. апа Analysis, 1955. Vol 4, N5. 第 733—750 页 . 


在 这 一 章 中 ,我 们 将 讨论 在 实际 问题 中 最 经 常 遇 到 的 几 种 主要 的 特殊 函数 ,与 它 
们 的 最 主要 的 应 用 .在 这 些 函数 中 ,有 许多 种 (T 函数 与 圆柱 函数 , 切 比 雪夫 的 与 勒 让 
德 的 特殊 多 项 式 等 等 ) 已 在 前 几 章 里 作为 例子 来 讨论 过 ,在 这 里 ,它们 的 性 质 将 更 有 
系统 地 加 以 阐明 . 

在 给 出 的 叙述 中 ,研究 特殊 函数 性 质 的 主要 方法 ,就 是 在 前 儿童 中 所 讲述 的 那些 
方法 .可 是 ,特殊 函数 有 许多 重要 性 质 与 复 变 函数 论 无 关 , 因 此 有 时 我 们 也 不 得 不 涉 
及 一 些 同 复 变 函 数论 相隔 很 远 的 问题 . 

本 章 的 目的 ,只 是 将 特殊 函数 的 最 重要 的 性 质 向 读者 作 一 般 性 的 介绍 . 当 应 用 到 
各 别 实际 问题 时 ,有 时 不 得 不 用 到 更 详细 得 多 的 性 质 .由 于 没有 可 能 来 讨论 到 它们 ， 
我 们 介绍 读者 自己 去 看 文献 . 


$1 欧 拉 的 下 函数 


在 分 析 的 许多 公式 中 ,含有 由 欧 拉 (1729 年 ) 所 首先 引入 的 T 函数 一 一 在 前 面 的 
叙述 中 ,我 们 已 不 止 一 次 遇 到 过 它 了 .即使 仅 就 下 面 的 事实 来 看 ,也 可 见 到 这 种 了 消 数 
的 价值 : 它 是 当 变 元 的 值 为 分 数 甚 至 为 复数 时 ,阶乘 的 自然 推广 ” .这 种 考虑 我 们 将 
ЖИЕ Г 函数 的 定义 的 基础 . 

89. 定义 及 基本 性 质 ”考虑 函数 方程 


* 参看 ,例如 ,第 83 目 公 式 (4). 
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f(z+1)= = (=), (1) 
对 于 所 有 的 非 负 的 整数 值 = о, РА 
fl(nt+1)=n! (2) 


满足 这 方程 . 
我 们 将 求 出 一 个 解析 函数 f(z), 使 对 于 所 有 的 复数 z 它 都 满足 方程 (1), 并 且 ， 
为 确定 起 见 , 当 z=1 时 它 等 于 1( 条 件 I 工 ). 
首先 注意 ,所 求 的 函数 对 于 任何 正 整数 ”都 应 当 满 足 方程 
f(z+nt+1)=(z+n)(z+n—1)…(z+1)f(z+1), (3) 
这 方程 是 由 重复 应 用 公式 (1) 而 得 到 的 .在 关系 式 (3) 中 令 z=0 便 得 出 :对 于 所 有 的 
Е п ЖІ, (п +1) 的 值 与 n! 一 致 .在 (3) 中 作 代 换 f(z+1)= zf(z), 且 将 它 
写成 下 面 的 形式 : 
我 们 得 出 :所 求 的 函数 f(z) 应 当 在 所 有 的 非 正 的 整数 点 z= 一 n(n =0,1,2…) 处 具 
有 极点 .实际 上 , 当 xz 一 -7 时 ,表达 式 (4) 的 分 子 趋 于 1, 而 分 母 趋 于 0. 
从 同一 公式 (4) 看 出 : 
CD (5) 


. | — 1 二 
(ет) (=) = Пи) и 

就 是 说 , f(z) 的 所 有 极点 都 是 一 阶 的 ,并 且 在 极点 == — п 处 的 留 数 等 于 “二 | ， 
我 们 还 假定 :f(z) 除 了 z=0, 一 1, 一 2,… 之 外 ,没有 其 他 奇 点 , 且 在 无 论 何 处 它 


ЮЖ ОСП). 
于 是 , F(=+1) 的 对 数 导数 
_f (zt+1) 


d 
(2+0 = 1010) = + 
是 一 个 亚 纯 函数 ,在 点 z = -1, -2,… 处 具有 单 极点 ,其 留 数 等 于 一 1( 参 看 第 23 
目 ). 从 公式 (3) 取 对 数 再 求 导数 后 ,得 


pztntl)= ++. 
以 z=0 代 入 上 且 记 y(1)= -CC, 有 加 
4(z+1)= > +-С. 
由 前 一 个 等 式 减 去 所 得 到 的 这 个 等 式 ,得 
p(z+1)=-C- > ttl) yntl). (6) 
其 一般 项 为 Е 
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НС, К НЕЕ аа (Б 1,2, -- ЩИ ЗЕ Е СЖ 
Ух Т0 ЖЕДИК НИНЕ ИЯ - =. ИЖ, ЕЖИК, АЕ 6 开始 


有 | С) ,其 中 м, ОИ ВВ 16 目的 魏 尔 


斯 特 拉 斯 定理 ,级 数 的 和 > м (xz) 代 表 这 样 的 一 个 函数 :除了 在 点 = = АВТ, 
2,…) 处 它 有 一 个 具有 留 数 等 于 一 1 的 一 阶 极点 外 ,在 所 有 的 有 限 点 处 它 都 解析 ， 
在 公式 (6) 中 , 取 n->oo 时 的 极限 .按照 刚才 所 证 明 的 ，>、 w(x) 的 极限 存在 ， 


因此 y(z+n+1) 一 y(n+1) 的 极限 也 存在 ,我 们 把 这 极限 记 作 фо (xz). 在 极限 时 
将 有 


ба) = С > || + (8) (7) 
由 于 按照 上 面 所 证 明 的 ,/(z + 1) 在 点 z= В (&=1,2,3,…) 处 具有 一 阶 极点 , 故 


它 的 对 数 导数 рО + 1) 在 这 些 极点 处 的 主要 部 分 等 于 - -二 (参看 第 23 目 ). 由 此 


推出 :函数 yo(z) 应 该 是 整 函数 .显然 , 反 过 来 说 也 对 ,不 论 фо (х) АРАН ВЯ 
数 ,由 自己 的 对 数 导 数 y(z) 所 确定 的 函数 (=) ,都 满足 条 件 工 . 

条 件 工 给 予 函数 如 (z) 以 附加 的 限制 .实际 上 ,从 函数 方程 (1) 取 对 数 且 求 导 数 
ЈЕ, РРЖ y(z) 的 下 述 方程 


(z+1)—y(z)=. (8) 
而 从 等 式 (7) 推 出 
ое = + (=) - f(z—1) 


(常数 C ,以 及 除了 第 一 项 以 外 的 所 有 各 项 ,在 相 减 时 都 被 消去 了 ). 所 以 要 满足 关系 
式 (8) , ВАХ ww(z) 应 当 是 周期 为 工 的 周期 函数 ,就 是 说 ,W (2) (2-1). Ж 
说 ,对 于 任何 一 个 这 样 的 函数 yo(z) ,函数 y(z) 都 满足 方程 (8) ,再 把 (8) 求 积分 和 导 
数 , 便 得 出 

ln f(z+1)—Inf(z)=In z+A, 
其 中 A 是 某 一 个 常数 .如 果 函 数 f(z) 还 满足 条 件 f(1) = f(2)=1, 则 将 z=1 代入 
最 后 那个 方程 , 便 得 A =0, 即 是 说 ,在 取 指 数 后 , 便 得 函数 方程 (1). 

这 样 一 来 ,对 于 任何 一 个 周期 为 1 的 周期 整 函 数 yo(z), 其 所 对 应 的 函数 f(z) 
(ШАРЕН f(1) = f(2) =1) 都 同时 满足 条 件 工 与 工 . 换 句 话说 ,条 件 I 与 为 整 
整 一 类 的 亚 纯 函 数 所 满足 .如 果 在 (7) 中 令 yo(z) 硅 0, 我 们 得 到 这 类 函数 中 的 最 简单 
的 一 个 一 一 它 就 称 做 欧 拉 工 函数 , 且 用 记号 T(z) 来 表示 . 
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因此 ,TT 函数 的 对 数 导数 具有 展开 式 ， 


bz+D=-C- У атт. (9) 
其 中 C 是 一 个 常数 ,我们 立刻 就 来 确定 它 . 将 展开 式 (9) 沿 着 某 一 条 连接 点 z=0 与 
任意 点 z 关 & (k= -1, 一 2, 一 3,…) 而 不 包含 点 上 的 路 径 来 求 积 分 ,得 了 函数 的 对 数 
的 展开 式 
InT(z+1)=-C,- У в(1+=)-2 | (10) 
Ё = 1 
常数 С РАНИТЕ Гр ЕВЕ Г(2) =1 来 确定 * .以 z=1 代 入 (10) 中 ， 
得 
1 1 k+l 
> - In(1 +) 005-1 їз . 
县 后 的 乘积 显然 等 于 2。 福 … 人 2 二 = 7 +1. 在 极限 记号 下 的 和 式 中 加 入 一 个 趋 于 0 


п 


的 项 , 且 用 n 替代 n+1, 最 后 得 


-Jy(1)= с- ив (> р). (11) 
这 个 常数 称 为 殉 拉 常数 , 它 的 近似 值 等 于 0.577 215 7", 
从 公式 (10) 取 指数 ,得 函数 Fy- 二 5 的 表 为 无 穷 乘积 形式 的 表示 式 


яр іе". (12) 
所 得 到 的 无 穷 乘积 对 于 所 有 有 限 的 z 都 收敛 . 当 252 – А (R=1,2,3,…) 时 ,这 可 从 
已 被 证 明 的 级 数 (9) 的 收敛 性 以 及 第 72 目的 定理 1 而 得 出 ; 当 z= – А 时 可 以 直接 
看 出 它 收敛 到 0. 
我 们 来 列举 在 工 函数 的 定义 下 所 已 得 到 的 它 的 一 些 基 本 性 质 : 
1) FPC(z) 除 了 在 负 整 数 的 点 与 点 z=0 处 之 外 ,处 处 都 是 解析 的 . 
2) T(z) 满 足 函 数 方程 


Г(=2+1) = ғГ(=), (13) 
或 者 说 ,满足 更 一 般 的 函数 方程 
T(z+nt+1)=(z+n)(z+n—1)…(z+1)T(z+1). (14) 
3) Т9 Е == п,Г(п +1) 185 п! ЖЕ: 
Г(п +1) = п!. (15) 


4) 械 函数 的 所 有 的 极点 都 是 一 阶 的 , 且 T(z) 在 极点 z= -7 处 的 留 数 等 于 


* 由 于 我 们 的 积分 路 径 的 起 点 的 选 定 , 第 二 个 条 件 (1) = 1 对 于 任何 С 均 成 立 ( 参 看 展开 式 (10)). 
жж 欧 拉 常数 С 也 在 其 他 问题 中 过 到 . 
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Ри =0,1,2,--.). 
从 乘积 (12) 的 收敛 性 得 出 结论 : 
5) у АЙ В ГО) ОЧ. 
性 质 3) 一 5) 说 明 实 变数 z 的 函数 (zz) 的 图 像 的 一 般 性 征 . 这 图 像 表 示 在 图 


192 中 * ,在 这 同一 个 图 中 的 虚线 , а 


6 
的 图 像 .在 图 193 中 还 表 出 Г 函数 的 地 形 面 ， 1 ИГ 
即 是 ,具有 方程 a= |T(z)| 的 曲面 .在 点 z= ||| ЧЕ 


0, -1, -2,… 上 突出 地 表 出 的 山峰 对 应 于 极 | || 
点 .曲面 上 的 两 族 曲线 代表 等 模 的 与 等 辐 角 的 ЧГ | Jr 


曲线 族 ,在 它们 上 面 标 出 的 数字 表示 模 与 辆 角 | | | “FN ГГ 


的 数值 (后 者 用 度数 ). 


ТО) 
我 们 还 要 举 出 工 函数 的 一 些 性 质 .除了 关 Ш 才 | | 个 、 х 


系 式 (13) 之 外 ,对 于 了 函数 还 有 第 二 个 函数 方 |! 12 
程 ,这 方程 在 许多 问题 上 有 用 [ВОО ООВ ОО КО ВОВ 
6) 对 于 所 有 的 复数 =, | Т 
r(z)rI-aD=a а [Л || 
( 当 z=n,n= 二 0, 土 1, 土 2,… 时 ,这 等 式 的 两 边 
都 变 为 无 穷 大 ). Е 192 


为 了 要 推 得 这 个 关系 式 , 首 先 以 T(z+1)=zTI(z) 代 入 公式 (12) ,得 


1 _ 之 — _ С 一 之 \ -= 
T(z) Tz+1) * Ц г; (17) 
然后 ,在 这 同一 公式 (12) 中 用 一 z 替代 xz, 得 
1 -Cx 之 + 
Г(1=- ғ) © Ц 1-2} . 
把 所 得 到 的 这 两 个 乘积 相 乘 (由 于 它们 的 绝对 收敛 性 ,这样 互 乘 是 合法 的 ,参看 第 72 
目 ) , 求 得 


кайта (Е) 
Г(=)ГИ-=) “i Е]. 
只 需 再 利用 sin rz 的 无 穷 乘 积 的 展开 式 ( 参 看 第 72 Н) , 即 得 出 所 求 的 公式 (16). 


ж 对 于 负 的 z 值 ,F(z) 的 极 小 值 和 极 大 值 当 z 一 - ce 时 趋 近 于 0. 这 同 下 述 事实 有 关 : 按 性 质 4) ,在 点 x = 
-2 处 的 留 数 , 亦 即 FT(z) 在 点 zx= 一 的 邻 域内 的 展开 式 的 主要 部 分 的 系数 , 当 ” 增 大 时 剧烈 地 减 小 : 
(-1)” 1 


п! х+тп 


Г(х) = + Co + С, (х+тп)+-*.. 
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我 们 将 指出 所 得 到 的 那些 公 云 的 茶 些 推论 . 在 公式 (16) 中 令 = 5, 9 
г (> = я 
г(5 =V л. 
现在 应 用 公式 (14) ,在 其 中 令 = = Е 
El 
= 35-090) е Qn) Vx 018) 
在 (16) 中 令 z=n+ 方 ,就 有 
rat 地]T( +) = 


Л __ 
2 2 sin( +5) 


由 此 按 (18) 便 得 出 我 们 已 在 第 83 目 中 利用 过 的 公式 
1\_ н 2" 
гп) (0 теа руу 
(ут (19) 


我 们 还 将 讲 到 械 函数 的 积分 表示 式 , 这 种 表示 式 也 在 前 几 章 里 利用 过 . 
7) 对 于 所 有 在 右 半 平 面 上 的 z， 
(=) = | ет !dt, (20) 


[89] $1 欧 拉 的 工 函 数 。 469 . 


其 中 积分 活着 正 半 上 轴 进 行 ( 欧 拉 ). 
为 了 证 明 ,首先 注意 : 积 :分 (20) 对 于 所 有 满 古 х = Ке z>0 的 = 都 收敛 .实际 上 ， 
上 |e |е DM/ но 人 我们 也 看 到 : 当 和 >co 时 ,积分 的 收敛 性 (对 于 任意 的 
х) Не “来 保证 .而 当 120 时 ,被 积 函 数 与 ЈИ, НМ 过 >0 时 积分 收敛 . 
其 次 ,我们 还 考虑 函数 


г) | (1-6) ета, 
在 这 里 引入 新 的 积分 变量 == 二 ,再 应 用 分 部 积分 法 的 公式 ,得 


Е, (=) = „|| (1 一 г) dr 一 于 [ (1-г)”" 'rdr 
( 积 出 的 部 分 等 于 0) .重复 这 方法 直至 因子 (1 - z) 消 失 为 止 ,得 


` — пт! | z+n—| 
А) TT ri dr 
пп! — ех!" " 
202 + 1)--(5 + п 0) (= + ип) 本 =) 
&= 1 


把 所 得 到 的 表达 式 的 分 子 与 分 母 同 乘 以 


"| п 
之 
-:У\ -之 
е р — || е к, 
к=] 


于 是 求 得 
(в) 
У, (х) = 一 
[I (1 十 уз её 
НХ ”一 co 时 的 极限 ,根据 公式 (11),(12) 与 (13) 得 到 
Л И = 
ге" |] (1 十 Е 


在 另 一 方面 ,由 于 当 п оов, (1 -=) ->e-…, 故 自然 地 可 期 望 有 
limf, (= ) = Бо || (1- 2), "= ЈА e аг, (21) 
而 那 时 公式 (20) 便 证 明了 . 为 了 证 明 最 后 的 关系 式 ,我 们 利用 不 等 式 * 


ж 公式 
п п – 1 
1-6(1-) = (1-6) Tar 
n 0 n п 


可 由 直接 对 t 求 导数 来 验证 .其 中 ,右边 的 积分 包含 在 0 与 | ce 工 dr= 和 之 间 ， 由 此 便 可 推 得 不 等 式 (22). 
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当 0<+<n 时 ,0<e-'-(1- 去 ] < 过 (22) 


п 2п 
我 们 来 估计 所 假定 的 极限 与 f(z) 之 间 的 差 数 


A= | ет. 一 (1-2) ета + | еа. 


由 于 积分 (20) 是 收敛 的 ,对 于 任 一 固定 的 e>>0, 可 找到 这 样 的 正 整数 no, 154 п > 
no 时 


Гетеа) < | езг. (23) 

固定 这 个 正 整 数 no ,而 对 于 任 一 nn0, 把 A 表示 为 形式 
д= |" е (1) та 
+ А е1) та + | ed 
为 了 估计 第 一 项 的 值 , 利 用 不 等 式 (22) 得 
5), 
由 此 可 见 :对 于 充分 大 的 n( 以 及 固定 的 по ) 这 第 一 项 的 模 不 超过 二 .对 于 第 二 项 有 
А <}. е (1-2). та) еа 

(我 们 略 去 减 去 的 项 ,和 增 大 积分 的 区 间 ,然后 利用 不 等 式 (23)). 第 三 项 的 模 对 于 任 


何 "之 zo 都 不 超过 二 ,因此 |1A1<e. 关 系 式 (21) 得 证 ,也 就 是 公式 (20) 得 证 . 


从 上 面 的 欧 拉 的 积分 表示 式 ” 可 得 到 下 面 的 两 个 性 质 : 
8) 在 整个 平面 上 械 函数 的 积分 表示 式 为 ( 汉 克 尔 ): 


Е, 


T(z)= | et ds, (24) 


这 里 的 СУС 是 在 图 165 与 图 166 中 所 夯 出 的 周 线 . 公式 (24) 将 亚 纯 函 数 (zz) 表 
为 两 个 整 函数 的 比 ( 参 看 第 72 目 ) КОЗА. 


最 后 ,我 们 将 举 出 在 第 77 目 中 所 得 到 的 关于 了 工 函 数 的 渐 近 公式 (斯 特 林 ) : 
9) 对 于 大 的 正 值 x, 有 


* 参看 第 74 目 公 式 (12) 与 (15). 
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Г(х+1)= Ула (2 ) 1+0(-1) |. (26) 


90. 例 . 补 充 作为 了 函数 的 应 用 的 第 一 个 例子 ,我 们 引用 所 谓 欧 拉 第 一 类 积 
分 * ,或 В 函数 的 计算 ,这 个 函数 对 于 Re z >0,Re w>0 由 下 述 关系 式 来 定义 


B(z,w)= || (1 е) ас. (1) 


(积分 (1) 在 我 们 的 假定 下 显然 是 收敛 的 ). 为 了 计算 积分 (1) ,我 们 将 利用 算 子 法 . 
考虑 更 为 一 般 的 积分 


{ 
| (Ее) dr=(t* | 10), 
0 


这 是 函数 1 与 1” 的 卷 积 (参看 第 81 目 ) , 且 当 上 =1 时 给 出 B(z,w). 按 乘积 定理 
(第 81 目 ) ,这 卷 积 的 像 是 二 与 如 一 的 像 的 乘积 , 即 按 第 83 目的 公式 (6)， 
т-н) Гб) аш). 

р р р 
Мя 27181, НҒ Г(2)Г(о) ВОВКА ра пг 83 目的 同一 公式 (6) 
求 得 


(=! жр 


а гота) 


因此 按 像 的 唯一 性 定理 ,我 们 得 到 
Г(=)Г() 2+ Г. 


(б Ти | 
ЖЕНА г =1, ЕН КНН Г 函数 来 表示 的 B(xz ,ww ) 的 表达 式 


B(z,w) = (2) 


顺便 指出 ,我 们 要 注意 ,前 面 的 В 函数 原先 仅 是 对 于 满足 Re = >0,Re ш>0 Н х= 5 
w 的 值 由 积分 (1) 来 定义 的 ;公式 (2) 给 出 把 它 延 拓 到 z 与 w 的 值 的 整个 复 平面 上 的 
解析 延 拓 . 
有 很 多 在 分 析 中 时 常 遇 到 的 各 种 积分 ,可 以 化 为 欧 拉 积分 .我 们 来 举 一 些 例子 . 
例 1 积分 
| | а-а) (p>-1,g>-1), 
АК == 2t 一 1 后 , 它 化 为 2""*'B(p+1,gq+1) 的 形式 ,因而 按 公 式 (2) 它 等 于 
„үр 9 р+ч+1 ГСР+1)Г(д +1) 
И (1-а) ми (3) 
2 积分 
| а-а") аа (р,9,т2>0). 


ж 由 欧 拉 于 1772 年 发 表 在 “KommenTapnax Петербургской академии HayK” 上 的 文章 中 引入 的 . 
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经 代 换 =" =: 后 化 为 二 B( 之 ,9 ) .因此 按 公式 (2) 它 等 于 


т 


т г(2+а) | 


经 代 换 эт ф= х 后 化 为 在 例 2 中 算出 过 的 积分 


5 1 
| віп?! фсоѕ* ' фір = | 1 Ы гу 
0 0 


例 4 特别 ,在 前 一 例子 中 令 p-1=r,g-1= -r+ (-1<r<1), 得 
3 _ 1 l+r БЕА 
| чапар (15 (552). 
但 按 关于 械 РАЈ РА ОГ (35 89 目的 公式 (16)). 有 


пк) (ц) е) а 
2 


8р, 


а № 
|| {ап’фаф = 一 元 
2 


95 下 面 的 积分 经 代 换 In = 0 后 便 变 为 了 函数， 
In Tdr= | e ‘tdt=T(p+1). 


例 6 当 模 的 值 为 £=& = 方 时 的 完全 椭 加 积分 (参看 第 39 目 ) 


а т А 
可 化 为 欧 拉 积分 . 


实际 上 , 令 cos p= Е, ЖАН Е = r, 这 些 积分 中 第 一 个 变 成 如 下 形式 : 
二 1 1 
05) | ст ВЕТ ЗЫ дада Са 


类 伏地， 


42 м1 г“ 
#7 对 于 0<Re =<1, 


| Раи 
0 


(5) | аі + | гаі 280222) в) 


[90] 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 
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实际 上 ,考虑 沿 着 图 194 中 所 示 的 闭 周 线 的 积分 : 


бе ще + + + =0 
( 按 柯 西 定 理 它 等 于 0). 由 于 当 Re з= х <1 8, |“ |= 
RM”, 当 民 一 co 时 它 趋 于 0, 故 按 若 尔 当 引 理 (第 73 目 公 式 
(2)) 沿 Ci 的 积分 当 R 一 时 也 趋 于 0. 另 一 方面 , 当 z>0 时 ， 
С, 的 积分 当 x->0 时 趋 于 0, 因 为 按照 关于 积分 估计 定理 ， 
它 的 模 不 超过 六 本 二 本 性 ， 
因此 , 当 取 一 0, 尺 一 co 的 极限 时 ,我们 得 出 


Г(=)= | пе | (п) етае | іе ‘ағ, 
0 0 0 


由 此 便 可 推 得 所 求 的 公式 .特别 ,在 其 中 令 == п> КЙ 27 =, 


Е; а" 1\ = 
| tn le ‘dt = „| е dr = (2), 5а, 
0 0 л 


由 此 ,把 实数 部 分 与 虚数 部 分 分 开 , 便 得 积分 
|А соѕ Z dz = «(= je 5 ， |А sin Z cz 三 т 


п 
( 当 n=2 时 ,得 到 我 们 所 熟知 的 结果 ,参看 第 73 НЯ 6). 
最 后 我 们 还 要 举 出 几 个 包含 有 工 函数 的 关系 式 . 
(1) 拉 勃 积分 ”我们 来 计算 积分 


„5 л 
п | П 2 


Ro = А In Г(2) 4. 
К-Ж, арЫ) 
К, = [ № T(1- Ва, 
于 是 ,将 这 表达 式 与 前 一 个 相 加 ,再 利用 关于 工 函 数 的 第 二 个 函数 方程 ,得 
28, = [ In T(A)T(1 -7)dt= [, nd =In я.) зіп зы. 


最 后 的 积分 可 用 简单 的 变量 代 换 х=2и 算出 ( 欧 拉 ) 


1 = | ln sin вар =2 |" ln sin 2иаи 
0 
5 5 
=x 2+2 | In sin udu +2 | [п cos иди. 
0 0 


右 端 积分 中 的 第 二 个 经 代 换 и=о- 子 后 变 至 |， 
2 
x In2+271, 由 此 1= -一 rn2. 这 样 一 来 ， 


1 
К, = | ln Гр = в +в 2=| у 2x. 


473 · 


得 


(11) 


In зіп vdv ,再 将 它 与 第 一 个 积分 结合 , 求 得 Т = 
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拉 过 讨论 了 更 为 一 般 化 的 积分 (a 宇 0) 
R(a)= 三 № Го = 三 - 

由 于 R(a)=InT(a+1) 一 ln Г(а) = 1һ a, 故 通过 积分 求 得 R(a)=a(ln a 一 1)+ C. 在 此 令 a=0 
且 注 意 到 R(0) = Р, = ln у 2x ,最 后 求 得 

R(a)= 三 In T(t)dt=a(In a-1)+In я. (12) 

(2) НиЖАА ”考虑 积分 
B(z,z)= [ 1 '(1- т) "dr= [ |1 - (1-:) | ае. 
由 于 抛物 线 "= - (1-:) 对 于 直线 r= 二 对 称 , 故 可 写成 
B(z,z)=2| |1 - (1-:} | a 


由 此 经 代 换 方 - r= 才 VE 后 ,得 


2 fr -3 2-17, _ 1 1 
B(z,z)= 云 | ГА 2(1-;) = 51-18572). 
在 此 ,了 函数 代 以 它 的 表达 式 (2) ЗНАЧЕ Г(-1 ) =V, 便 求 得 所 谓 关于 юан 
程 ( 勒 让 德 ) 


YE Г(2=). (13) 


T(z)T(z+ 方 ) = 
(3) 欧 拉 公式 ”我 们 来 计算 乘积 
1 2 \ n/n-1 
в=гГ(- )г(-) г(21) 
的 数值 ,其 中 ”是 任何 一 个 正 整数 .为 此 ,我 们 把 这 乘积 写成 相反 的 顺序 
п-1 一 2 1 
в=г("")г(”—*).-г(-1.), 
且 将 这 两 个 表达 式 相 乘 . 利 用 第 二 个 函数 方程 来 结合 每 对 因子 ,得 
ГО rr mr -mm Н 
еіп 2 sin 2 2 sin(n — 1) П к 
为 了 计算 这 些 正 弦 的 乘积 ,考虑 恒等式 
и 1=(z-1)(z- er)...(z- ed) 


(与 1 的 nn 次 根 比较 ), 于 是 有 


(14) 


再 取 一 1 时 的 极限 , 求 得 


Е= 1 


(与 过 在 点 zx=1 处 的 导数 比较 ). 在 右 端 取 绝 对 值 , 且 注意 到 
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те | = ех х |2; а =2sin 7, 
п л 

1 1 
便 有 п=2" || зв. 

6-1 
将 这 代入 关系 式 (14) 中 ,得 出 公式 ( 欧 拉 ) 

" р —_ 1 п 1 
Е= Ц г) оюу. (15) 


32 正 交 多 项 式 


91. 正 交 函数 系 ”在 许多 数学 物理 问题 中 ,会 遇 到 将 函数 展开 成 所 谓 广义 的 全 
里 叶 级 数 .我 们 将 提醒 一 下 与 这 种 展开 式 相 联系 的 一 些 基 本 概念 . 

考虑 给 定 在 一 个 固定 的 区 间 (a ,2) 上 的 实 变量 z 的 一 族 实 图 数 ,这 里 的 区 间 
(a ,5b) 可 以 是 无 界 的 .我 们 假定 ,这 些 函 数 是 逐 段 光滑 的 ,并 且 只 具有 第 一 类 间断 点 . 
按照 向 量 代 数 类 推 ,我 们 引入 族 中 函数 的 标量 积 的 概念 . 

在 问 量 代数 中 ,两 个 向 量 a= (а, а, | 与 5=161,…,b,1 的 相同 坐标 的 乘积 
之 和 , 称 做 这 两 个 向 量 的 标量 积 : 

(a,b)= > аьбь. 


与 此 相应 ,将 函数 f(z) 与 g(x) 看 作 具 有 无 穷 多 的 “坐标 "(这 些 函 数 在 区 间 (& ,6) 上 
各 个 个 别 的 点 处 的 值 ) 的 向 量 ,它们 的 “相同 坐标 的 乘积 的 连续 和 ”, 即 ， 


Ов) = | Hz)g(z)dz， (1) 


称 做 它们 的 标量 积 .同样 ,按照 向 量 代 数 类 推 ,也 引进 其 他 的 概念 . 函数 f(z) 的 自 乘 
的 标量 积 的 平方 根 称 做 它 的 范 数 (“ 长 度 ”): 


АР = | Аа». 0) 


所 引入 的 这 些 概念 也 具有 类 似 于 普通 的 向 量 代 数 中 的 某 些 性 质 .例如 ,显然 ,在 我 们 
的 假设 下 , | f=0 当 且 仅 当 р(х) 0 时 方 成 立 (我 们 不 考虑 在 间断 点 处 的 函数 
值 ,这 种 值 在 上 ‖ .六 | 上 不 发 生 影响 ). 在 分 析 上 周知 的 布 涅 可 夫 斯 基 - 施 瓦 茨 不 等 式 


Ka)s(z)az] < F(z)dz [ 2?(т)ах 


可 解释 为 标量 积 的 性 质 
Иа, (3) 
等 等 . 
РАЖХ 25 НАЈ f(xz) 与 g(xz), 奉 它们 的 标量 积 等 于 0: 
(Рв) = | Mr)g(z)ar=0， (4) 
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就 称 做 正 交 的 .与 此 相应 ‚РАСА | ф, (х ) НКТ РСН НЖНАЕС К; 
(ф, Ф.) =0, 4+ туп. 
ор ИЧТЕ 55 ВУ. 3, г РАТА ВОР ЖК КА О, КАЕ Е 1, РА К 
我 们 所 引进 的 定义 也 可 推广 到 实 变量 z 的 取 复 数值 的 图 数 上 去 ,只 需 把 这 些 图 
数 的 标量 积 理解 为 用 积分 


(Г.в) = [Сов Саз (5) 


来 蔡 代 积分 (1) НН я (х) АХ а(х) ИННО. 的确 ,这 时 已 失去 了 标 
量 积 的 对 称 性 质 : 显 然 有 


(7,8) = (8,7). 
函数 自 乘 的 标量 积 仍然 是 非 负 的 


(Р = -1f(z) Расо, 
рар А ЕАИС ЕВ: ПЕРЕ, а аЗ ВАС ДОНЕ 
函数 系 的 概念 
正 交 系 的 最 简单 的 例子 是 由 函数 
ф,(х) =е"* (п=0, +1, +2,.--) 
所 构成 的 系 , 这 函数 系 在 长 度 为 = < 的 任意 区 间 上 是 正 交 的 .实际 上 , 当 m 夭 ”时 


有 (a 是 任 一 实数 ) 
(т п) «а 


(а) [е и тада = = усе" 2 1) =0. 
这 函数 系 不 是 规范 的 ,因为 


а+ Г 
lp l= | | ez |2 dr = TT, 


但 它 是 容易 规范 的 ,只 要 除 所 有 的 函数 以 v ТТ. 
应 用 正 交 函数 系 来 展开 其 他 的 函数 是 特别 方便 的 .实际 上 , 设 函 数 f(xz) 可 表 为 
МЕХ | ф, (х) (n=0,1,2,…) 的 一 致 收敛 的 级 数 ; 
(т) = софо(х) + суф, (х=) t+ cp, (х) 十， (6) 
利用 这 因数 系 的 正 交 性 ,容易 确定 这 级 数 的 所 有 的 系数 .为 了 要 确定 系数 с, ,我 们 以 
Фф, (х) 乘 表示 式 (6) 的 两 端 ( 因 此 级 数 仍 是 一 致 收敛 的 ) ,然后 沿 基 本 区 间 (a ,2) 来 
求 积 分 : 


ж ШЕ (Ф, (х) Нар АЎ, о, (х) = ov(z). 
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Со) р Саг = Da) px) р Саг 
а 20 Уа 


НРА СА НЕ ЗЕЕ , РН Е НАУ, Г Ч А = п 时 的 那 一 个 之 外 都 等 于 0， 
因而 得 


ГА А 
| лсе ае = с, | ф, 1, 


- | ВР ж)Ф (х)ах 
е | /A о. (x)d (7) 


(我 们 假定 :函数 组 | p(xz)| 中 不 含有 恒 等 于 0 的 函数 ). 

形 如 (6) 的 级 数 称 做 函数 (с) КЕЗ Ж (оф, (xz )| 展 开 的 广义 傅 里 叶 级 数 ,而 确 
定 它 的 系数 的 公式 (7) , 称 做 广义 傅 里 叶 公 式 . 对 于 前 面 所 讨论 过 的 函数 系 ф, (х) = 
е" (n==0, 土 1, 土 2,…) 的 例子 而 言 ,级 数 (6) 同 写成 复数 形式 的 普通 的 健 里 叶 级 数 
相同 

f(x)= 2, се", 
(参看 第 70 目 ) ,而 公式 (7) 则 与 通常 的 傅 里 叶 公 式 相 同 . 
С, - 1 [ f(r)e "ах 

图 数 系 1p,(z)} 中 的 函数 可 用 它们 的 线性 组 合 岂 (z) 来 代 换 ,使 新 得 到 的 图 数 
系 1y,, (zx) 构成 正 交 系 ,这 种 代 换 称 做 函数 系 | gp, (z)} 的 正 交 化 .对 于 往 后 的 叙述 ， 
函数 系 的 正 交 化 起 很 重要 的 作用 . 在 证 明正 交 化 的 可 能 性 时 ,我 们 将 假定 : 系 
Ф, (zx) 是 线性 无 关 的 . 如同 在 问 量 代数 中 一 样 ,这 意味 着 ,这 函数 系 中 没有 一 个 函 
数 可 以 表 为 系 中 其 他 函数 的 线性 组 合 . 

正 交 化 定理 ”从 任何 一 个 线性 无 关 的 函数 系 | p(xz)| (2=0,1,2,…), 恒 可 构 
成 一 些 函 数 由 (xX), 它 们 是 we (z) 的 线性 组 合 , 且 构 成 一 个 正 交 规范 函数 系 . 

作为 函数 加 (z) ,我 们 取 


Wi(z)= 下 元 下 pa(z)， 
НР | ф, (zz)} 是 线性 无 关 的 , 故 它 不 可 能 含有 恒 等 于 0 的 函数 ,因此 |‖ Фо | 50”. 
现在 选取 常数 а о ВЕРА 
д(х)=Ф,(х)-аю4(х) 
与 yo 正 交 , 我 们 有 (yi ,bo ) = (pI , до) 一 a ,因此 只 需 取 ао = (Фі ,bo ) . РАЖ (х) 
不 可 能 恒 等 于 0, 因 为 否则 ф, (z) 将 可 由 wo(z) 线 性 地 表 出 ,而 这 与 定理 的 条 件 相 


* РЖ ф(х)==0 恒 可 表 为 其 他 函数 的 线性 组 合 : p(x ) 寺 0: y(x). 
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背 .因此 ,作为 ф(х) АЈА 


= (2). 
然后 , 取 函 数 
J (x)= ф(х) – аъ (х) – а 41 (т), 
且 选 择 常 数 cz 与 а Ф, (2) 5 go 及 与 内 都 正 交 .由 于 (y ,加 )=(p 0) – ао 
(4,4%) = (ф,, 4%) 一 ал, ЖУЖАН ал = (Фф, 49), ах = (Ф, 4). ИЖ 
0, (х) КАЕН 0, М ЖИ g(x) 将 是 po 与 wi 的 线性 组 合 了 ,因此 可 取 


(=) = A | 
我 们 的 构造 法 可 以 无 限 地 继续 下 去 . 如若 函 数 (x), 如 (z),…,J_1(z) 已 经 构造 
好 ,我 们 取 


п 


Ф, (х) = ф, (х) – 024 (х), (8) 


其 中 0 = (Ф, Ф) ,然后 取 


一 1 
k=0 


4. (2) = (2). 

函数 组 | y, (xz) 就 是 所 要 找 的 . 

注 1 从 我 们 的 构造 法 看 出 :不 仅 所 有 的 几 (xz) 都 是 фо, фи," 9 的 线性 组 合 , 反 
27, Фф, (ZX) 也 都 是 如 ,内 ，…, 遇 的 线性 组 合 .由 此 推 得 : 任 一 函数 д, (xz) 都 正 交 于 所 有 
的 函数 Фа , fh+2 ，" ,或 即 , 任 一 函数 (х) Е Ф Фо(х), Ф. (2), Do ID) 

注 2 99087 Г, ТЕЗА — Е: А (х) < фо, pl，… ф, 
线性 组 合 , 且 正 交 于 фо, ф,,-, ФБ 如 (x) 只 可 能 相差 一 常数 因子 . 

事实 上 , 设 


0% (2) = >) пф, (х), (=) = > Вр, (+) (9) 
(在 此 ,按照 前 面 所 叙述 的 а, 天 0) .考虑 函数 
у(х) = р(х) - В (а), 


它 显然 可 用 函数 go, р, m ,线性 地 表 出 (因为 它 的 依 о 的 展开 式 已 经 不 含有 
2 ) , 且 正 交 于 所 有 这 些 函 数 .由 此 推 得 : 亚 (z) 二 0, 即 是 说 ,J(z) = 人 yo (о). 


最 后 ,我 们 将 指出 正 交 性 概念 的 拓 厂 ,这 个 我 们 将 于 后 面 用 到 (我 们 限制 于 实 销 
数 的 情形 ). 函数 系 1p,(z)} 称 为 在 区 间 (a ,65) 上 带 权 o(z) 的 正 交 系 ,如 后 对 于 系 中 


任何 两 个 函数 都 有 
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| о, (х), (х)р(а) 4х =0(тзЁи). (10) 
这 里 ,p(xz) 一 一 “ 权 ” 一 一 是 一 个 在 区 间 (a ,6b) 上 连续 的 固定 的 非 负 函数 . 当 о( = ) = 
1 时 , 便 得 出 通常 的 正 交 性 . 
关于 正 交 化 的 定理 容易 推广 到 带 权 p(x ) 的 正 交 性 的 情形 上 来 .为 了 要 函数 系 
jp,(z) | 带 权 p(xz) 正 交 化 ,只 要 在 普通 的 意义 下 把 函数 组 |V 50z) д, (в) | 正 交 化 
好 了 .这 时 ,由 正 交 化 的 结果 所 得 到 的 那些 函数 ,将 是 函数 mw (xz) 的 线性 组 合 与 
V olz) 的 乘积 .这 些 线性 组 合 


(х) = У) ааба) (11) 
所 成 的 函数 系 是 种 权 p(xz) 正 交 的 . 
设 某 一 函数 F(z) 可 以 按照 一 个 带 权 p(xz) 的 正 交 系 | ф, (xz)1 中 的 函数 来 展开 成 
一 致 收敛 的 级 数 


х) = У в, (2). (12) 
要 确定 这 展开 式 的 系数 ,替代 (7) 我 们 有 公式 
с, = 让 | rz)g,(z)o(z)adz， (13) 


其 中 4d, 是 函数 gp, (xz) 的 “ 带 权 范 数 ”: 


AC . (14) 


要 推 得 公式 (13) ,只 需 以 m (z)o(z) 乘 展开 式 (12) ,然后 逐 项 地 求 积分 ,再 利用 
系 | gp, (zx) 的 市 权 的 正 交 性 . 

92. 正 交 多 项 式 ”选取 某 一 区 间 (a ,5), 且 应 用 在 前 一 目 中 所 讲 的 带 权 p(x ) 的 
正 交 化 步骤 于 由 х 的 乘 才 所 成 的 函数 系 :p (х) = 2" (n=0,1,2,…), 众 所 周知 ,这 
消 数 系 是 线性 无 关 的 .对 于 每 一 个 固定 的 区 间 (a ,2) ,与 一 个 固定 的 权 函 数 p(xz), 结 
有 果 我 们 得 到 一 个 完全 确定 的 多 项 式 系 1q, (zx)|, 它 是 在 (a ,6b) 上 带 权 p(xz) 正 交规 范 
化 了 的 .从 公式 (11) 推 知 ,每 一 个 多 项 式 g, (ху АЖЖ п. 

最 通常 使 用 的 是 下 列 的 那些 正 交 多 项 式 系 ”: 


ж 多 项 式 р, (xz) 由 勒 让 德 于 1785 年 引入 .多 项 式 1, (x),h,(z) 与 i,(z)= n(xz) 由 切 比 雪夫 于 1859 年 引 
人 (在 发 表 于 彼得 堡 科学 院 备 忘 录 中 的 论文 “Bonpocpr о наименъших величинах, связанных с дриближенным 
представлением 中 yHKIHH 认 里 ); 此 外 ,多 项 式 h, (x) 由 埃 尔 米 特 在 1864 年 的 工作 中 研究 过 .而 i (zx) 由 拉 盖 尔 在 
1879 年 的 工作 中 研究 过 . 勒 让 德 多 项 式 与 切 比 雪夫 多 项 式 都 是 雅 可 比 多 项 式 (1859 年 ) 的 特殊 情形 一 一 当 А = 


k=0 时 得 前 一 种 , 当 4=j= - 方 时 得 后 一 种 . 


. 480 · 第 七 章 特殊 函数 [92 | 


р, (х) 勒 让 德 
(—1,1) (т) 切 比 雪夫 
(-1,1) р (х) 雅 可 比 


й,(х) 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 


10 (т) 切 比 雪 夫 一 拉 盖 尔 


注意 多 项 式 的 正 交 系 的 某 些 性 质 .我 们 将 用 а, (xz) 来 表示 属于 任意 一 个 固定 的 
规范 化 了 的 正 交 系 中 的 多 项 式 , 用 Q, (zx) 来 表示 与 а, (zx) 相差 一 个 任意 常数 因子 的 
多 项 式 


@,(х)=а,4,(х), 

其 中 4, 是 Q, (xz) 的 带 权 的 范 . 所 谓 “ 任 意 的 多 项 式 ” 是 指 具 有 任意 系数 的 多 项 式 ,一 
般 地 说 不 属于 所 讨论 的 正 交 系 . 

从 前 一 目 中 的 注 1 直接 可 推 得 下 面 的 两 个 定理 : 

定理 1 任意 的 7 次 多 项 式 可 以 表 为 多 项 式 Qi(z),Qi(Cz),…,Q,(z) 的 线性 
组 合 . 
定理 2 多 项 式 О, (х) А o(x) 地 正 交 于 任意 的 次 数 低 于 nn 的 多 项 式 . 
还 有 下 述 的 普遍 事实 成 立 : 
定理 3 多 项 式 О, (2) #86 (а,Ь) ББА п 个 不 同 的 根 . 
为 了 证 明 ,我 们 考虑 积分 


| Q(z)p(z)dz=0, (1) 


它 等 于 0, 因为 按 定理 2,Q,(z) 带 权 p(xz) 地 正 交 于 零 次 多 项 式 x =1. 由 于 按照 上 
面 所 采用 的 条 件 , 权 p(xz) 是 非 负 的 函数 , 故 从 等 式 (1) 推 知 : Q(z) 在 整个 区 间 (a， 
6 ) 内 不 能 保持 同一 符号 . 
假设 О, (z ) 在 区 间 (a ,0) 内 改变 符号 m 宇 1 次 ,是 在 点 zi zz 处 改变 
的 .考虑 m 次 多 项 式 
R, (х) = (== zi)(r- rT) (rx ); 
显然 ,乘积 Q, (х) К, (xz) 在 (a ,5) 上 应 保持 同一 符号 ,因此 


[ О,(х)К,„(х)о(х)ах=20. (2) 


[92] $2 正 交 多 项 式 - 481 . 


在 为 一 方面 ,如 果 т < п, МЕ 2, ИА, Q,(z) 应 当 带 权 р 地 正 交 于 多 项 式 
R,(Xx) ,因而 积分 (2) 应 当 等 于 0. 由 此 推 知 т = nn ,于 是 定理 得 证 . 

对 于 任何 正 交 的 多 项 式 系 ,可 以 得 到 联系 三 个 相继 的 多 项 式 Q, ，,Q, 及 Q, 的 
递 推 公式 .首先 假定 :这 多 项 式 系 是 规范 化 了 的 . 按 和 定理 1, 乘 积 zgo,(z) 是 一 个 次 数 
为 n+1 的 多 项 式 , 可 以 表 为 go ,gi ,… , а, ВЕНАХ 


24, (х) = > cuqr (х). (3) 
按 前 一 目的 公式 (13), 关 于 这 个 展开 式 的 系数 有 
сы = | zg (xr) g(r)p(z)dr. (4) 


而 如 果 &<7 -1, 则 ха. (x) 是 次 数 低 于 п 的 多 项 式 ,因而 按 定理 2, 便 有 cv =0. 因 
此 ,在 关系 式 (3) 中 只 可 能 有 三 个 相继 的 系数 ciycv ,与 cvri 异 于 0. 

用 а, = а, ЖАЛЕЮ а, (х) 9 х 的 最 高 次 客 的 系数 .在 恒等式 (3) 中 比 
较 之 ”的 系数 ,给 出 a = сан, НН № 


а 


С, п+1 ЕЕ 


анъ) | 
但 从 公式 (4) 看 出 :对 于 任何 的 п 与 k ,都 有 Ст 7 Сы» 因此 Cn-l 一 Ci-1 一 и А 因 
而 我 们 得 到 所 求 的 递 推 公式 


пд) а) +t сн Св) + 340 (x). (5) 
系数 cv ЕЯ НБА" (т ОЖ 名 来 表 出 .在 (5) 中 比较 的 系数 ,得 名 


0 


_ а ,„ 0 0 
0 Бак + Са, 由 此 


а „+1 


аб ө 
要 过 渡 到 任意 的 ,不 一 定 是 规范 化 了 的 正 交 的 多 项 式 系 的 情形 ,只 需 注 意 
а, = 4,а? ,0 =а,6°, 
其 中 d, 是 多 项 式 Q, (xz) 的 带 权 范 数 . 
利用 这 些 表达 式 , 在 将 公式 (5) 与 (6) 作 简单 变换 后 ,我们 得 出 下 列 定理 : 
定理 4 正 交 的 多 项 式 系 中 ,任何 三 个 相继 的 多 项 式 由 下 面 的 递 推 关 系 式 联系 
的 : 


Сп 


п б, б, + 了 2 一 а, ? 
х0, (х) == ©, +1 (=) + (2 = о, (а) + et (се. Ө,-.(х). (7) 


п+1 1 


这 样 一 来 ,知道 了 О, (х) ВИАН а, 57 Б, 2/5, ЗАП Јо Ы 
来 确定 这 些 多 项 式 . 对 于 具体 的 多 项 式 系 的 系数 的 计算 ,我 们 将 在 第 93 目 里 引入 ,在 
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那里 我 们 将 得 出 最 后 的 关系 式 . 
为 了 得 到 正 交 多 项 式 的 更 进 一 层 的 性 质 ,我 们 将 假定 : 权 o(z) 满 足 微分 方程 
а + ах а(х) 
о В№+В.х+ Вх? В(х)’ (8) 
其 中 B(z) 有 两 个 根 是 区 间 端 点 a 与 ,所 讨论 的 多 项 式 系 在 这 区 间 上 ( 带 权 地 ) 正 
交 , 且 在 这 区 间 的 端点 处 满足 下 述 条 件 : 
p(x)B(z)| =0. (9) 
我 们 注意 ,所 有 前 面 所 列举 的 那些 特殊 的 正 交 多 项 式 系 ,都 满足 这 些 条 件 . 
1) 勒 让 德 多 项 式 :o =0, 因 此 当 а(х)==0 时 方程 (8) 被 满足 ;要 满足 (9) 只 需 取 
B(x)=1-x .因此 ,对 于 勒 让 德 多 项 式 有 
a=0,8=1— а?. (10) 
2) вА ЯА: р = Ри 
МВ) га 
а=х,В=1-т”. (11) 
条 件 (9) 满 足 . 


тизжх бои _ А pA-A-(y+A)x 


а= (и- А) - („+А)х,В=1- 2°, (12) 
А> -1, и> 一 1 时 ,条 件 (9) 满 足 . 
4) 切 比 雪夫 一 埃 泵 米 特 多 项 式 :全 一 一 2z, 因 此 
а= -2х,8=1. (13) 
因为 当 z-~> + оф o=e-z* ->0, 所 以 条 件 (9) 满 足 . 
5) 切 比 雪夫 一 拉 盖 尔 多 项 式 :6 = “于 ,因此 
а=Ад-х,В=тх. (14) 
当 4>> 一 1 时 ,条 件 (9) 满 足 . 
原来 , 正 交 多 项 式 满 足 具 有 变 系 数 的 二 阶 线性 微分 方程 ,各 种 各 样 的 物理 学 上 的 
问题 常常 可 化 到 这 种 方程 ”. 我 们 来 得 出 关于 满足 条 件 (8) 与 (9) 的 任意 的 正 交 多 项 
式 系 的 微分 方程 . 
设 О, (xz) 是 在 区 间 (a ,65) 上 带 权 o(z) 的 正 交 多 项 式 系 中 的 任意 一 个 多 项 式 ， 
上 且 设 这 多 项 式 系 不 一 定 是 规范 化 了 的 .对 下 面 的 这 个 积分 使 用 分 部 积分 法 ,得 到 


[= [ [8(х)р(х) Ө", (х) аах = x [Во@’, 1 —k [ хх’ В00',ах, 


* 这 种 情况 使 正 交 多 项 式 系 在 应 用 上 的 意义 十 分 明显 . 
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按照 条 件 (9) , 右 端 的 第 一 项 等 于 0, 再 次 使 用 分 部 积分 法 ( 设 л Во = и, Ө',ах = 
ао) ,得 

Г=- р [x "BoQ, |у 十 6 о, [ (А 一 1) 2*° Во 十 x Bo 十 1 Во’ Ах. 
再 利用 条 件 (9), 旦 根据 (8) 作 代 换 до = ар, в 

[РЁ [ Оо СЬ 一 1) 2° “B+ д! (В+а) | ах. 

因为 8 是 二 次 多 项 式 ,而 B+ a 是 一 次 的 , 故 在 积分 号 下 的 方 括 弧 内 是 某 一 个 次 数 
Я Е 的 多 项 式 . 按 定 理 2, 我 们 由 此 可 推 得 : 当 &=0,1，…2 一 工时 ,这 积分 都 等 于 0 
回忆 到 起 初 的 表达 式 了 1, 我 们 得 到 ; 当 & 有 =0,1,…,n 一 1 时， 

1 = И (BoQ', + Bo О, + 06, ) ах = [(а+8) О’, + ВО”, к’ рейх =0 
(我 们 重新 利用 了 方程 (8)). 最 后 的 等 式 表 明 : АР Е ЗАРЯ и 次 多 项 式 带 权 
о НИЕ РАТ ЕЖЕ =О,1,.--, и 一 1, 而 这 个 多 项 式 按 定理 1 是 О,, О, ,…， 
О, 的 线性 组 合 . 由 于 多 项 式 系 |Q, | 是 由 帘 |x"| 经 带 权 р 的 正 交 化 而 得 到 的 , 故 按 上 
一 目的 注 2 ,我 们 可 推 得 :这 个 多 项 式 与 Q, (zx ) 至 多 相差 一 个 常数 因子 

(а+8)О’,(х)+ ВО’, (х)= 7,9, (х). (15) 
要 确定 因子 У, ,只 要 在 (15) 中 比较 x" 项 的 系数 .用 а, л О, (х) КИН 
系数 ,并 记 住 在 条 件 (8) 中 引入 的 记号 ,就 有 
(а, +28, ) па, + Bn(n—1)a,= ya,, 
由 此 便 得 出 
У, = па + (п+1)В, ]. (16) 
这 样 一 来 ,就 证 明了 
定理 5 ”对 于 任何 一 个 满足 条 件 (8) 与 (9) 的 带 权 p(xz) 的 正 交 多 项 式 系 
[1Q,(z) ,多项式 Q,(z) 是 具有 变 系数 的 二 阶 线性 微分 方程 
Ву +(a+p)y – 7,у=0 (17) 
的 解 ,其 中 У, 由 公式 (16) 确 定 . 
作为 例子 ,我们 举 出 为 特殊 的 多 项 式 所 满足 的 那些 微分 方程 . 由 公式 (10) 一 (14) 


及 方程 (17) 有 : 
а. 勒 让 德 多 项 式 
(1-х’)у’-2ху +п(п+Пу=0. (18) 
b. 切 比 雪夫 多 项 式 
(1- х?)у – ху + п?у=0. (19) 


с. 雅 可 比 多 项 式 
(1 ж’)у+|и-А-(и+А+2) |у +п(и+А+пт+ПШу=0. (20) 
а. 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 多 项 式 
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у 一 2zy +2ny=0. (21) 
е. 切 比 雪夫 一 拉 盖 尔 多 项 式 
zy +(А-1-х)у +пу=0. (22) 


93. 用 权 的 表达 式 . 母 函数 ”我们 将 仍旧 讨论 如 下 的 任意 的 多 项 式 系 1Q,(z)}+: 
它 在 区 间 (a ,65) 上 是 带 权 o(z) 正 交 的 , 权 o(z) 满 足 条 件 


о аах а(х) 


0 В+ В+ В, =? Br) p(x)B(z) 0 (1) 
而 这 多 项 式 系 不 一 定 是 规范 化 了 的 .对 于 这 样 的 多 项 式 系 ,可 以 给 出 用 权 о(х) 506 
数 B(xz) 来 直接 表达 多 项 式 Q, (xz ) 的 公式 .我 们 有 
定理 1 对 于 任何 一 个 满足 条 件 (1) 的 带 权 p(x) 正 交 的 多 项 式 系 |Q, (x)| ,多 
项 式 Q,(Z) 可 表示 成 


О,(х)=А, С {p(x)p (%)| (2) 


的 形式 ,其 中 A, 是 一 个 与 多 项 式 的 标准 形式 有 关 的 常 系数 . 
关于 勒 让 德 多 项 式 的 这 公式 ,已 由 罗 德 里 格 证 出 (1814 年 ). 对 于 其 他 的 特殊 多 
项 式 也 可 得 到 类 似 的 公式 .我 们 引入 的 这 个 公式 的 推导 是 由 И. Г. Ш Е 
知 的 . 
首先 证 明 :表达 式 
Q, (zx)= 


是 一 个 n 次 多 项 式 .我 们 有 
(08) = р’В" + ов" пв = ов" "О, 
其 中 Q, ,= w+ np 是 个 一 次 多 项 式 ( 我 们 利用 了 微分 方程 (1)) .类似 地 ， 
( её" ) = (op Q,， ) = ов"? Q, » , 
其 中 д, = [а + (п-1)8’ 10, + 09’ 是 个 二 次 多 项 式 . 
考虑 到 应 用 数学 归纳 法 ,假定 公式 
(08")% = (ов, )’ = 8" "Ч (4) 


удз 100)" (х) | (3) 


成 立 ,其 中 

Q， в = [а+ (п -6+1)8 19-1 + (5) 
是 个 次 多 项 式 . 于 是 再 应 用 方程 (1) ,得 

(08°) = (08:0, ,) = 0" [а+ (п 6) 19, + ВО’, ь}. 
我 们 看 出 :这 公式 包含 了 对 于 有 +1 而 写 的 公式 (4) 与 (3). 这样 一 来 , 按 数 学 归纳 法 
原则 就 可 推断 :(4) 与 (53) 对 于 所 有 的 &=1,2,…，,?” 都 成 立 .我 们 注意 ,只 需 设 Q, = 
1 ,公式 (4) 对 于 &=1 也 仍 有 效 . 
公式 (4) 与 (3) 在 &= п 时 给 出 
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(08) = (080,1) = 00, , 
其 中 Q, = 0, ,=(at+B)Q,, + BQ', ,i 
是 个 п 次 多 项 式 .由 此 便 推 得 了 关于 表达 式 (3) 的 论断 . 
现在 证 明 :多 项 式 О, Н о 正 交 于 任 一 个 乘 考 x* (k==0,1,2,…,n 一 1). 为 此 ， 
我 们 将 逐次 应 用 分 部 积分 法 于 积 4 
从 三 [ а ойх = [ zd ( 08Q, ,1), 
每 次 都 利用 公式 (4) 以 及 关于 ов 的 条 件 (1). 在 第 上 一 1 步 得 到 
= (0а асов, 1), (6) 
而 在 第 & 步 有 
(0 асов 0, 11)=0. 


最 后 这 个 式 子 对 于 有 =0,1,2,…,n 一 1 时 均 成 立 ( 当 =n 一 1 时 ,我 们 设 Q,。=1)， 
因而 正 交 性 得 证 . 

按 第 91 目的 注 2, 现 在 我 们 可 以 断言 :多 项 式 Q, 与 正 交 多 项 式 Q, 只 相差 一 个 常 
ЖА: О, = A,Q, ,这 也 就 给 出 了 所 求 的 公式 (2). 

如 已 经 指出 过 的 ,系数 A, 的 数值 与 多 项 式 的 标准 形式 有 关 . 特别 ,例如 ,多 项 式 
Q, 是 取 为 标准 形式 ,使 得 А, =1 的 .我 们 来 求 出 这 多 项 式 中 最 高 次 的 x 寡 的 系数 
a, .为 此 ,在 公式 (5) 中 比较 最 高 次 的 х ЖЕ А 

а, ъ= [а + (2п = 2+1) 68, Ја, ,i. 


,= Qn = [al + (п +1) 8, Ја, + (п +2) В, ]--- [а +28. Ja,o, 
其 中 a =1, 或 简写 为 


SI 


а.= | (в +58). (7) 
用 完全 类 似 的 方法 ,还 可 求 得 多 项 式 5, 的 表达 式 中 ! 的 系数 
Б, = пао +в) [1 Сажа) 0 ла," (8) 


作为 例子 ,我 们 来 指出 特殊 多 项 式 的 a 与 5, 的 数值 ,并 设 这 些 多 项 式 已 经 这 样 
地 标准 化 ,使 在 公式 (2) 中 的 系数 А, =1. 


* 为 了 要 得 到 公式 (8), 必 须 比 较 在 公式 (5) 中 惟一 的 系数 ,这 给 出 
bugp= Lart(2n—k)B 16,61 + (ао + ив! )ань-1 
(记号 与 以 前 类 似 ) ,然后 逐次 应 用 这 公式 , 自 6,,1 = ао + nB1 开 始 ,直到 得 出 6,,, = 六 ,为止 .同时 应 当 利 用 前 面 
得 到 的 关于 „ККЗ. 
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关于 雅 可 比 多 项 式 ， “人 д) -(м+А)х,В=1-х’, НШ 


а,=(-1’ Пачино = Саи, (9) 


因为 ， 由 于 关于 下 函数 的 函数 方程 (参看 第 89 目 公 式 (14))， 
T(z+2n+1)=(z+2n)(z+2n –1):-- (2+ и +1) Г(=+п +1), 


х. 
~ 2 ГАРТ и +2п) 
特别 ， 从 公式 (9) 与 (10) 对 于 勒 让 德 多 项 (а= =0) 得 出 : 
=(-1)" тв, = 0. (11) 
对 于 切 比 雪夫 多 项 式 ( A= 1. 
а.=(-1)" С 5,5, =0. (12) 
РИ Х ЖЖ 5 (а= - 2х,В=1), В 
а, =(-1)"2",Б, =0. (13) 
而 对 于 切 比 雪夫 一 拉 盖 尔 多 项 式 (a 二 A 一 +,B 二 zx) 有 
а, =(-1)",6, =(-1)"*'(А+п)я. (14) 


现在 我 们 来 求 多 项 式 О, ўба, .我 们 有 
42 = [ байх = [ (а,х" + --:) брі = а, [| Goazr， 
因为 , 按 前 一 目的 定理 2,Q, 带 权 。 正 交 于 任 一 个 次 数 低 于 ” 的 多 项 式 .现在 再 应 用 
М р = п 时 的 公式 (6) ,并 且 按 分 部 积分 法 求 积 分 , 便 求 得 


22 = (-1)"%! а. | op'dz， 


或 最 后 
а, = С)" 4,5, (15) 
其 中 9, = | pr'dz (16) 


是 由 权 р 与 函数 8 所 确定 的 量 . 
知道 了 d, 与 4, 后 ,不 难 确定 规范 化 了 的 多 项 式 q， 0, (z) 的 最 高 次 的 
系数 а». 


(17) 


对 于 雅 可 比 多 项 式 , 公 式 (16) 给 出 
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І | 
一 _ А+н и+н 一 дичи СА + и + 1)Г( +п+1) 
5,= | а) а) "dr =2 TA 


(我 们 利用 了 第 90 目 公 式 (3)). 根 据 (9) 与 (17) 得 到 . 


п ДАГА + п +1) Г(и+т +1) Г(А+и+т+0 ° 


| | 
а=") аята О 
2"*2 (1)? 2" ата) 


1 „24 
722 2. (19) 
2 
对 于 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 多 项 式 与 切 比 雪夫 一 拉 盖 尔 多 项 式 分 别 有 
д, = | е dr=VA,6, 一 | e “zcr=TOA+7+1)， 
因而 根据 (13) 与 (14) 得 


оу 2" 02 _ 1 
(a,) (0) т! TOQA+t+nt+1): (20) 


在 文献 中 ,一般 地 是 讨论 没有 规范 化 的 正 交 多 项 式 ©, (x ). 要 唯一 地 确定 这 些 
多 项 式 , 显 然 ,只 要 除了 给 出 权 与 区 间 之 外 ,还 给 出 它们 的 最 高 次 项 的 系数 а, 的 数 
值 .仍旧 采用 前 面 的 记号 ,有 

Q, (x)= A,Q, (zr)=d,g'" (xz), 
由 此 比较 最 高 次 的 系数 , 求 出 
а, = A,a, = d,a" ,6, = А,Ь, = 4,6%. (21) 

由 于 系数 а, 与 a; 我们 已 经 在 前 面 求 出 , 故 只 需 知道 了 a, ,我们 就 可 以 由 此 确定 А, 
与 d, .对 于 特殊 多 项 式 , 我 们 将 这 些 数量 列表 如 下 : 


1 TA+t+px+2nt+1) FTQ+n+DTO+nt+]1) (1) 1 
2"n! ГА+и+т+ |! ПА ++ ПА +и+21 +1) "т! 
2" 2"п\ Ух (= 1)" 


п! Г(А+ л +1) 


知道 了 A, ,我 们 可 对 所 有 这 些 多 项 式 写 出 公式 (2). 作 为 例子 ,对 于 勒 让 德 多 项 
式 它 可 写成 
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P,(z)= 1) (22) 
( 它 与 著名 的 罗 德 里 格 斯 公式 一 віла. 拉 盖 尔 多 项 式 它 可 写成 
LW(zr)=x- а= e “rx ") (23) 


( 它 时 常 被 取 为 LY (xz) 的 定义 ). 

再 者 ,知道 了 系数 a, ,qd, 与 5,(6, 可 从 (21) 式 由 A, 与 以 前 求 得 的 65, 来 确定 ) ,我 
们 可 把 关于 这 些 多 项 式 的 递 推 关 系 式 写 成 最 后 的 形式 (参看 前 一 目的 公式 (7)): 

a) 勒 让 德 多 项 式 


хР, Са) = р 10) +57 +тР 2102), п 1. (24) 
b) 切 比 雪夫 多 项 式 
2Т, (=) = Ti(z)+ 开 Ti(z) n>2". (25) 


с) 雅 可 比 多 项 式 
(у+2п) (у +2n+1)(v+2n +2) РХ" (х) 
=2(п +1) (0+ п +1) (х +2и) РО (х) + (и А?) (у +20 +1) Р(х) 


+2(4А+ п) (+ п) (+29 +2)РХ0 (х), (26) 
ЕФ y=】 + и. 
4) 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 多 项 式 
2Н, (=) = Н, (2) + Н, 1(z), nl (27) 


е) 切 比 雪夫 一 拉 盖 尔 多 项 式 
Г. (х) = = Г, (х) + (А +20 +1) (2) 
– п(А+ п), (х), п>1. (28) 

最 后 我 们 将 证 明 : 正 交 系 中 的 多 项 式 可 视 为 某 个 解析 函数 的 泰勒 展开 式 中 的 系 
数 , 这 个 解析 函数 称 做 这 正 交 系 中 的 多 项 式 的 母 困 数 ”. 

H.T. 阿 拉 曼 诺 维 奇 和 .HH. 科 瑞 夫 尼 可 夫 曾 经 告诉 我 们 ,对 于 带 权 о 正 交 的 且 
满足 条 件 (1) 的 任 一 多 项 式 系 , 都 可 以 得 到 母 函数 .在 此 ,我 们 将 遵循 他 们 的 叙述 . 

为 简单 起 见 ,我 们 视 多 项 式 Q,(z) 已 被 这 样 地 规范 化 了 的 ,使 得 在 公式 (2) 中 的 
所 有 的 系数 A, =1. В 


* 当 n<2 时 ,公式 有 稍为 不 同 的 形式 : 


xTi = Т2 + ЧТо +- + 1 ‚„хТо = Ту. 


** 在 第 70 目 中 ЖЕНЯ. 
жк Ж w 的 里 来 排列 的 级 数 (29) 的 收敛 半径 ,当然 依赖 于 z 的 值 .在 以 前 的 叙述 中 ,Q, 是 对 于 变 元 的 实数 值 
来 定义 的 ,但 由 于 Q, 是 多 项 式 , 我 们 可 以 认为 它 是 定义 在 全 部 复 平 面 上 . 
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(2) = > Q, (2) (29) 


~- п! 


来 定义 的 含 两 个 复 变 数 z 与 w 的 函数 ， 称 做 函数 族 | 人 [的 母 函 数 . 
人 将 表达 式 (29) 加 以 有 ОА, ААП 


и vw 21007) ( х" пі [| p(B (EC) 


2—1 пі аг" Е) 2—4 п! 2л) (5 一 >) 
其 中 С 是 一 条 包围 点 5 = НОЖИ (р (5) 的 解析 区 域内 的 财 周 线 .在 最 后 
的 公式 中 ,交换 求 和 与 求 积分 的 顺序 ,并 且 把 所 得 тЫ 得 出 
(5) 
Vz, w)= 2418: =. У; ИР 2) 4 


н=0 


一 1. ШАРУ 
2 cE—z— wh( CE). 


我 们 的 变换 是 合法 的 ,只 需 对 于 在 曲线 С 上 的 所 有 的 4, 几 何 级 数 的 公 比 下 名 的 模 


小 于 1, 而 这 对 于 适当 小 的 |w | 总 是 满足 的 .被 积 函 数 的 分 母 是 & 的 二 次 多 项 式 , 旦 
对 于 很 小 的 | w| ,这 多 项 式 的 一 个 根 一 一 我 们 用 &., 来 表示 一 一 接近 于 《= z ,而 另 一 
个 根 的 绝对 值 则 较 大 .在 必要 时 缩小 闭 周 线 C ,我 们 可 认为 第 二 个 根 位 于 这 闭 周 线 之 
外 .于 是 被 积 函 数 在 闭 周 线 C 内 只 有 一 个 一 阶 极 点 5= 5, ,其 留 数 是 

06.) 

611-8 (Е) 

应 用 柯 西 留 数 定理 ,最 后 得 到 : 
定理 2 对 于 任 一 个 带 权 o(z) 正 交 的 且 满 足 条 件 (1) 的 多 项 式 系 |Q, (xz)|, 有 

аж (ий, 


Q, (=), н. 


(2,0) = > ни (29) 
这 函数 由 公式 
(5. ) 
ем) = и ми 
来 确定 ,其 中 5 是 二 次 方程 
б-=-и В (С) =0 (31) 


的 那个 在 w 很 小 时 接近 于 5= 的 根 . 
我 们 来 举 出 一 些 例子 . 
例 1 勒 让 德 多 项 式 ”方程 (31) 具 有 形式 об + Е (х +оо) =0, Н 
к= (аа ra) 
(在 根 号 前 面 的 符号 应 选 得 使 对 于 很 小 的 |w| 有 用, 守 z), 因 而 按 公 式 (30) 得 


1 “ Р, (=) 
(аи) = = >, - у”. 
/ 1+4 + 402 19 п! 
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作 代 换 Р, = АР, =2”и! (—1)"Р, +НА- > w ,最 后 得 到 


1 
= > | Р, ", 32 
- 5 2. (=) (32) 


这 与 第 70 目 中 的 公式 (8) 一 致 . 
例 2 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 多 项 式 ”方程 (31) 具 有 形式 C 一 z 一 w=0, 因 而 按 
公式 (30) 有 


(5 ) (2 +2 ия Е 一 Н, (=) я 
= те 0 = Ули. 
{ЕН Н, = (一 1)"H, ЖЕНИ -ш В, 8 
от = Уу Вл, (33) 


3 切 比 雪夫 一 拉 盖 尔 多 项 式 方程 (31) 具 有 形式 5_ 世 _ ak=0, 因 而 按 公 
式 (30) 得 到 


2) и" (34) 


У (ао) = те 人- > 


94. 例 .应 用 (1) 和 入 多 大 在 和 能 的 理论 下 起 半生 要 的 作用 考虑 在 空间 
中 一 个 质量 为 1 的 吸引 点 了 P, 它 与 坐标 原点 的 距离 为 a. 设 点 М 与 坐标 原点 的 距离 
为 7 , 则 在 点 М 处 所 算出 的 这 个 质 АХ 


V(M)=- = 
МР Уа? + ү? J 


其 中 p 为 OP 与 OM 间 的 角度 . 令 = ,X= со 0 ,于 是 
СЁ 
ГА ГА 


1 
мМ 1221 + 12 
因而 ,如 果 将 右 端 按照 变量 i 的 乘 寡 展 为 级 数 , 则 按 前 一 目的 公式 (32) ,这 级 数 的 系 
数 将 是 勒 让 德 多 项 式 
УМ) = УЗР, (м. (1) 


对 于 实数 的 z, – 1 委 z 委 1, 这 展开 式 当 | 上 |<1 时 , 即 当 ->a 时 ,是 收敛 的 .事实 上 ， 
如 果 把 V 视 为 1 的 函数 , 则 对 于 这 样 的 x ,二 次 方程 :* 一 2xt +1=0 的 两 个 根 tj = 
e- ?(z=cos Ф) Ж У 的 两 个 奇 点 ,并 且 位 于 单位 圆周 上 . 
(2) 关于 勒 让 德 多 项 式 的 递 推 公式 АЯ 
хР,(х) = 471P 10) + 1 Р,.,(=х) (2) 
外 ,对 于 勒 让 德 多 项 式 可 得 出 另外 一 些 与 不 同 次 数 的 P, (zx) 有 关系 的 公式 .首先 ,将 
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展开 式 


1 оо 
天 -一 一 一 = >, Р,(а)и (3 
мМ 1-221 +1" 之 ) 


对 xz 求 导数 , 求 得 


-万 (1- 221 +1? >Р, (х), 
由 此 ,再 利用 展开 式 (3), 且 比较 上 的 同 次 需 的 系数 ,得 第 二 个 递 推 公式 

Р,(х)=Р’,.,(х)-2хР’,(х)+Р’,-,(х). (4) 
将 (2) 对 х 求 导数 ,有 旦 从 所 得 到 的 关系 式 及 公式 (4) 中 消去 导数 P', (z) , 便 得 第 三 个 
ВА, 

(27 +1)Р, (х) =Р',.1(5)- Р, (2х). (5) 
(3) 勒 让 德 多 项 式 的 积分 表示 ” 按 前 一 目的 罗 德 里 格 斯 公式 (22) 有 
1 № 2 
Р, (т) = зт (Я – 1)" {. 

利用 第 17 目 中 关于 高 阶 导数 的 柯 西 公式 ,由 此 得 第 一 积分 表示 


__1 (62 -1)" 
Р. (2) та | тес), (6) 
其 中 C 是 包围 点 x 的 一 条 闭 周 线 . 特别 , 设 z 是 实数 ,|zx|<1, 而 C 是 以 点 xz 为 中 
>, 1- д? УЖ, РЕА -г=У1-дл?е’, 48 02 -1=2 1-е. 


(z+isintw 1- х? ) ,而 因此 ， 
2r 
P,(z)= 云 | (z+isinzVI 一 好) dd 


由 于 在 这 式 子 中 左 端 与 右 端 都 是 z 的 解析 盟 数 ,故我 们 对 于 实 值 的 х(|х|<1) 
所 得 到 的 最 后 这 个 等 式 , 对 于 z 的 所 有 的 复数 值 也 成 立 . 此 外 ,容易 看 出 :在 公式 中 
的 sin t 可 用 cos г 替代 ,而 自 0 到 2x 的 积分 可 代 以 自 0 到 x 的 积分 的 二 倍 . 我 们 得 
到 勒 让 德 多 项 式 的 第 二 个 积分 表示 式 ( 拉 普 拉 斯 ) 


P,(z)= 元 | (z+iv 1— xicost) 4. (7) 
J 在; ГУТ 22 оов і = НВ = 
我 们 在 这 里 作 代 换 xz + cos t = ©, ВЕ dz Vit ,于 是 在 平面 5 


中 的 积分 路 线 便 成 为 连接 点 z+iV1-z 盖 =e? 与 r-iVv1- 三 =e ”的 垂直 线段 ， 
因此 
P (х) = -Е ба 
лее 1 -26+ 8 
按 柯 西 定 理 , 这 线段 可 代 以 圆 |5| =1 ЕЖА 5 =е”, - pg 二 9 过 0 的 圆 弧 ,于 是 我 们 
得 出 
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== = 一 一 一 . (8) 
V1~2ze + е9 х\/2)-\ соѕ д-х 


在 此 作 代 换 x = cos p ,再 分 出 右 问 的 实数 部 分 ,得 到 勒 让 德 多 项 式 的 第 三 个 积分 表 
示 式 ( 犹 利克 雷 ) 


р. (в) =1 | еб 1 r? ei("+3)0 


И соз( п +5049 
Р, (cos ==. „Гоз 0 соз Ф (9) 

(4) 关于 勒 让 德 多 项 式 的 渐 近 公式 ”在 积分 (8) 中 ,我们 考虑 用 复 变量 5=s+ 
іс 替代 0 , 且 按 柯 西 定 理 , 用 由 三 条 线段 所 组 成 的 折线 + 
П + 亚 ( 图 195) 来 蔡 代 积分 线段 ( - p,9p) ,我 们 得 到 


ryIP(osp)=| +| +| (10) 
在 线段 I 上 ,5=s+ i 被 积 函数 的 模 
(9+2) г- ("+3 )н 
из < Уз 
当 Ноо 0, НШ, М Ноо |, 0; 在 线段 I 及 夺 上 ， 


有 C= + ф+ ію, = 1с. Н оон , Н (10) Н 


1 


图 195 


о ("+5 ) oy 
у е іс) — соѕ ф 


_ 6 п+ >) = ет) ау 
“ 小 УЕ (1) 


为 了 要 得 到 在 ”的 数值 很 大 时 积分 的 近似 估计 ,我 们 利用 第 77 目的 越过 法 .对 于 大 
的 п, ИЖ е- 3) 在 点 c=0 处 有 十 分 陡峭 的 尖峰 , 且 最 陡峭 的 是 当 с 取 实 数值 时 


的 下 坡 , 因 此 积分 路 线 不 需要 形变 .在 е (953) 6 ВТЕ ВЕ 的 
м соѕ(ф + іс) 一 cos Ф 
存在 ,只 加 剧 在 点 с =0 处 的 尖峰 .实际 上 ， 


с05( ф + 1с) 一 cos p= +2 эт(Ф+ 7 т, 


rV2P,(cos ф) = іе (н) 


因而 这 因子 的 模 


1 | 1 
| 
cos(9 土 如) 一 cos 9 V2sh |sin(g+i 3) 


当 o>0 时 趋 于 无 穷 大 , 且 当 o> 时 ,以 指数 也 数 的 速度 来 减 小 . 
这 样 一 来 ,对 于 很 大 的 ,只 需 限 制 在 一 个 很 小 的 积分 区 间 0<o<h 上 ,积分 
(11) 的 主要 部 分 就 可 算出 ,在 这 区 间 上 有 
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+; 
14 _ 1 


[94] 
] е 


| 
= б 
м соѕ(ф + іс) 一 cos ф / #25 еі м Sin ф 


а А ТА НАОДИ СА, оо), ПАЛО] Е, РАУ, Ч и 很 
大 时 ,函数 ce。 (2) СОА, оо) ЕО ЛАВИН. НРА СТ) В 


积分 ,我 们 得 到 
ce 1 (1) 
м 25 ф | 1 42 
пт 


sin 0 
__ 1-27 л 
м 2sin Фф "+ 


[~ 


"2 )% — (1+1)е("*2)*] 


于 是 
1(1 -i)e-( 


~ л 
Р, (ооз р) 2rV Sin Фф |} + 5 
或 者 ,在 经 过 简单 的 变换 后 ， 
1 
пт 2 } - = | 


Р, (соз 9)~ ——2——9919+2)#—4) 
л "+5 } зіп Фф 
导 到 关于 勒 让 德 多 


不 改变 其 精确 度 ,我 们 可 在 分 母 中 用 п ЖЕК п +1. ,于 是 ,最 后 和 
项 式 的 渐 近 公式 ( 拉 普 拉 斯 ): 
+ 1 л 
9 ("+7 )9-4 | 


COS (nt > 
P, (cos 9)A4/ 2 
sin Фф 


我 们 将 不 去 讲 在 所 得 到 的 公式 中 的 误差 的 信 计 
从 渐 近 公式 看 出 : М и 无 限制 增 大 时 ,PP， 同志 一 样 地 趋 于 0. 从 这 一 公式 可 以 


(13) 


(12) 


到 关于 函数 Р, (соѕ vo) 的 零点 的 近似 公式 
п), 


„42-1 x 加 и 
ф, 2 2 2]1 十 1 (k=1,2, И 


当 и АЕ. 
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(5) 勒 让 德 函数 ” 设 关 于 勒 让 德 多 项 式 的 微分 方程 (第 92 目 公式 (18)) 
М] = (1- 22) —2zw +n(nt+1)w=0 (14) 
中 的 ”不 是 整数 ,我们 试图 仍 用 积分 (6) 来 满足 它 . Ч ”为 正 整数 时 ,积分 (6) 代 表 多 
项 式 已 ,(z) 


_ 工 (62 -1)" 


将 它 代入 方程 (14) 中 得 
а] А | АЕ (а(н +t) 06-а) (и+2)( 2-14 


2"; с (6= х)" 


-| 
272+1 Tri с аб (б-»)”""* 


因此 ,如 有 果 当 沿 着 闭 周 线 C 绕 行 一 周 后 函数 


四 (5? —1)”*! 
РС) (EC— =)" 


仍 回 到 出 发 时 的 数值 , 则 工 [让 ]=0. 将 平面 5 沿 负 轴 上 从 点 -1 到 -ce 的 射线 割 开 ， 
且 取 包围 点 5=1 与 5=>x 而 不 触及 割 开 线 的 任 一 条 闭 周 线 作为 C (196). Ч 
绕 行 这 闭 周 线 完整 一 周 时 ， 

ате (6) = (п +1) аге (6-1) +ав(6+1)}-(п+2)а1в (6 — х) 
Е (и +1)2x - (п+2)2х = -2r, 因 为 这 时 arg(5-1) 与 arg(5- =) #19 9] 
量 2r, 而 arg(5+1) 回 归 到 出 发 时 的 数值 .由 此 推出 , 当 沿 闭 周 线 C 2817—35, В 
数 F(5) 回 归 到 出 发 时 的 数值 ,也 就 是 ,对 于 任何 一 个 ,积分 


P, (=) = С" аб (15) 


лі с (6&- ж)" 

都 是 方程 (14) 的 解 ,这 里 C 是 前 面 所 描述 的 那 种 周 
线 .这 个 积分 称 做 第 一 类 勒 让 德 函 数 .对 于 正 整数 ”， 
М = +1 不 再 是 奇 点 了 ,因而 С 可 形变 为 任何 一 条 
包围 点 5= = 的 周 线 .因此 ,对 于 这 样 的 2”, 勒 让 德 函 
数 变 为 通常 的 勒 让 德 多 项 式 . 

由 于 勒 让 德 的 微分 方程 (14) 是 二 阶 的 , 故 除了 
P,(z) 之 外 , 它 应 当 还 具有 一 个 与 Р, (z) 线 性 无 关 的 图 196 
解 .这 个 解 可 由 P,(z) 借 助 于 一 次 求 积 分 而 得 到 


w= P,(z) 
实际 上 , 勒 让 德 方程 可 写成 
< (1-22) | tn(n+1)w=0 
的 形式 .由 于 Р, (z) 满 足 这 方程 , 故 


аб. 


| op (16) 
(1 ) PE) 
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Ч [а- =)“ | +п(п+ Г )Р, =0. 
把 这 两 个 方程 中 第 一 个 方程 乘 以 已, ,第 二 个 乘 以 w ,再 进行 相 减 ,我 们 得 到 


[а - =) (р. 95) ] 0, 


dz dz 
由 此 在 积分 后 便 得 出 
адв. 
或 
(Р.Р 
于 是 


vw = =Р. (2)C | Пе, рр)’ 


除了 常数 因子 С 之 外 , 它 与 积分 (16) 重 合 .将 积分 (16) 规 范 化 ,使 在 无 穷 远 处 它 等 于 
0, 即 


Ср“ a 
9. (=) =Р,(=) | py (17) 


这 通常 称 做 第 二 类 勒 让 德 积分 . 

МХ P,(z) 同 О, (z) 线 性 无 关 , 因 为 , 当 zx 一 co 时 已 (z) 一 co ,而 Q,z) 一 0( 在 
关系 式 оР, (=) + ВО, (=)==0 中 , 命 > 一 co , 先 得 出 a=0, 然 后 代入 任何 一 个 = , 便 得 
Ш В=0). : 

从 公式 (17) 看 出 :点 5= +1 是 勒 让 德 函 数 О, (z) 的 对 数 性 的 奇 操 ,所 以 对 于 整 
ЖАНА п, О, (z) 不 是 多 项 式 . 

(6) 球面 函数 ”考虑 齐 次 的 调和 多 项 式 U, (х,у, х): 

U, (х,у,=)= 22 аһу", (18) 


А РУАН, л Е ЕТА, 1,т 来 取 的 .多 项 式 07,1 


三 维 的 拉 普 拉 斯 方程 
ги, FU, 90 
天 95 952 =0. (19) 
当 使 用 球面 坐标 x = rsin boos ф, у = rsin bsin ф, 2 = roos Ө 时 ,调和 多 项 式 可 表示 成 
О, (x,y,z)=r"Y,(0,9) (20) 
的 形式 ,其 中 У, ЕР cos 0, соз ф,ѕіп 0,sin ф 222150. АЖ У, (0, ФЭК п И 
球面 函数 . 
利用 在 积分 号 下 直接 对 zx,y,z 求 导数 ,我 们 可 以 确认 ,下 列 的 2n+1 个 nn 次 多 
项 式 
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| (z+ixcos t+iysin Е)" соз- т (m=0,1,2,.…,n), 
(21) 
| (2 + іхсоѕ t+iysint)"sin midt (m=1,2,…,n) 


( 当 m>>n 时 ,由 于 三 角 函 数 的 正 交 性 ,积分 等 于 0) 都 是 调和 多 项 式 .可 以 证 明 : 它 们 
构成 п 次 多 项 式 的 最 大 的 “线性 无 关系 . 
引入 球面 坐标 , 且 利 用 表示 式 (20) ,我 们 从 (21) 得 到 (2n + 1) 个 球面 函数 的 系 


| [cos 0 + isin Ocos(t — ф) |”cos midt, 


[7 Гов 9+ isin боов(е — $) "за md 
НЕВА г ее гес тА 
№ И [cos 9 + isin Өсоѕ т |" 


现在 利用 周期 函数 的 已 知 的 性 质 : 沿 着 长 度 等 于 周期 的 线段 的 积分 ,与 线段 的 位 置 无 
关 . 我 们 以 线段 [ - x,r] 蔡 代 积 分 线段 L[ 一 x 一 gp ,x 一 og]. 最 后 ,按照 熟知 的 公式 展开 
cos m(g+t), 且 利用 函数 sin тт 是 奇 函 数 这 个 性 质 , 我 们 得 到 这 (2n +1) 个 2 阶 球 
面 函 数 的 最 后 的 表达 式 : 


соѕ тФ | (cos 9+ іѕіп Ocos т)" соз тат (m=0,1,2,…,n), (22) 


Ке е г)ат. 


sin mg | (cos O+isin Өсоѕ т)"соѕ ттат (m=1,2,…,n). 
在 表达 式 (22) 中 ,cos тоф 与 sin mo 的 系数 相等 .与 它们 只 相差 一 个 常数 因子 的 函数 
(cos 0) = 云 | (cos 0+isin Ocos т)" соѕ ттат, (23) 


称 做 勒 让 德 的 联合 函数 . 特别， 
Р, о (cos 0) = 元 | (cos 0 + isin Ocos т)"Ят = Р, (cos 9) 

与 勒 让 德 多 项 式 相 一 致 (我 们 利用 了 拉 普 拉 斯 的 积分 表示 式 (7)). 

这 样 一 来 ,(2n +1) 个 n 阶 球面 函数 系 便 可 表 为 

P, (cos 0);P, „(сов 0)cos тф,Р, (сов 0)sin mo (24) 

的 形式 ,其 中 m=1,2,…,n НР 是 勒 让 德 联合 函数 

(7) 切 比 雪夫 多 项 式 的 极 值 性 质 ” 切 比 雪夫 多 项 式 是 在 区 间 ( 一 1,1) 上 与 零 相 
差 最 少 的 多 项 式 . 这 意味 着 : 在 所 有 的 最 高 系数 为 1 的 п 次 多 项 式 中 ,在 区 间 


(一 1,1) 上 T(x) 的 模 的 最 大 值 达到 最 小 值 . 实际 上 , 令 с = соѕ p Мл, = соз 如 


* 这 表示 , 任 一 个 次 调和 多 项 式 Us (z,y,z) 都 可 以 表 成 多 项 式 (21) 的 线性 组 合 . 
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(Е =0,1,--*, п), РМ 
T, (x) = тоок п агс соѕ л) = Ё 


(参看 第 70 目 公 式 (11)) 得 出 
、 —_ Ё 
Т, (з) = 5 = С, 


即 , 在 这 些 点 处 Т, (z) 的 模 达到 它 的 最 大 值 . 

设 R, (x ) 是 一 个 最 高 系数 为 1 的 п 次 多 项 式 .假定 在 区 间 ( 一 1,1) 上 ,R, (zx) 与 
零 的 偶 差 不 高 于 Т, (а), 

Т, (Zo) 之 民 (1%), Т,(х, К, (х1), Т, (15), (x,),. 

由 此 推 知 : 差 数 R,_1(z)= R(x) 一 T(x) 在 区 间 ( 一 1,1) 上 改变 符号 不 少 于 次 ， 
即 在 这 区 间 上 它 至 少 有 и 个 根 . 但 R,_1 (xz) 的 次 数 不 高 于 n 一 1, 故 这 是 不 可 能 的 . 
这 个 矛盾 就 证 明了 :T, (x) 是 与 零 相差 最 小 的 多 项 式 . 

(8) ЖИ АЛЕНА ЛЕ 

z(z—1)w +[- 7+ (1+а+ В) = №’ +aBw=0 (25) 
РАН ЛАНГ Е (У). Е 
и =Е(а,В,У;=) 


1. ap с а(а+1)В(8+1) >, 
ИГУ, + 


+ nl УСТ: =" + (26) 


ЕТЕНЕ, ХРОНО ЛМ“. Ч а= В= у= 1 时 , 它 变 为 通常 的 几何 级 数 ( 具 
有 公 比 z 的 几何 级 数 ). 

要 使 级 数 (26) 变 为 n 次 多 项 式 ,显然 ,必须 使 a 或 B 等 于 一 n. 例 如, 设 B= 一 nn， 
且 记 

у-1=А,а+В- у= џи, 
所 得 到 的 多 项 式 乘 以 系数 C, 后 ,我们 用 
О (=) = С,Е(А+и+п +1, -п,А+1;=) 

来 表示 它 . 可 以 证 明 : 如 果 按 照 等 式 


1-х 


之 一 一 一 


来 引入 变数 z ПАМ =, Н. 
Г(А+ лп +1) 


С, = Г(А+1)' 


ж 级 数 (26) 的 系数 可 用 通常 的 待定 系数 法 来 求 得 . 
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ИГО" (а) ЖЕН 22150 Ри (х). 
(9) 波动 方程 与 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 函数 “在 一 个 力 场 中 的 质点 的 波动 方程 
(ЕЕ) НН РМ 


д 
= 50, (27) 


其 中 А 为 拉 普 拉 斯 算 子 ,y я. 点 的 几何 坐标 及 时 间 的 函数 ,h 是 i m 是 
质点 的 质量 ,V 是 势能 ,E 是 参数 .我 们 假定 ,y 只 依赖 坐标 x 及 V = 523 ,这 对 应 于 


线性 振动 子 的 情形 .引入 两 个 新 的 常数 a? = = = 各 于 ,其 中 第 一 个 是 给 定 了 的 ， 


第 二 个 代替 Е 起 参数 的 作用 .我 们 把 方程 (27) 写 成 为 
d+ ar) y= 0 (28) 


的 形式 .方程 (28) 可 化 为 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 多 项 式 的 微分 方程 . 要 证 明 这 个 ,我 们 
考虑 在 区 间 (- оо, оо) ЕХ 1 ЕЗЕРА 


р. (1) еН, (1) (29) 
(y_(1) 称 做 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 函 数 ). 将 电 ,(1) =ey(1) 代 入 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 


特 多 项 式 的 微分 方程 ,在 约 去 ef 后 求 得 
y(t)+(1+2n 2°), (2) =0. (30) 
使 用 简单 的 自 变 量 代 换 , 便 可 把 这 方程 化 成 方程 (28). р Е, > = ас, ВН а 
某 一 个 常数 , 目 令 4, (ах) = ф(х), НЮ ф(х) =а (1)( 导 数 是 按 位 于 括 弧 内 的 
变 元 来 取 的 ). 将 这 代入 方程 (30) ,我 们 便 把 它 化 成 如 
ф’ (=) + [(1+2п)а’-ах ° 14(х) = 0 
的 形式 .将 所 得 到 的 方程 与 (28) 比 较 , 便 可 看 出 :假若 取 a =V а , 则 当 


А=А, = (1+2п )а (31) 
时 , 它 就 同方 程 (28) 一 致 .这 样 一 来 ,如 果 方 程 (28) 的 参数 和 满足 条 件 (31) , 则 函数 
y=%, (Var)=e Н, (Гах) (32) 


是 它 的 解 ,其 中 也 ,是 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 多 项 式 ,内 是 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 函数 . 
(10) 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 函 数 与 抛物 坐标 ”考虑 如 下 形式 的 二 维 波动 方程 
D+ и =0, (33) 

其 中 ген ЛЕВ = + гу, М 


х= л +іу= }(5), 
Ж РО) ЕЧ, ВИРА АЕ Е, у. 直接 应 用 复合 函数 的 微分 法 则 
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及 柯 西 - 黎 曼 方程 ,得 到 
2и Pu ‚аи Ф 
а 9 17 (9) |552 +957). 
因此 ,在 新 的 变量 中 方程 (33) 取 形式 
Ou du, 2 2 _ 
5 全 5/ РС) ги =0, (34) 
特别 , 令 О-о, РЯ 
х=5(2-Т), =. 
ТЕМ = = х + іу БАЊЕ 2 = const,7 = const 是 抛物 线 , 所 以 坐标 《与 7 称 做 抛 
物 坐 标 . 
对 于 抛物 坐标 来 说 ,方程 (34) 具 有 形式 
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5 ү )u=0. 
我 们 用 分 离 变量 法 来 求 它 的 解 . 令 и = U(6) V(7). 于 是 最 后 的 方程 具有 (在 简单 的 
变换 后 ) 形 式 

е ее У) pr ез5) 


由 于 等 式 的 左 端 仅 是 一 个 变量 的 函数 , 而 右 端 是 一 个 变量 ур 的 函数 , 故 两 端 应 等 
于 同一 个 常数 ,这 个 常数 我 们 将 用 - 8 来 代表 .替代 一 个 方程 (35) 我 们 有 两 个 方程 

US)+(E+BD)UCG)=0V (у) + (2172 – В) У() =0. 
如 果 在 这 些 方程 内 , 6 НУ В = УмёЁ, т і "шт, Ё В = В, = 
м (2n +1)ix , 则 这 两 个 方程 便 可 化 为 关于 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 函 数 的 方程 (30)( 参 
看 这 一 目的 方程 (31)). 这 样 一 来 ,我 们 得 出 了 波动 方程 (33) 的 无 穷 多 个 解 

и=и, = А,ф, („иё )ф, (2 Міш), 
其 中 几 是 切 比 雪夫 一 埃 尔 米 特 函 数 ,A, 是 常数 . 
所 构造 的 解 使 我 们 能 解决 ,例如 ,关于 抛物 柱 面 的 衍射 问题 . 
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圆柱 函数 ,或 次 通称 做 贝 塞 尔 函 数 ,在 应 用 上 起 着 特殊 重要 的 作用 , 主要 的 是 在 
与 圆 形 或 圆柱 形 的 物体 有 关 的 问题 上 . 这 是 由 于 : 当 利 用 古典 的 分 离 变 量 法 ,来 解 含 
有 用 圆柱 坐标 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 数学 物理 方程 时 (参看 第 99 Н , 例 6 一 例 8) , 便 导 向 
用 来 定义 圆柱 函数 的 方程 


а?у dy 2 、2、 _ 
х тах * (т А) у=0. (1) 
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圆柱 函数 J,(x) 首 先 由 丹尼尔 :但 努 利 在 专门 对 重 链 摆动 的 研究 工作 中 讨论 过 
(彼得 堡 ,1732 年 ).D. 伯 努 利得 到 了 在 =0 时 的 特殊 情形 下 的 方程 (1) ,并 且 解 出 了 
它 , 求 得 了 万 (xz) 的 用 震级 数 形式 的 表达 式 . 此 外 ,他 指出 了 下 述 事实 而 未 加 证 明 : 方 
程 J,(x)=0 具有 无 穷 多 个 实 根 (参看 第 99 目 例 6). 

在 后 来 的 工作 中 ,出现 有 圆柱 函数 的 是 L. 欧 拉 的 著作 (彼得 堡 ,1738 年 ). 在 那 
篇 著作 中 , 欧 拉 讨 论 了 关于 圆 膜 振 动 的 问题 ,得 到 了 具有 整数 值 = 的 方程 (1)( 参 
看 第 99 目 例 7). 解 这 方程 ,他 得 到 了 当 为 整数 时 的 J (x ) 的 展 成 x НН ЗЕ 
达 式 ,而 在 后 来 的 工作 中 ,他 把 这 表达 式 推广 到 指标 4 为 任意 数值 时 的 情形 . 此外， 
欧 拉 还 证 明了 : 当 # 等 于 一 个 整数 带 一 半 时 ,函数 (x) 可 用 初等 函数 表 出 (参看 第 
95 目 ). 指 出 了 下 述 事实 而 未 加 以 证 明 : 对 于 实数 值 的 人 ,图 数 凡 (rz) 具 有 无 穷 多 个 实 
的 零点 (参看 第 98 目 ) ,并 且 给 出 了 关于 (x) 的 积分 表示 式 . 

最 后 ,对 于 X=0 与 4=1 的 情形 , 欧 拉 在 1769 年 (彼得 堡 ) 的 工作 中 给 出 了 关于 
方程 (1) 的 与 J (x ) 线 性 无 关 的 第 二 个 解 的 级 数 表达 式 [ (参看 第 96 目 (4))]. 

由 此 可 见 , 欧 拉 已 得 到 了 关于 圆柱 函数 与 它 在 数学 物理 中 的 应 用 的 基本 结果 . 

名 字 常 与 圆柱 函数 连 在 一 起 的 德国 天 文学 家 下. W. 贝 塞 尔 在 1824 年 的 工作 中 ， 
由 于 研究 行星 环绕 太阳 的 运动 ,给 出 了 关于 函数 有 (xz) 的 递 推 关 系 式 , 这 些 关 系 式 ， 
虽然 是 很 重要 的 , 却 依然 带 有 初等 性 质 (第 95 目 ) ,他 还 得 到 了 当 为 整数 时 J (т) 
的 新 的 积分 表示 式 (参看 以 前 第 70 目 ) ,证 明了 J,(z) 具 有 无 穷 多 个 零点 , 且 编 出 了 
ЖР/Л(х), Л (х) J,(z) 的 第 一 批 表 . 

95. 第 一 类 圆柱 函数 (1) 五 .区 . 索 宁 的 积分 表示 式 “” 考虑 圆柱 图 数 的 微分 方 
程 

Рем + (12 - А?) х =0, (1) 
其 中 上 是 独立 变量 ,x 是 所 求 的 函数 ,4 是 个 参数 , 称 为 方程 (1) 的 指标 . 为 简单 起 见 ， 
我 们 将 设 1 是 实数 .我 们 将 按照 第 84 目 中 所 指出 的 算 子 法 来 解 这 方程 . 
如 车 用 X(p) 表 示 所 求 的 函数 的 像 , 则 按照 第 80 目 中 关于 像 与 像 原 函数 的 微分 
定理 亚 及 J ,有 
Г (р?Х - pro-r) =p XX +4pX +2pX, 
tir-(pX-xo) = - рХ'- Х, ге Х", 
其 中 zo=Zz(0),zi= 二 (0) 是 给 定 的 始 值 条 件 ” .这样 一 来 ,对 应 于 方程 (1) 的 算 子 方 
程 具有 形式 
(p*+1)X +3pX’ + (1-А°)Х=0. (2) 
为 了 要 解 这 方程 , 作 自 变量 的 以 及 所 求 的 函数 的 代 换 , 令 


* 初始 条 件 没 有 参加 到 算 子 方程 (2) 中 ,因为 上 =0 是 方程 (1) 的 奇 点 . 
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р=% а. Хр) = oY(9), 


于 是 就 有 
ах 
_ 44а 1 _ ЗВ 
А ар са а’ 
dq 
ах ， 
”»_ dg _ 1 ww 2SsShgqv,,3shg-chyg 
人 dp ГЫ о * са у, 
dq 
再 把 这 代入 (2) 中 ,我 们 得 到 了 一 个 简单 的 方程 
Ү-А?Ү=0. 


从 这 个 方程 的 特 解 了 = е “回转 到 原来 的 变量 p 与 X , 便 得 出 方程 (2) 的 特 解 
(3) 


1 акыр 1 | 
М р +1 Vp +1(р+ 5+1)" 
在 已 割 去 了 射线 ;=0,|o|>1 的 平面 p=;s+ іс Е, У p*+1 可 以 分 出 单 值 的 分 
支 . 取 A>0 且 约定 仅 考虑 v p*+1 在 5 轴 上 取 正 值 的 这 一 分 支 .于 是 当 рат, 
Re р>0 时 ,函数 Х(р)—0 对 于 аго р 是 一 致 的 ,因此 , 它 是 一 个 像 (参看 第 79 目的 
定理 4 ,我 们 不 讲 其 他 条 件 的 验证 ).X(z) 的 像 原 函 数 一 一 方程 (1) 的 特 解 一 一 我 们 
将 称 它 为 第 一 类 圆柱 函数 或 4 阶 贝 塞 尔 函 数 , 并 且 用 记号 J(z) 来 表示 (对 于 整数 的 
=n ,参看 第 82 目的 公式 (7)). 函数 Л, (1) 79 目的 反 演 公式 可 求 得 为 
__1 е”Ар 
ЛА (Е) = 5 一 一 一， (4) 
<i | Vp +1(р+/ р? +1) 
其 中 工 是 任意 一 条 直线 Re р=а>0. 
在 (4) 中 ,变换 到 新 变量 


Х = 


ш=р+М р? +1, (5) 
Ж = (0-2) dp __ -dw 日 积分 路 线 是 平面 a = 6+ in 中 的 一 条 曲线 
2 о "УР а ? УС 2 7 З 2 


C 一 一 直线 工 在 映射 (5) 下 的 像 .由 于 在 上 映射 ( 5) 下 , 轴 о 变 到 射线 <=0,|7| >1 与 半 
圆周 | wo| =1,&>0 的 总 和 (参看 在 第 7 目 中 的 茹 科 夫 斯 基 映 射 的 性 质 ,映射 (5) 同 它 
没有 本 质 上 的 不 同 ) ,而 数值 可 以 任意 小 , 故 С 具有 在 图 197 中 用 虚线 所 表 出 的 形 
状 .这 时 ,积分 (4) 变 为 下 面 形状 的 积分 (也 . 兄 . 索 宁 ,1870 年 ) 


(= А гт ао. (6) 
显然 ,曲线 СН 9 Re оа >0 来 替代 ,而 不 改变 积分 的 数值 
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由 于 在 圆周 |w| = ЕТ R 一 co 时 趋 于 0, 故 当 :>0 时 , 按 车 尔 当 引 


理 , 积 分 (6) 沿 弧 С, ( 见 图 197) 趋 于 0. 因 此 ,在 公式 
(6) 中 的 周 线 С 可 由 表示 在 图 197 中 的 周 线 C ”替代 ， 
这 周 线 从 点 - % 沿 负 半 轴 (&) 的 下 岸 前 进 , 沿 圆周 绕 
坐标 原点 ,再 沿 同 一 半 轴 的 上 岸 回 归 到 一 co .这 样 一 
来 ,我 们 再 得 到 圆柱 函数 的 一 个 积分 表示 式 , 它 也 是 属 
Н.Я. ЖЖ = Ар 
= | за. до. (7) 

索 宁 积分 (7) 是 对 于 正 值 的 z 得 到 的 ,可 是 它 的 右 端 
部 分 代表 一 个 在 z 的 右 半 平面 内 解析 的 函数 ,因为 ， 
当 Re =>0 时 ,积分 (7) 对 于 z 来 说 是 一 致 收敛 的 .天 图 197 
И, Л Л СЕРА ЕЖЕ. 

再 者 , 当 Ве z >0 时 , 索 宁 积分 不 仅 对 于 正 值 的 4 收敛 ,而 且 对 于 任何 复数 值 的 
А 也 都 收敛 ,因为 ,在 周 线 С" 的 水 平 部 分 ,指数 因子 趋 于 0 的 速度 , 较 快 于 |w*'| 的 
可 能 增 大 的 速度 .所 以 , 索 宁 积分 在 右 半 平面 上 定义 了 任意 复数 阶 的 圆柱 ( 贝 塞 尔 ) 
函数 . 

(2) 解析 性 质 ”对 于 整数 值 的 参数 A = n(n=0, 土 1, 土 2,…), 索 宁 积 分 (7) 的 
被 积 函 数 是 单 值 的 ,因此 沿 周 线 С" 的 水 平 线 部 分 的 积分 等 于 0, 因而 积分 (7) 具 有 在 
前 面 遇 到 过 的 形式 ( 见 第 70 Н) 


1.0) == пао (8) 


1 | 25 (9-5) 
(我 们 取 周 线 C* 中 的 圆周 的 半径 为 1). 由 于 (8) 的 右 端的 积分 对 于 任何 的 * 都 收敛， 
而 且 是 一 致 收敛 的 ,故我 们 可 以 推断 出 : 对 于 整数 值 的 参数 еп, Ж, (х) 64 
58 Ж. 

再 设 > 是 正 的 ,而 4 НЕЖНОЕ) = ,我 们 得 
到 索 宁 一 施 拉夫 利 积分 : 

0) 505) | 80777 (9) 

(在 作 这 样 的 代 换 时 , 周 线 С" 变 为 相似 于 它 的 周 线 , 因 此 与 C" 有 相同 的 形状 )， 

对 于 任 一 复数 ,在 z 值 的 任 一 有 界 区 域内 , 索 宁 - 施 拉夫 利 积分 都 收敛 且 一 致 
收敛 ,因此 , 它 给 出 圆柱 函数 J,(z) 到 全 部 复数 平面 z 上 与 参数 A 的 所 有 复数 值 上 的 
解析 延 拓 .在 积分 前 面 那个 因子 必 的 存在 表明 :一 般 地 说 ,这 个 函数 是 无 穷 多 值 的 ， 
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有 支点 z=0, 但 对 于 任何 复数 A， а ма, 


(3) 其 他 积分 表示 式 ” 设 Re z >0, 我 们 在 索 宁 积分 中 作 代 换 w = e* ,于 是 周 线 
C 变 为 表示 在 图 198 中 的 周 线 ПСИ С" 中 的 
圆周 的 半径 为 1). 索 宁 积 分 变 为 施 拉夫 利 积分 


(2)= 志 | em 和 wd， (10) 


这 积分 在 右 半 平面 中 表示 圆柱 函数 . 

对 于 整数 值 的 参数 和 A = п(п=0, +1, 土 2,…), 由 于 
函数 е" Еу зіп С 都 是 周期 函数 ,沿路 线 п 的 铅 直线 部 分 
的 积分 彼此 相抵 消 , 因 而 有 а ів 

Пенья || еа |" cos(z зіп Ё пб) а (11) 
(我 们 按 欧 拉 公式 来 展开 函数 е 8 "0, НЯ cos 是 偶 函 数 与 sin 是 奇 函 数 的 性 
质 ). 这 是 我 们 已 经 在 第 70 目 中 引入 过 的 贝 塞 尔 积分 
(4) 级 数 表 示 “ 在 索 宁 - 施 拉夫 利 积 分 (9) 中 ,展开 因子 е0) я 
数 , 且 交换 求 和 与 求 积 分 的 顺序 ( 由 于 所 得 级 数 的 一 致 收敛 性 ， 这 交换 是 合法 的 ): 
00506) СВЕ а 
| > зр 15) а. es dt 
利用 关于 下 函数 的 汉 克 尔 积 分 表示 (参看 第 89 目 公 式 (24) ) , 便 得 出 所 求 的 圆柱 函数 
的 级 数 展 开 式 


_ ~ (—1)* 2\7 
А) тает) | (12) 
从 公式 (12) 看 出 :对 于 实数 值 的 ) Б=х, АЖ Ј, (хук Жи. 
特别 ,对 于 非 负 的 整数 值 Л = ”, 得 展开 式 


= прут (5) , (13) 
这 是 我 们 已 经 遇 到 过 的 (例如 参看 第 70 目 与 第 82 Н). 对 于 负 的 整数 值 M= 一 n, 和 
式 (12) 中 的 前 面 项 都 等 于 0, 因为 当 k=0,1,…,n 一 1 ВАО 一 0; 因 
而 公式 (12) 具 有 形式 
( 1)* 2 一 2 十 2 Е > (– 1)" 2 п+2у 
9 = ЗЕЕ) Е) 
(我 们 替代 求 和 的 指标 & 以 指标 vy = п), 
Т-„(=)=(-1)”Т, (=). (14) 
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(5) 母 函 数 “” 对 于 整数 值 的 =7 =0,+1, 寺 2,…, 索 宁 积 分 (8) 同 函数 
cei-zx) 的 依 w 短 排 列 的 洛 朗 展开 式 的 系数 公式 相 一 致 .因此 ， 


З(«4) 2 У) (в). (15) 
函数 е (“-®) ЖК (=) ЕВА. 在 第 70 目 中 我 们 已 会 利用 它 来 定义 整数 阶 的 圆 
柱 函数 . 
在 (15) 式 中 作 代 换 w= e” ,我们 得 下 述 函 数 的 傅 里 叶 级 数 的 展开 式 
= >. ],(=)е”. (16) 


在 (16) 式 中 分 开 ( 对 于 实数 值 的 = 及 0) 实 数 部 分 与 虚数 部 分 ,得 


соѕ( zsin 0) = > J,(z)cos n0,sin(zsin 0)= > J,(z)sin пб, 
或 ,利用 关系 式 (14)， 得 到 实数 形式 的 伟 里 叶 级 数 


cos(zsin 0)=J0(z)+2 > Л, (=)соз 2720 ， 


wo (17) 
sin( zsin 9)=2 >, J,1(z)sin (27 一 1)0. 
特别 是 , 当 9= 亏 时 ,就 有 
соѕ z=Jo(z)—2J,(z)+2J4(z)—…, 
яп z=2J.(z)—2J;(z)+.: 
(6) 递 推 关 系 ，” 从 级 数 展开 式 (12) 求 得 
ал) 1 (—1)* (= 071 
а т Г(А+Е+Т) 
Е 1 со (1) k > А+2Е+1 
о! гор 
(我 们 以 一 1 替代 求 和 的 指标 上 ) ,或 最 后 
а Л =) _ Jiri(z) 
RR = д (18) 


公式 (18) 可 写成 
а (=) — Ла+1(=) 


242 2 АТ 
НЛК, ЖАТ Н ол Я 6 7 ,可 归结 为 改变 符号 和 以 +1 替代 指标 4 
逐次 应 用 这 个 运算 ， 日 引入 简约 的 记号 
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а — а" 


а.а. 4 
zdz zdz zdz (zdz)"’ 
„к 


我 们 得 到 
а" Ј, н =) 


д) (=) 
(=4= )" | 


=(-1)" (19) 


同样 地 ,可 得 


а А Е К (1): (А+ А) 之 2А +261 
az (=) = = 2, Е! 005) 


7% кр (3) 
(我 们 利用 了 关于 г 函数 的 递 推 关系 式 ) ,或 
В (20) 


以 = 除 这 方程 的 两 端 ,我 们 看 出 : 应 用 运算 -9- = Р аЛ, (z), 可 归结 于 以 A 一 1 替代 指 
标 4 .逐次 应 用 这 个 运算 ， И 


ск Л (2) == "Л -„(=). (21) 
公式 (18) 与 (20) 可 重 写成 
Ја) = (а) = а (=) T(z)= (9) = АЛ (а) (22) 
的 形式 .从 (22) 中 的 一 个 方程 减 去 另 一 个 , 便 得 到 一 个 不 含有 导数 的 递 推 关系 式 
10е) + (ж) = АД (=). (23) 
同样 ,将 (22) 中 的 那 两 个 方程 相 加 ,得 第 二 个 递 推 关系 式 
Л-1 (=) -Л+1(=)=2Т, (=). (24) 
还 要 注意 , 当 4=0 时 ,从 (22) 得 到 
(ж) = (а). (25) 


(7) 阶 数 等 于 整数 加 方 的 图 柱 函数 欧 拉 已 经 证 明了 ,这 些 函 数 可 用 初等 函数 


表 出 .实际 上 , 按 公式 (11) 且 注意 到 T|{ 4+ 广 外 = У ов 89 НАХ 
(18)) ,首先 得 到 


DR 
3695 х Ьі ВЕР» (2) 


(—1)* 221 一 2 。 
М пе 2 У (22 +1)1“ М nA; (26) 
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С) (ау 
= 2р (5) 


2 < (-1)% »._ /2 
ны = / воз <. (27) 


然后 利用 关系 式 (19) 与 (21) , 求 得 


О 234 
т. КӨ, = / 2" 9 cos = (28) 


由 此 便 可 看 出 Е] +и+1 ИИ 
在 作 简 单 的 变换 后 ,这 两 个 公式 具有 形式 


о |) ва). 


| (29) 
д 029 | , 
其 中 
[8] 


yd 
4 (22+1)! (n-2k-1)! (2z) 


([a] 表 示 正 数 a 的 整数 部 分 ,例如 | 5 |=3). 
(8) 正 交 性 ” 按 定义 ,圆柱 函数 =](z) 满 足 微分 方程 
TT (х) + ар (rz)+ (x -A )N (х)=0. (31) 


令 zx=at, 其 中 a А, НЕЖМ y= Ј, (а) = у(:). АЖ 


, 1 ду vv 1 а? 
Г, (х) =, Г, (ах ==, 


Кл, АРХ у= (at) 所 满足 的 微分 方程 
уу (ес) о р 
现在 考虑 两 个 函数 у, = Л, (0) 5 у = 7, (№), ЖИ а 与 8 都 是 常数 . 按 刚 才 所 
证 明 的 ,它们 分 别 满足 方程 
y 1 + 十 (а =) =0,у; +2, + в == >: =0. 
以 у 8 — А, М y1 乘 第 二 个 方程 ,再 从 第 一 个 减 去 第 二 个 .如 果 再 引用 记号 


Мч + 


5, = 


[94] $33 圆柱 函数 507. 
и= уу – му, и = УТУ, - уу, РЕЖ 

ити (8 – а?) улэр. 
ДЕР 2 КАРР (и) ,所 以 对 + 自 0 到 ! 求 积分 后 ,得 


/ | / 
ut = а?) |, У1 У2 141 
Ё= 


(为 了 对 于 非 整数 的 д 要 积分 收敛 ,我 们 应 当 假 定 *> - 1. 于 是 ,如 果 被 积 图 数 
Л. (аі) Л, (ВЕ) Е 4 1—0 时 变 为 无 穷 大 , 则 无 穷 大 的 阶 数 低 于 一 次 ) .代替 у 5 у ДЕ 
们 用 J 的 表达 式 , 便 有 


(8 —a’) [ Л, (а Л, (ВЕ) ла = 119], (ай), (81) — 87, (а) (BI)!. (33) 
现在 假设 а 与 8 是 方程 


Л (1) =0 (34) 
或 方程 
J (zxLl)=0 (35) 
的 不 同 的 根 .于 是 (33) 式 的 右 端 就 等 于 0, 因 而 得 
| Л (её), (№) =0. (36) 


我 们 将 在 第 98 目 中 证 明 , 对 于 实数 的 4, 方程 (34) 与 (35) 中 每 一 个 都 有 无 穷 多 
个 实数 根 .假设 а, ,a,,… ,a ,… 是 这 些 方 程 之 一 的 根 ,于 是 根据 公式 (36) 可 以 断定 : 
5 Ж Ј, (аі), Ј, (аі), """, Ј, (о), "№, – ХЕ 0] (0,1) ЕА t 的 正 交 组 ”. 


这 个 事实 指出 了 圆柱 函数 Л, (аг) (满足 微分 方程 + 了 y+ (02-4 )у=0 


的 ) 与 三 角 函 数 sin at ,cos ої (满足 微分 方程 yw + a*y=0 的 ) 之 间 的 类 似 .事实 上 ， 
ИЖ sin kat ,cos kat 也 构成 在 某 一 区 间 上 的 正 交 组 . 以 后 我 们 将 不 止 一 次 指出 
这 种 类 似 . 
(9) 按 圆柱 函数 来 展开 的 级 数 ” 设 al,a,，,…,a;,，… 是 方程 (34) 或 (35) 的 正 根 ， 
Н f(z) 是 在 区 间 (0,7) 上 了 逐 段 光滑 的 函数 .假定 在 这 区 间 上 f(z ) 可 表 为 一 致 收敛 的 
级 数 
Р) = >, сы, (ав). (37) 


= 1 


由 于 按照 在 (8) 中 所 证 明了 的 ,函数 (ast ) 构 成 一 个 在 区 间 (0,71) 上 带 权 z 的 正 交 
组 , 故 级 数 (37) 的 系数 可 按 第 91 目的 一 般 公式 (7) 来 确定 : 


ж 对 于 非 整数 的 4 ,我 们 假定 4 > 一 1. 
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а= |, 62), (о) гаг, (38) 
其 中 
d? = | (ааа. 

我 们 来 计算 最 后 这 个 积分 .为 此 ,将 利用 公式 (33) ,我 们 假定 在 (33) 中 ,a 是 方程 
(34) 或 (35) 的 一 个 根 , 而 В 连续 地 趋 近 于 这 个 根 .在 方程 (34) 的 场合 下 ,公式 (33) 具 
有 形式 
сы (axl )J (Bl) 

В 一 at 


[ Ј, (art) (Pt)idt = 


由 此 可 看 出 : 当 Ba 时 , 右 端 重新 有 不 定形 式 广 . 按 洛 必 达 法 则 来 揭 开 这 不 定式 , 求 


—_\ 
ап 


7 1 . [2 / 
d= | (ани = т => (аы). 


根据 公式 (22) 的 第 一 个 式 子 ,在 其 中 令 z= аи, 7, (ай) = Л. (ай), НЕ 
这 个 式 子 可 重 写 成 


аба), (ВГ) 
Ё 一 as 


2 
d= (аы) (39) 


的 形状 .类 似 地 ,在 方程 (35) 的 场合 下 ,就 有 
2 _j: ВТ, (ай) (RB) — 


= 5 (аш), (ан). 
但 从 微分 方程 (31) ,在 其 中 令 x = asl, 并 且 利 用 公式 (35), 可 求 得 Л, (а/) = 
- (1-2) (ед ,因此 最 后 这 个 式 子 可 再 写成 


居于 (一生 (ou (40 
9 а? (41) ) 


的 形状 .级 数 (37) 的 系数 可 按 公 式 (38) 来 求 得 ,这 级 数 是 一 个 广义 的 健 里 叶 级 数 . 它 
也 称 为 传 里 叶 一 贝 塞 尔 级 数 .可 以 证 明 : 对 于 在 区 间 (0,/) 上 逐 段 平滑 的 任 一 函数 , 它 


收敛 于 二 [f+ 一 0) + (2+0). 


96. 其 他 圆柱 函数 (1) 汉 克 尔 函 数 ”重新 考虑 具有 指标 А 的 圆柱 函数 的 微分 
方程 
zw + эл’ + (22 – А) = 0 (1) 
(х 是 自 变 量 ,w 是 所 求 的 函数 ,A 是 参数 ,所 有 的 数值 在 这 里 都 假定 是 复数 ) .我们 试 
图 利用 积分 变换 的 方法 ,来 求 方程 (1) 的 解 ( 见 第 88 目 ), 即 是 ,我 们 将 寻求 如 下 列 形 
式 的 解 
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= | КО, 0) (46, (2) 


其 中 W ДЕТИ НУ ВАХ, ИХ К (=, 5) УЖУНИН С 依照 下 面 所 说 的 取 法 来 选 

取 . 将 (2) 式 代入 方程 (1) ,我 们 有 (假定 交换 求 导数 与 求 积 分 的 顺序 是 合法 的 ): 

.0°K ӘК 2 
АЕ 


|. += - 22) К \(баЕ=0. 
现在 设 К 满足 微分 方程 
29° К аК 9? К 
га, += Ата 0, (3) 


于 是 前 述 的 关系 式 具 有 形式 : 


| окна 0. 


将 第 一 项 站 W( 5) 用 分 部 积分 法 求 积分 两 次 ,我 们 便 把 最 后 这 个 方程 变 为 


С 
| у 2" | Каб+ ЗЕ - КУ | =0 
的 形式 ,其 中 а 与 5 表示 曲线 С 的 端点 .由 此 看 出 :如 果 令 
ый” 
且 选 取 积 分 路 径 使 在 它 的 端点 处 表达 式 үу ра К _ ку 为 0, 则 积分 (2) 就 给 出 方程 


(1) 的 解 .容易 验证 :如 果 令 К = e”™!, 则 方程 (3) 便 被 
满足 . 取 图 199 中 的 Ci 与 C, 来 作为 积分 路 径 , 由 于 在 
ЕЕ єп Ё = ѕіп у = ish 7w, 而 在 直线 土 x + у Е, 
эт 5= —эт у= 一 i sh w, 故 在 С, 5 C; 的 错 直 部 分 上 ， es Т 
а мх 
к = аре 
е Ст ый 7<0. С C2 
(a) (b) 


由 此 可 看 出 :如果 我 们 设 xz = Re = >0, 则 当 у» + оо 

时 ,|K| 以 与 e- 关 相同 的 速度 趋 于 0; 当 у= — co 时 ， 图 199 

| 玫 | 以 与 e -至 “相同 的 速度 趋 于 0. 而 这 时 л аре tizcos 6: К 5 КИ’ = 
+ Ле“К, 4 6 接近 于 路 线 C 与 C; 的 端点 时 ,都 趋 于 0, 因为 ,K О, Е К 前 


面 的 因子 的 可 能 增 大 都 抵消 了 . 
这 样 一 来 ,我 们 便 得 出 了 在 右 半 平面 Re z >0 上 的 微分 方程 (1) 的 解 : 


Н (ғ) = 二 | ЕМАС: 
1 


HP2(z)= 元 | EC (4) 
2 
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它们 称 做 第 三 类 圆柱 函数 ,或 汉 克 尔 函 数 ”. 
(2) 第 一 类 与 第 三 类 圆柱 函数 间 的 关系 ”如 果 将 (4) 的 两 个 积分 相 加 , 则 沿 虚 半 
轴 的 积分 彼此 抵消 ,再 回忆 起 施 拉 夫 利 积分 (参看 前 一 目的 公式 (10)), 便 得 
HV(z)+ HO(z)== | е а=, (а) 


(ПН 198 中 的 周 线 ) .这 样 一 来 ,对 于 所 有 复数 值 的 4 ,在 右 半 平 面 Re =>0 Е, 
ЗЕ УК АЕРА | 
(1) (2) 
ло) НР НР а), (5) 
ГЗК ИК РАН Д ЗЕК РА ЖК АНА 3, НОКИ НЯНЯ — 
符号 的 汉 克 尔 函 数 间 的 关系 .我 们 有 ,例如 ， 


HY (=) = 元 | ече, 
Л Ci 


再 引入 新 的 积分 变量 w= -5+r, 从 而 路 线 Ci 变 为 重合 于 С, 而 沿 相 反 的 方 回 行进 
的 路 线 C7 ,我 们 得 出 
Н® (=) = - |< eo о оу = ew HY (z). 
类 似 地 ,引入 w= - Е л, ЕТ 五 如 (>z) 的 公式 .因此 ， 
Н (2) = еН (2), НО (=) =е "НӘ (г). (6) 
现在 ,如 果 除 了 关系 式 (5) 之 外 ,再 考虑 公式 
Но (=)+Н® (=) _ е"Н® (=) +е “H(z) 
У р и ии 
(我 们 利用 了 公式 (6)), 则 从 这 两 个 公式 便 可 求 得 汉 克 尔 函 数 用 贝 塞 尔 函 数 来 表达 的 
公式 


Wi 、 .erjh(z)-J nz) роу ле" (=) = Ј-, (=) 
Н; (z)=1 一 (z) 三 一 :; С В (7) 


严格 地 说 ,只 有 对 于 异 于 整数 的 А 值 方 能 得 到 公式 (7) ,可 是 ,在 整数 的 2 值 的 
场合 下 ,如 果 在 其 右 端 按 洛 必 达 法 则 来 确定 形 如 的 不 定式 , 则 公式 (7) 依 然 保持 有 
效 .于 是 我 们 可 以 断定 说 :公式 (7) 给 出 了 НО (z) 与 НО (z) 的 到 复 变量 z 的 整个 
平面 上 的 解析 延 拓 . 如同 贝 塞 尔 函数 ](z) 一 样 ,一 般 地 说 , HL (z) 是 一 个 具有 支 


点 zx=0 的 多 值 函 数 . 
从 公式 (7), 可 得 到 汉 克 尔 函 数 间 的 一 些 关 系 式 , 它 们 类 似 于 贝 塞 尔 函 数 间 的 关 


* 第 二 类 圆柱 函数 将 于 后 面 引入 . 函数 Hi1'*(z) 于 1902 年 由 尼尔森 引入 ,他 将 它们 取 名 为 汉 克 尔 函 数 来 
对 汉 克 尔 表示 敬意 ,在 汉 克 尔 的 工作 中 (1869 年 ) 建 立 了 导致 这 些 函 数 的 研究 的 基础 .积分 表示 式 (4) 由 佐 梅 尔 
费 尔 特 (A.3owvveperproM,1896) 得 出 . 
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系 式 . 例 如 ,利用 前 一 目的 递 推 公式 (23) ,得 出 递 推 公式 
Н, _; (=) + Н, ., (=) = 2н, (х), Н-1(а) — Н,.,(=) =2Н, (=) (8) 
(28, Н, АТОН Ну вЫ НО). НИ Ь— НА (24) №(25) ,得 出 


1 .. 2 i 之 2 . 2 -iz 
Hi (=) = -i/ 2. ,HY (z)= -i /2 . (9) 

以 前 我 们 曾 指 出 过 贝 塞 尔 圆柱 图 数 与 三 角 函 数 之 间 的 类 似 , 公 式 ($) 及 (9) 指 明 
了 函数 囊 (z) 同 e- 之 间 的 类 似 。 

(3) 韦伯 函数 ”公式 (5$) 表 明 :函数 败 Но Н, МХ, КАЈ РАЖН АЖ ег“ 
构成 一 样 .我 们 也 来 考虑 由 Н, НЕРЖ РЕЖ РАЖ: 

(1) _ (2) 

У, (=) = НА 42) НА 02) 2н (=) (10) 
这 些 函 数 称 做 第 二 类 圆柱 函数 ,或 韦伯 函数 ,它们 也 称 做 诺 伊 曼 函 数 那 时 用 N (2) 
表示 ”. 

由 于 对 于 实 值 的 z 与 4 ,函数 (z) 是 实 的 , 故 从 公式 (7) 推 知 : 对 于 实 值 的 z 及 和 A, 有 

Н (е) = Н? (=). 

于 是 从 (10) 可 看 出 :对 于 实 值 的 z 与 4 ,韦伯 函数 取 实 数值 . 

利用 公式 (7) ,从 公式 (10) 我 们 得 出 了 韦伯 郴 数 通过 贝 塞 尔 图 数 来 表达 的 公式 : 
COS АлЈ, (=) –Ј.,(=) 


sin АЛ 


У, (=) = (11) 


公式 (11) 对 于 非 整数 的 4 成 立 . 当 д 趋 于 整数 时 ,我 们 得 到 不 定式 7 . 按 洛 必 达 法 
则 定 出 这 不 定式 的 值 , 对 于 整数 的 》 = ”我 们 得 到 


00а) в Лл 一 ляп дај, (а) Е 
Ү (=) = 
лсоѕ Ал 
一 1 д], (=) ,9OJ (=) 
| - (1) 二 二 | 2) 


对 于 韦伯 函数 ,下 列 的 递 推 公 式 仍 然 成 立 : 
У, -,(=) + У, 1 (=) =2АУ, (2), У,-1(=)- У, +, (=)=2У’ (=). (13) 
为 了 对 它们 进行 验证 ,只 需 将 Y,(z) 的 用 瑟 (z) 来 表达 的 式 子 (公式 (10)) 代 入 ,并 


ж 函数 Y;(z) 由 韦伯 在 1873 年 引入 .在 1867 年 诺 伊 曼 引入 了 同 Y; (z) 略 有 不 同 的 函数 ; 即 是 ,它们 等 于 
5-0,0) + (в2- С) (=). 
其 中 С 是 欧 拉 常 数 . 


- 512. 第 七 章 特殊 函数 [96 | 


利用 关系 式 (8) 便 够 了 . 
如 果 韦 伯 函 数 的 阶 数 等 于 整数 加 5 , 则 它们 也 可 用 初等 函数 来 表 出 ,因为 从 公 


(11) 推 知 : 当 4= 土 (n+ 亏 ) 时 ， 
Ү,.3(=)=(= 1)" Ј,-1()5] 
14 
Ү,1()= (= 107,10). | 9 
我 们 来 求 出 整数 阶 的 韦伯 函数 的 表示 成 震级 数 的 表达 式 .为 此 ,可 利用 公式 (12) 
及 级 数 展开 式 
Со 1 
лә (8) 29? (5) тает Ч) 
我 们 首先 从 工 函数 的 理论 中 得 出 一 ВК, 在 第 89 目 中 关于 Г 函数 的 对 数 时 
数 的 公式 (9) 中 , 令 3 …) ,得 


0 


т (16) 
(其 余 的 项 彼此 消去 了 ). 由 此 对 于 n=1,2,3,… 我 们 有 
dl | -To 1 (С-1-5 == 1 
ГЕ), =, Г(п) (9-1)! 2 п-1 
(ПЕЛА Т Г(я те РЕЯ [=-п (2=0,1,2,…) 处 ,函数 具有 一 阶 
极点 ,其 留 数 是 ( 一 1)" 7 г (参看 第 89 目 ) ,因此 在 点 上 = -п 的 邻 域内 有 下 述 展开 式 


成 立 
Fe = (Dn! (+) 11+ С, (2+1) +}. 
由 此 可 以 看 出 ; 当 1 三 0,1,2,… 时 ， 


у) 0". 
现在 ,将 (15) 式 对 4 来 求 导数 ,得 到 
ln 5 ( =) + (= ) > гї (=) саа ПИ 


与 


9J -1(z) 2 zm (1) zud 1 
ЕУ = 57.0) - (5 2 EI |=) dt T(z) pr 
由 此 ,根据 公式 (12) 及 已 经 算出 的 夭 下 的 值 ,对 于 正 整 数 的 =, 我 们 得 到 
У. (=) ==, (=) (в +C]- 15 тарх) 


&= 1 
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т (-1) үа ү" 1, ， 1 1, 11” 
п Е! ав) 2" ++ (17) 
而 当 и =О 时， 
2 2 ~ (-1)* 2% 1 1 


Ф Н: НБН СУН НО 01 ЗЕД РАСЕ ЯЕ РА 8, ПЕ У, (z) 的 展开 式 中 , 则 除 
了 z 的 乘客 之 外 还 有 In =. 
(4) 圆柱 函数 的 微分 方程 的 通 解 ”按照 汉 克 尔 函 数 的 构造 法 , Н (2) 5 
H(z) 都 是 方程 
220) +zw +(z – А?) ш = 0 (1) 
的 解 .在 下 一 目 中 我 们 将 看 出 :这 两 个 解 是 线性 无 关 的 ,因此 按 线 性 微分 方程 的 众 所 
周知 的 性 质 ,方程 (1) 的 通 解 可 表 为 形式 
w= CH (z)+ СН? (=), (19) 
其 中 Ci 与 C, 是 任意 常数 . 
由 于 函数 7, (2) У Ү, (х) Hi?(z) 与 H(z) 线 性 表 出 ,上 且 具有 异 于 0 的 
行列 式 


1 1 
2 2| 1 
ЕЩЕ 2 
21 21 


(( 参 看 公式 (5) 及 (10)), 故 函数 J,(z) 与 Y(z) 也 是 方程 (1) 的 线性 无 关 的 解 .因此 ， 
对 于 任何 4 ,这 方程 的 通 解 也 可 表 为 形式 

w= CiJi(z)+C, У, (=), (20) 
其 中 С, 5 C? 是 任意 常数 .此 外 ,由 于 Н (2) 5 HY (х) аа ЛУЈ Эн 
出 , 且 具 有 异 于 0 的 行列 式 
тя Ут: 02; 


ей" ; еіп Ал’ 
еіп Ат зіп Ал 
而 且 这 行列 式 对 于 任何 非 整数 的 А 都 是 有 限 的 , 故 对 于 非 整 数 的 ,方程 (1) 的 通 解 
也 可 和 为 形式 
ш= С,Ј, (=) +С,Ј-_,(=). (21) 
ЖА = п 为 整数 时 ,函数 J, 与-_, 变 为 线性 相关 ,三 ,(z)=( 一 1)"J,(z), 因 而 通 解 应 


该 取 (19) 或 (20) 的 形状 ,而 不 取 (21) 的 形状 . 


1 


п ` 


* 对 于 第 一 项 (k=0) ЕНА РАР 
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(5) 虚 变 元 的 圆柱 函数 ”在 茶 些 应 用 中 ,会 遇 到 纯 虚 变 元 z= iz 的 圆柱 函数 .从 
前 一 目的 公式 (28) 推 知 :函数 у = Л, (ах) УЕ 


y+ly- (1+) =0 (22) 
2 х? | 


从 J,(z) 的 级 数 展开 式 求 得 


(-1 уе; т \^*7* 
Л, (ах) = У (5) 


Е Ух 1 (= A+2k 
Е! ГАЧЕ+О >) 
由 此 看 出 :如 果 我 们 要 得 到 当 А 与 x 为 实数 时 取 实 数值 的 函数 ,应 当 乘 Л (ах) 


数 因子 i-* = e -至 .这 样 的 乘积 用 下 面 的 记号 来 表示 : 


L(x)=e (ік) = >; ттар) | (23) 

函数 1_,(z) 也 是 方程 (22) 的 解 ,而 且 如 果 4 不 等 于 整数 , 则 1, (х) 51, (xz) 线性 无 
关 . 如果 4 = 是 整数 , 则 从 (23) 及 关系 式 三,(z)=( 一 1)"J,(z) 可 得 出 : 

I_,(z)=1,(z). (24) 

这 时 要 得 到 方程 (23) 与 工 线 性 无 关 的 第 二 个 解 ,应 当 利 用 得 自 其 他 的 圆柱 函数 的 那 

些 函 数 .它们 之 中 ,最 通用 的 是 从 虚 变 元 的 第 一 汉 克 尔 函 数 乘 以 某 一 常数 因子 而 得 到 

的 函数 (麦克 唐 纳 ,1899 年 ) 
К,(х) = 279 Н® (х). (25) 


这 种 函数 在 应 用 上 的 重要 性 决定 于 : 它 是 方程 (22) 的 取 正 值 的 解 , 且 当 z 一 co 时 按 指 
数 法 则 趋 于 0( 参 看 下 一 目的 公式 (17)). 利 用 汉 克 尔 函 数 用 贝 塞 尔 函 数 来 表达 的 公 
式 (7) ,对 于 非 整数 的 4 得 到 


е (1) -е Л. 100) 


К,(х)= - я 25іп Ал 
пў А (23) 5 ЛЖ Г, (х) 
л 1,0) -1(=х) 
Ут (26) 
在 此 , 取 4 Р п 时 的 极限 , 且 揭 开 不 定式 的 值 ,得 到 
(一 1)” 1) І ,(х=) 91,(=) 
ко Стао моор 2 


由 此 可 得 出 К НИИ РА ТЕА — Е. Д, Ч и = 
0 时 有 


[97] $33 圆柱 函数 515. 


其 中 4 是 了 函数 的 对 数 导 数 .根据 这 一 目的 公式 (2$) 及 (6) ,对 于 任何 的 1, 我们 得 
出 

К. (х)=К_,(х). 
容易 验证 :函数 五 (>) 与 К, (ЖЕНИ Е 


hz) (=) = ААВ (=), Би (=) + (=) =21, (=). 029) 
“к (р -2АК с. 
Ki-1(z)— К» +1 (=) Ка ( ), (30) 
К,-1(=) + Kir(z)= -2К\ (=). 
To(z)= T(z), Ko(z)= — К, (=). (31) 
当 д 等 于 整数 加 过时, 这些 函数 可 用 初等 函数 来 表 出 . 例如 
(е) = sh з, 1402) = 之 中 =; 2 


К: (=) =К-1(=) =) 5-е *. 
在 某 些 问题 上 ,还 会 遇 到 变 元 z= x V 二 ;= ex"x 的 圆柱 函数 .对 于 这 些 函 数 的 实数 
部 分 与 虚数 部 分 , 常 引进 专门 的 记号 
Л (т М -:) =? “Г, (24/2) = Бег,х + :беі,х, 
eK (241) = керк + Икерх, (33) 
Н, (= / =; ) = Һе + һе. 
当 A=0 时 ,通常 略 去 指标 ,例如 
Jo(rv -i)=I(zxV)=berxt+ibeix. (34) 
97. 圆柱 函数 的 渐 近 表达 式 ” 渐 近 表 达 式 将 有 不 同 的 形式 , 它 依赖 于 我 们 是 否 
假设 阶 4 是 甚大 的 ,或 假设 变 元 z 是 甚大 的 ,或 假设 二 者 都 是 甚大 的 (我 们 已 设 定 
A ,xX 都 是 实数 ) .与 此 相应 ,我 们 分 三 种 情形 来 讨论 : 
(1) 对 于 甚大 的 阶 的 渐 近 表达 式 ” 首 先 考虑 第 一 汉 克 和 尔 图 数 ,我 们 把 它 写成 前 
一 目 中 的 积分 形式 (4) 
Н (х) |. е 9-46, (1) 


其 中 Cl 是 图 199 中 的 路 径 .我 们 设 >z, 且 把 小 于 1 ЕЖЕ = АЖ) 
具有 形式 


Н (т) = 二 | еа | е0 46, (2) 


С 
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其 中 


sin 5 - 


Кб = 6 = – cos з 下 кооп 2) (3) 
( 令 б= 5+ 2) 为 了 要 得 到 源 近 公式 ， 我 们 利用 第 77 目的 越过 法 .鞍点 可 由 方程 
f (50)=1i 28 1) =0 
求 出 .由 此 cos 6 = ба, НШ 


бо =. (4) 
通过 这 些 点 的 最 倾斜 的 曲线 由 方程 
Im Ст; 2 -5=0 (5) 
来 确定 (实际 上 ,在 鞍点 处 y=0,o = 土 a), 由 此 有 
ch o=ch а 
sin $. 


这 曲线 的 形状 如 图 200 中 的 虚线 所 表示 出 的 ,是 由 虚 轴 与 渐 近 地 趋 近 于 直线 *= +л 
的 两 条 弧 线 所 组 成 的 . 从 这 曲线 的 弧 中 ,可 组 成 积分 路 线 
使 沿 着 它 的 积分 (1) 同 沿 着 路 径 C 的 有 相同 的 值 .我 们 用 
C, 来 代表 这 路 径 , 且 在 图 200 中 用 粗 的 虚线 标 出 . 这 路 径 
由 沿 着 虚 轴 的 射线 (ice , — oz ) 与 最 快速 倾斜 曲线 的 下 面 那 
弧 线 的 右 半 部 分 组 成 ”. 

由 于 按 方程 (5) ,在 曲线 C, 上 有 Im (5) =0, 故 在 这 77 
曲线 上 有 


а 


8\ 


S 


РСЕ) = 一 cos ;+o 


在 轴 上 ,函数 (о) =о- 0 о = а 处 达到 极 大 值 
a 一 th a, 在 点 o= 一 a 处 达到 极 小 值 th a - ax( 这 可 由 考虑 
导数 4 = = - 2 С 而 直接 推 知 ). 图 200 

容易 看 出 ,在 点 go = ai 的 极 大 值 一 一 函数 /( 5) 在 曲线 C, 上 的 唯一 极 大 值 , 因 
为 (6) =а- Һа, (6) = а 和 最 快速 倾斜 曲线 在 越过 点 的 倾斜 角 0= -万 , 所 
以 按照 第 77 目 公 式 (18) 我 们 得 到 


\ 
-二 
/8 


ж 要 证 明 С.Н C 给 出 积分 (1) 同 一 数值 ,只 需 注意 :在 有 界 区 域内 ,以 及 在 半 带 形 r-s<s<r,c< - М 
内 ,其 中 = 可 以 任意 小 而 M 可 以 任意 大 (这 区 域 在 图 200 中 用 虚线 标 出 ) ,通过 变形 , 便 可 把 C; 变换 成 C| ,而 
且 , 沿 着 C1 与 CI 在 这 半 带 形 内 的 部 分 的 积分 ,可 以 任意 怎样 小 . 
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(ууа Аа-а) / 27-1. 0р2 ма-а) 
Н, (х) л“ Ва -万 АУ тА о 
在 这 里 作 代 换 中 “ = 1-0 = 20 0, Д а У а = 


arth 将 ,最终 我 们 得 到 所 要 求 的 阶 数 4 ДКВ Я АВНЕ ЖА Х. 


(1) р 2 一 Ap+ Хаг 
Н; (х)ә= 2 | лде . (6) 
(这 里 应 当 认 为 <А). 
完全 类 似 地 , 阶 数 其 大 时 的 第 二 汉 克 尔 函 数 的 渐 近 表达 式 可 求 得 为 
(2) 22; 2 – + айва" 
Н? (ху, | лие (7) 


借助 于 前 一 目的 公式 (5) , МИЕ (6) 5707) 917 ЖЕНА ЛИГА 1 ЗЕ УК РАЗНО ЛЕ 
达 式 


На (х) + Hr (z+) 
2 Вс 


Л(х)= (8) 


如 若 进行 完全 类 似 的 计算 ,不 考虑 积分 (2) 而 考虑 施 拉夫 利 积分 
Ј, (х) 一 > | eizsin 一 RIE = 元 | еМ а& 


(第 95 目的 公式 (10) ,函数 F(5) 具 有 同 前 面 一 样 的 表达 式 ) , 且 蔡 代 图 198 中 的 周 线 
ПИЯ 201 中 的 周 线 П— НН т = Ке F(5) 的 最 大 倾斜 
曲线 的 部 分 , 则 替代 (8) 我 们 得 到 另 一 个 对 于 甚大 的 的 
о) е. (9) 
这 些 计 算 中 的 细节 我 们 将 不 加 叙述 . 
按 前 一 目的 公式 (10) ,根据 (6) 与 (7) 我 们 还 可 求 得 关 
于 阶 数 其 大 时 的 韦伯 函数 的 渐 近 表达 式 
Н (Z) 一 HZ) /2 „аам 
= пи" “hk (10) 
(2) 对 于 变 元 其 大 值 的 渐 近 表达 式 ”我 们 将 设 z>》， 图 201 


且 把 小 于 工 的 数 生 表 为 和 = cos a [0<a< 把 ). 第 一 汉 克 尔 函数 可 写 为 


Н (х) = 二 | 
0 


px(isin 0 1 | е а (11) 
Л С 


的 形式 ,其 中 
(6) = ізіп Ё – itcosa 
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= — соѕ 556 с + 060$ а + (зв 5°сһ с = 5605 а) (12) 
与 公式 (3) 中 的 函数 1( 5) 只 相差 一 个 常数 因子 .鞍点 可 从 方程 g (5) = i(cos 5, 一 
cos ca)=0 求 得 ,由 此 得 % = 土 a. 通 过 这 些 点 的 最 大 倾斜 的 曲线 可 由 方程 
Im 6(65) = ѕіп 5с с – scosa 
= + (ѕіп а ~ асоѕ о), 
或 


_ $ 4+ Эпа- асоѕ а 
ch д = соѕ а 一 -十 一 -一 一 一 
Sin 5 Sin 5 


来 确定 .这 两 条 曲线 的 形状 如 图 202 中 所 表 出 ,它们 之 中 的 每 一 条 都 由 相交 于 鞍点 旦 
渐 近 地 接近 于 虚 轴 与 直线 ; = +1 的 两 个 分 支 
组 成 . 

我 们 选取 通过 点 go = а 的 最 大 倾斜 曲线 


а $ зш а -— асоѕ а 
ch д = cos а + 
Sin 5 Sin 5 


的 这 样 的 一 支 为 周 线 C ,使 得 沿 着 它 积分 (11) 
具有 相同 于 沿 着 C, 时 的 值 .在 图 202 中 这 周 线 
用 粗 的 虚线 标 出 .在 С, 上 ,函数 

т = Ве 2(0) = - соѕ ssh с + осоѕ а 
只 有 一 个 固定 点 , 即 鞍 点 56 = а, НЧЕ С, 
的 两 个 端点 时 , 这 函数 趋 于 — co .由 此 推 知 :点 Е 202 
bo =а 是 函数 ==Re g(5) 在 CI 上 的 唯一 的 极 大 点 . 


НР (6) = (іп а – асоѕ о), 2 (6) = – і sina #10 = - з , 则 按 第 77 
目 中 公式 (18) 我 们 得 出 


2 izr(sin а – ава) – і 
Н‘ (zx) psina cos a) 4 ， 
лхѕәп а 


由 此 再 作 替 代 zcos a = А, іп а = = ,其 中 


y=V ж? – А? ‚а =arcsin =, 
我 们 便 得 到 了 变 元 的 值 其 大 时 的 第 一 汉 克 尔 函 数 的 渐 近 表达 式 


х 为 了 求 角 0 ,首先 注意 ,曲线 Ве 2(5) = const 经 过 鞍点 bo = a ,我 们 有 方程 
— соѕ Ssh с + 0с0$ а = 0 
这 方程 在 点 5 的 邻 域内 的 主要 项 写成 形状 o(s 一 a)sin w+…=0( 我 们 作 代 换 cos s = соз а – зіп а(ғ- а) +." 
和 sh c=c+…), 因 此 这 曲线 在 点 go 的 切线 是 直线 *= uc 和 c=0. 曲 线 Im #(5) = const 在 那 一 点 的 切线 根据 共 
罗 调 和 函数 的 性 质 是 这 些 直 线 的 角 平 分 线 , 亦 即 6= +r 人 ,因此 必须 取 0= – л/4. 
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Н‘ (zx) ei (vrei Ф) (13) 
完全 类 似 地 ,可 得 第 二 汉 克 尔 函 数 的 渐 近 表达 式 
Н (х) 2 6-1 (-ааеа -Т) (14) 
Лу 


如 果 再 设 z 六 ,于 是 v=V zx — sza=arcsin 芝 了 , 则 公式 (13) 与 (14) 可 简化 
为 : 

HO (а) 2084) ,HO (а) 26е (15) 
从 公式 (15) 可 推 知 在 前 一 目 中 提 到 过 而 未 加 证 明 的 论断 :对 于 任何 一 个 实 值 Ж 
说 , 汉 克 和 尔 函数 НО (z) 与 НО (z) 是 线性 无 关 的 


从 公式 (1$) 根 据 前 一 目的 公式 ($) 与 (10) ,我 们 得 出 对 于 数值 z 六 1 的 第 一 类 及 
第 二 类 圆柱 函数 的 渐 近 表达 式 


Л (х)— os -А-- |, 
222—4) (16) 

У, (x) ее л 5 - т]. 
很 值得 注意 的 是 :对 于 参数 值 = + 5 ,这 两 个 渐 近 表达 式 都 是 精确 的 等 式 .( 对 于 整 


А = ,第 一 个 公式 在 前 面 第 77 目 中 曾 得 到 过 ). 
用 完全 类 似 的 方法 ,可 得 到 对 于 数值 zx 污 4 的 虚 变 元 的 圆柱 函数 的 渐 近 表达 式 


_ Алі 1 
І (х)=е 2], (іх) е", 
| V 2лх (17) 
К, (х) = Ве HY (ах) 5-е *. 
我 们 将 不 讲 它们 的 推演 . 
(3) 对 于 甚大 的 工 与 人 的 渐 近 表达 式 ”如果 设 zx =, 并且 令 
g(L)=isin 6-5, (18) 
则 
Н (zx) -1 |. отп 6-16) а= 1 |. е9 С, (19) 
和 我 们 将 仅 有 一 个 鞍点 ,在 坐标 原点 5o =0 处 .最 大 坡度 曲线 
Im g(¢)=sin scho—s=0 (20) 


由 通过 坐标 原点 的 三 支 组 成 : 虚 轴 ;=0 及 两 条 渐 近 地 接近 于 直线 ;= + л 的 弧 ( 图 
203). 从 这 条 曲线 的 分 支 中 我 们 构 作 路 线 С, (用 粗 的 虚线 表示 在 图 203 上 ) ,对 于 积 
分 (19) , 沿 Ci 给 出 同 沿 Ci 一 样 的 值 ,我 们 应 用 越过 法 于 这 路 线 .我 们 作 同 在 前 一 情 
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况 下 完全 相同 的 讨论 ,只 有 一 点 不 同 , 此 时 在 鞍点 处 不 仅 g (6) = 1 (сов 6-1) 50, 
而 且 g (5) = 一 isin СЯО, НЯ #”(0) Е 一 i # Ғғ 0, НИ 77 目的 公子 
(18) 不 可 应 用 ,初等 分 析 证 明 ,虽然 如 此 ,但 是 点 9 =0 是 函数 (СЕ С, БМК 
值 点 ,并 且 是 唯一 的 .依照 越过 法 的 思想 ,为 了 得 到 渐 近 表达 式 我 们 可 以 作 代 换 gr(2) 


И ,或 者 带 有 同一 精度 
DL ee $7 
Н (а) еба (есас, 
其 中 ] 表 示 正 的 虚 半 轴 , 而 是 人 [一 段 的 切线 ( 见 图 203). 这 切线 的 方程 是 。= - 
不 难 从 (20) 式 左边 部 分 的 泰勒 展开 式 得 出 ), 并 且 在 切 
ЖЕб=(+ю) = 10 (35° – о?) = 85°, аб = е6 


М 45? + дд? = —2e 1 ИЕН < 
Е 1 ^^ 《= io ,我 们 得 


ome 6 ”do = 2е7 3| ei" do 

„78 2,723. | cd， 

但 是 
6 1 
а= 2. За= т). 
|. |. И 3 图 203 
于 是 最 终 得 出 
(1) 1 1 [6 . т 
H; (х)2ғ 2г(2) SG e '6). (21) 


В.А. я ЕЯ 
А д2 аА3 АІ 
的 情形 ,或 者 ,完全 一 样 ,对 于 有 限 值 


的 情形 ,给 出 了 另 一 渐 近 公式 .这 公式 具有 形式 
(уа [0 Е 
Ні Са) (5) б), (22) 
其 中 
w(O= 大 | 。 ас (23) 


且 工 是 沿 射线 arg 5= ат 自 5= co 到 《= 0 与 沿 正 半 轴 arg5=0 自 5=0 到 《= 
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co 行进 的 路 线 .这 函数 被 研究 过 并 且 为 它 造 出 了 表 . 我 们 将 不 讲 福 殉 公式 的 推导 (人参 
看 B.A. 福 克 [10] ,页 55—60). 

98. 圆柱 函数 的 图 像 .零点 的 分 布 “在 此 ,我 们 将 引入 在 实用 上 最 通用 的 那些 圆 
柱 函 数 对 于 变 元 的 正 值 的 图 像 . 在 图 204 与 图 205 中 , 实 曲 线 用 来 表示 函数 J0(z) 与 
Yo(z) 的 图 像 .对 于 变 元 的 很 小 的 值 ,这 些 图 像 的 性 征 可 由 Jo(z) 与 У (х) КЖ 
表示 来 说 明 . 对 于 大 的 х 值 ,可 利用 前 一 目的 渐 近 表达 式 (16), 从 (16) 推 出 


Сч 之 cos(z 1), 


(1) 


`` 
` 
Ы 
® 


dp 


~ 


Ф 
ee 


– 1 


图 204 


205 


在 这 两 个 图 中 , 虚 曲 线 表 示 一 阶 的 贝 塞 尔 函 数 万 (z) 与 韦伯 函数 Y,(z) 的 图 
像 .它们 可 根据 关系 式 Л (х)= -Т,(х), У, (х) = - У (х) М Л (х)5 Yo(z) 的 
图 像 利 用 图 解 微分 法 而 得 到 . 
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在 图 206 与 图 207 中 ,还 举 出 了 第 被 应 用 于 物理 学 的 虚 变 元 的 圆柱 隐 数 
1,(х=) = J 0 (1%) 


й 
е 


1 
м 2лх 
Коб) = ЕН (г) 严 e 
的 图 像 , 在 图 206 中 还 用 虚线 表示 出 了 工 (z) ,2 =1,2,3,4 的 图 像 . 


(2) 


Е 206 В 207 
函数 J (xz) 与 У, (z) 有 波动 的 性 征 ,它们 具有 近 于 常数 的 频率 以 及 同 -天 一 样 


减 小 着 的 振幅 . 同时 ,函数 У, (z) 当 接近 于 坐标 原点 时 趋 于 – оо. 

相反 , ЖЖ I,0(z) 与 Ko(z) 没 有 波动 的 性 征 : 它 们 之 中 的 第 一 个 自 数 值 1 到 co 
单调 地 增 大 ,大 致 具 有 指数 函数 的 速率 ,而 第 二 个 则 目 + % 减 小 到 0. 

在 图 208 中 作出 了 函数 J,(z) 的 “地 形 面 ", 其 上 画 出 了 模 的 (间隔 为 0.2) 与 辐 角 
的 (间隔 为 30") 等 值 线 , 沿 实 轴 的 截 线 给 出 了 |J。(z)| 的 图 像 .图 209 中 表明 了 
Н (z) 的 一 个 分 支 的 “地 形 面 ”, 这 分 支 沿 着 负 实 轴 遭 遇 间 断 点 且 当 у> + co 时 趋 于 
0. 在 图 中 画 出 了 模 的 (间隔 为 0.2) 与 辐 角 的 (间隔 为 15°) 等 值 线 .在 图 210 中 显示 了 
J, (zx) 对 于 两 个 实 变 量 x 及 4 的 依赖 性 .在 曲面 上 的 曲线 是 Л (xz),J,(x),…， 
Jo(Z) 与 Л (2) ‚Л, (4), --- „Л. (20) 的 图 像 . 

在 实用 上 ,圆柱 函数 的 零点 具有 很 大 的 价值 .我 们 来 考虑 贝 塞 尔 函 数 的 零点 分 布 
的 问题 . 设 Л 是 实数 ,A> -1. 在 第 95 目 中 我 们 在 证 明 这 些 函 数 的 正 交 性 时 曾 引 出 
了 公式 (33), 由 这 个 公式 ,对 于 函数 J,(z) 的 任何 两 个 零点 z= a 与 z= B, 引 出 关系 
式 


(8-а) | (а), (В) d=0. (3) 
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由 于 在 展开 式 


р: 


9 (8) 六 ET 人 和) о 


- 524 · 第 七 章 特殊 函数 [98 ] 


中 ,所 有 的 系数 都 是 实 的 , 故 显 然 有 

(=) =, (=). (5) 
特别 是 ,由 此 可 以 推 知 :如 果 > Л, (=) =0 的 复数 根 , 则 = 也 将 是 这 方程 的 根 . 
在 公式 (3) 中 令 а= zx,B=z, 且 利用 公式 (5), 依 照 这 一 公式 Л (=).Л (5) = 
7, (=) 1", НМА 


(=? =) 17, (12) 12:40: = 0. 


但 由 于 这 里 的 积分 不 可 能 为 0, 故 22 一 z=0, 由 此 或 者 z=z 或 者 z= – zx. 因此 ,对 
于 实 值 的 > -1 函数 凡 (z) 只 可 能 有 实 的 或 纯 虚 的 零点 . 
从 前 一 目 中 所 得 到 的 关于 А20 时 的 渐 近 公式 
Л (zx) дз 2А 5-2). (6) 
УЖ. (х) АЖА ЛЕНЕ (ЗЕ Е, (xz) 是 连续 的 ,而 且 从 (6) 中 可 
推 知 , 它 改变 符号 无 穷 多 次 ). 但 从 展开 式 (4) 直 接 推 得 的 公式 


Ji(—z)=e™],(z), (7) 
可 以 看 出 :了 (z) 的 零点 对 于 坐标 原点 对 称 地 分 布 着 的 .因此 ,J,(z) 也 有 无 穷 多 个 负 
值 的 零点 . 
从 (6) 可 推 得 关于 Л, (xz) 的 零点 的 近似 公式 
аи + 5 + Ат, (8) 
АТААТ. ИЕЭ, ЗИРЕ РАЖ J,(x) 的 最 小 的 正 值 的 零点 : 
отров 


авв 
2.404 8 | 5.5201 | 8.6537 | 11.7415 | 14.930 9 | 18.0711 21.212 6 


Е, М = 6 时 ,近似 公式 (8) 给 出 值 a =21.206 (具有 精确 度 0.01). 
为 了 要 研究 关于 J ,(z ) 的 纯 虚 根 的 问题 ,我 们 在 公式 (4) 中 令 z= zi ,得 到 


Ji(z)_1 х \* 1 
本 = 2, 2) Ё! Г(А+А +1): (9) 
设 1 是 任意 实数 ,由 于 和 +&+1 除 了 有 限 个 数 以 外 的 所 有 的 都 具有 正 值 , 故 级 数 
(9) 的 所 有 系数 ,除了 有 限 多 个 之 外 ,都 是 正 的 .此 外 ,对 于 很 大 的 |z| ,公式 (9) 的 右 


喘 的 符号 由 高 次 宕 的 符号 来 确定 ,故我 们 可 推断 ;对 于 充分 大 的 |z| ,se* >0, 就 是 


Ва, (=) 天 0. 但 在 虚 轴 的 有 限 线段 上 , 整 函数 怪 * 芭 只 可 能 有 有 限 个 零点 ,因此 对 于 


< 


任何 一 个 实 值 \, Ж Л, (=) Я ВЕН КЕ НЕ АЈА ДА. ЕЯ], ЧА>-18, 
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数 (9) 的 所 有 系数 都 是 正 的 ,因此 , 当 4> 一 1 时 ,函数 J,(z) 完 全 没有 纯 虚 数 的 零点 . 
我 们 来 曾 明 贝 塞 尔 函数 的 零点 分 布 的 某 些 特性 .为 此 ,首先 我 们 记 
убх) = 260), (10) 
并 且 注 意 到 :这 函数 满足 微分 方程 
ху + (24+1)у + ху=0, (11) 


这 可 由 在 圆柱 函数 的 微分 方程 中 作 代 换 Л, = ху 而 得 到 . 

假设 a 是 导数 y 的 任意 一 个 正 的 零点 ,于 是 方程 (11) 在 x = ea 时 采用 y (а) + 
у(а) =0 的 形状 .但 y(a) 不 可 能 等 于 0, 因 为 那 时 从 条 件 y(a) =0, у (a)=0, 按 微 
分 方程 (11) 的 始 值 问题 的 解 的 唯一 性 定理 * 也 就 有 y(z) 夺 0. 所 以 у(а) 5 у'(а) А 
有 不 同 的 符号 . 

现在 假定 а У В(В>а) у (xz) 的 两 个 邻接 的 正 值 零点 , 则 在 区 间 (a,8B) 内 
у (zz) 天 0. 按 照 周 知 的 罗 尔 定理 ,y (zz) 在 区 间 (a,B) 上 至 少 有 一 个 零点 ,精确 地 说 ， 
有 奇数 个 这 种 零 氮 .由 此 推 知 :y (a) 与 y (PB), 因 而 y(a) 与 y(B), 具 有 相 异 的 符号 ， 
就 是 说 ,在 区 间 (c ,8) 上 至 少 有 y(z) 的 一 个 零点 .但 是 在 区 间 (c,8) 上 y(z) 不 可 能 
有 多 于 一 个 的 零点 ,因为 如 果 如 此 ,在 这 区 间 内 将 至 少 有 y (z) 的 一 个 零点 ,而 这 是 
同 我 们 所 采用 的 条 件 相 矛盾 的 .因此 ,可 以 推断 :y(z) 与 y(z) 的 正 根 是 互相 间隔 着 
的 .对 于 负 值 的 零点 也 是 这 样 . 

再 注意 :第 95 目的 递 推 关 系 式 (18) 可 写成 


у (х) = -Pn 
的 形式 .因此 ,y (х) ЈА д |а] 411(z) 的 零点 相 一 致 .在 为 一 方面 ,从 (10) 式 看 出 ， 


y(Zz) 的 零点 同 (xz) 的 零点 相 一 致 .这 样 一 来 ,前 面 所 得 到 的 论断 便 可 叙述 为 : 阶 数 
相差 1 的 两 个 贝 塞 尔 阴 数 的 零点 彼此 相间 隔 . 我 们 又 发 现 了 贝 塞 尔 函 数 与 三 角 函 数 


间 的 相同 之 处 :cos (z+4 7.) сов = + (а +1) 5. | 的 零点 显然 也 是 互相 间隔 着 的 . 
99. 例 .应 用 (1) 贝 塞 尔 函 数 的 加 法 定理 ”对 于 任何 整数 7 与 复数 zi А zz ,都 有 


(12) 


J, (zi + 2) = > Ле (1), (2). (1) 
证 明 可 由 关于 指数 函数 的 加 法 定理 与 /的 利用 母 函 数 的 定义 而 推 得 .我 们 有 
> J, (zi + z, ) ww 200-4) ое) 2 (55 =), 
ЗЕЕ ЬН 
(9) = У лады, С) = Уу бары, 


* 点 工 =a 是 方程 (11) 的 正则 点 ， 
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且 将 展开 式 相 乘 , 按 w 的 宕 将 乘积 排列 起 来 .就 有 


2, Ј, (21 + 12) м" = 2, | > Ј, (1), (ео) | ， 
因此 ,由 于 展开 为 洛 朗 级 数 的 唯一 性 ,对 于 任何 的 2=0, 土 1, 土 2,…, 我 们 得 到 公式 (1). 
(2) 可 用 圆柱 函数 来 解 的 微分 方程 ”方程 
ry tary + (6+ сд") у=0 (2) 
给 出 可 用 圆柱 函数 来 解 的 二 阶 线性 微分 方程 的 重要 的 一 类 例子 ,这 里 a,b,c 与 a 是 某 一 些 常数 ， 
并 且 c 与 a 都 异 于 0”. 
实际 上 ,在 方程 (2) 中 ,我 们 令 
X=kr ,y=tu (3) 
其 中 р, у ЖЕ 是 某 些 常数 , 便 变 换 到 新 的 自 变 数 上 与 新 的 所 求 函 数 x. 作 代 换 
4.1 ду. 1. 
dt ат’ У а ат’ 
dt dt 
且 利 用 (关系 式 (3)) 来 计算 在 这 些 公式 的 右 端的 导数 .将 这 些 表 达 式 代入 方程 (2) 中 .在 简化 后 得 
到 如 下 形式 的 方程 
Ри’+ [20+ (а – 1)и+1Јғеи + [сиг 61° + (а-1)м+ фи? +y ]и=0, 
其 中 и 与 表示 对 于 z 的 导数 .如 果 选 取 常 数 ws,y МЕ 使 得 


у = 


20+ (а-1)и=0, а= 2, си?Е =1, (4) 
(如 果 а 与 c 异 于 0, 这 总 是 可 能 的 ) , 则 方程 (4) 便 具有 形式 
Пин + (12 А)и=0, (5) 
其 中 
A=-[(a-l)wt+obx + у] = у? Би?. (6) 


就 是 说 ,将 同 具 有 指标 4 的 圆柱 函数 的 微分 方程 一 致 . 
(3) 含有 贝 塞 尔 函 数 的 积分 ”应 用 第 80 目的 相似 定理 于 第 82 目 中 关于 圆柱 函数 的 像 的 公式 
(7) , 求 得 


р" 
и бЕ)=—— А, 7 
тиса ру 0) 
按照 关于 拉 普 拉 斯 变换 的 公式 (为 对 称 起 见 ,在 其 中 以 a р) ,就 有 
Oo а Е р" 
004 J 8) 
特别 , 当 ， ОВ СНЕ) 
| eolb) de = Е =, (8 ) 
0 а +в 


它 在 Ке а220 НХ. 
在 (8 ) 中 以 ai 替代 a ,得 


ж 如 车 c 或 a 等 于 0, 则 方程 (2) 可 用 初等 函数 来 解 . 
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1 2 
2. | [<151， 
| eo) = | 
Е ЕНА ， а ГА 
У 当 |a1>15| 
(可 以 查 出 :V 在 此 表示 当 а 与 2 都 是 实 值 时 取 正 值 的 那 一 分 支 ). 当 а 与 8 为 实数 时 ,把 实 
数 部 分 与 虚数 部 分 分 开 ,我 们 求 得 积分 (韦伯 ) 


1 0, 
| То (at )cosbidt = | 2-5, | Jo (at )sinbtdt = | 1 (9) 
0, р? — а? 


(上 面 的 那 行 属于 情形 a > ,而 下 面 的 那 行 则 属于 情形 a< Б). 
设 a>>65; 对 公式 (9) 的 第 一 式 按 Ь 进行 积分 ,我们 求 得 


оо . b 
| (а) sin bt о, | 
0 i 0 


-二 一 = агс 5% 2,05 р < а. 
当 р=а 时 ,左边 的 积分 也 收敛 ,并 且 在 5 一 a 时 取 极 限 ,对 任何 a >0 我 们 得 出 

| 0) зп аг = агсзіп 1 = > (10) 
(极限 过 渡 的 合法 性 可 以 有 根据 的 ). 从 另 一 方面 ,在 区 间 ( ,2),a<p<8 上 对 (9) 的 同一 公式 进 
行 积 分 ,我 们 得 到 


(Ја) 
由 此 ,在 2 一 a 时 取 极 限 ( 取 极限 的 合法 性 也 是 可 以 有 根据 的 ) ,顾虑 到 (10) 我 们 求 得 
| лба) эп 014 = 2, 6>а. 


2 
由 此 可 见 ,把 求 得 的 结果 合并 起 来 ,我 们 得 到 


1 sin bot 
ти =" dt = 0, 


К arcsin 2, О<2< а, 
| Ља) a = (11) 
>, Б > а. 
我 们 也 还 有 过 公式 
| ет? ],(2/т)аг = ттт еъ (12) 


(参看 第 &2 目 公式 (3) 与 拉 普 拉 斯 变换 的 公式 ), 其 中 令 c= 全 万 与 六 = 入 , 便 又 得 到 一 个 积分 (韦伯 ) 


со 22 п а? 
|, Ј,(а)е°? ‘га = Ce 4. (13) 


(4) 索 宁 积分 ”从 J,.(z) 的 级 数 表示 求 得 


. -_т+1 2п+1 — — (м 。 2т+24+1 п+1 
J, (xsnt)sn” гов" > | 
: 0 


2 
TAR Ги (8 @ 


把 这 关系 式 逐 项 对 :1 自 0 到 本 求 积分 (这 当 т 之 一 1,2 之 一 1 时 是 合法 的 ) ,并 利用 第 90 目的 
公式 (5) ,就 有 


. 528 . 第 七 章 特殊 函数 [99 | 


т 
? 1 . т , 
| Ј,,, (rsint )sin А оо +1 1 


Є (= 1)" и 1. Tm + Е+ИГСя +Т) 
1 2" 1 Гл) 2 Г(т+лп+А +2) 


Г 0-2 > (=). ит | 
n т" РН Г(т+п+А +2) 


= Г(л +1) 2р, н, 102), 


Ј„+л+1(2) = яр J, (тат th)sin сов" "2 dt (14) 


(т,п> 1) ХАНУ Н.Я. ЖИ. 
类 似 地 ,我 们 可 得 到 第 二 个 索 宁 积分 


д 
2 ы • и и 

| J,, (xsin 2), (у сов Ваш" ТЕ соѕ" t dt 
0 


— ТУ Лет ( М а? + у?) 


( 2 十 2 ) mtntl) (m,n >- р. (15) 
XT + у 
下 面 哪个 公式 也 属于 Н.Я. 7: 
oo /2 2 
| Ј,„ (аі) ЛБУ Е +) нн СЁ 
у (22 + 22)? 
т /一 一 \ п т і 
а (Уа) J ni(TVa -bb ),， 4 0<а<Ь, 
=45 т (16) 
0; М а>Ь>0. 


要 推演 出 这 个 公式 ,我 们 注意 ,在 第 95 目的 索 宁 一 施 拉夫 利 积分 中 , 当 > -工时 按 若 尔 当 引 
理 可 以 用 直线 Im $ = C>0 替代 积分 路 线 C” .我 们 得 出 了 贝 塞 尔 函 数 的 新 的 积分 表示 ( 索 宁 ): 


мо (6) | ева (17) 
在 公式 (16) 的 左 端 ,将 Л, Б ) 按 公式 (17) 代 入, 求 得 这 左 端 等 于 
я |. 1, (а) 2) + т е т 5 


-元 | 1. (ав) еве ча? do 


(我 们 作 了 代 换 人 2 =w%, 且 利用 了 下 述 事 实 : 当 6>0 时 ,这 代 换 不 改变 积分 路 线 ). 在 这 式 中 交换 求 


积分 的 顺序 , 且 利用 韦伯 积分 (13) , 求 得 
1 fetio 


2 ә ,2 
_ 1 2 Ы н 
о "е? а] е 2а], (аі) ағ 
0 


ni с+ {оо 2 _ а? 


а | ей" г "Яо. (18) 


7 лі Б"). 
当 а>Ь 时 ,这 积分 等 于 0. 实际 上 ， 在 这 种 情形 下 ， 在 е 的 乘客 的 指数 中 , о 的 系数 为 负 , 因 而 
按 若 尔 当 引 理 , 这 积分 可 作为 沿线 段 (c- id ,c+ 这 ) 及 加 上 右 半 个 圆周 的 积分 的 极限 而 得 到 ,而 在 
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这 路 线 的 内 部 ,被 积 函 数 是 正则 的 .公式 (16) 的 第 二 部 分 得 到 证 明 . 
当 a<b 时 , 按 同 一 索 宁 公式 (17) 求 得 

和 Слага “dw = (2 [а ) | 

2 21.) 


и Nn 
57 мау" J (= М р? т а?) 


ее рар 


21 


(我 们 作 了 代 换 = 和 7 5, 且 应 用 了 公式 (17), 其 中 设 X=n-m-1,z=x V0 -a ). 将 求 得 
的 积分 值 代入 (18) 中 , 便 得 出 索 宁 公式 (16) 的 第 一 部 分 . 
(5) 电磁 波 理论 的 积分 “我 们 将 导出 公式 
Ј,(ам ё? — г 2). п 0те" а ， (19) 
这 个 公式 我 们 在 第 87 目 中 解决 传输 线 上 的 电波 传播 问题 时 已 曾 利用 过 .我 们 从 第 95 目的 索 宁 积 
分 (8) 出 发 ,在 其 中 令 n=0 与 z==aVt ~-r, 便 有 
бам) 6 дә. 


_ /itr 
Ф 115 


在 其 中 作 代 换 


只 函数 只 有 一 个 奇 点 6=0, 故 这 圆周 可 


这 时 圆周 |w| = 1 变换 成 圆周 | 5| = 
用 圆周 | 5| =1 来 替代 .我 们 得 到 
Ло (а мұ? – т? = == 二 | Зра») 多 (20) 
利用 这 公式 ,我 们 来 求 (19) 的 左 端的 拉 普 拉 斯 的 像 .我 们 设 r>0, 并 且 总 是 设 Re p >0, 我 们 
有 
| (амі - т?)а 


= 1 | 010-9060] ЧН) dt 
5; А „е dt (е $ Е (21) 


(我 们 交换 了 积分 的 顺序 ). 在 内 部 的 积分 中 ,在 医 函 数 的 指数 中 的 上 的 系数 的 实数 部 分 等 于 
Re| p- ( - 工 ) | = Ке(р – аі sin 9)=Rep>0 
(我 们 令 ?, 且 设 a 是 实数 ), 所 以 积分 收敛 , 且 容 易 计算 得 为 


со —т[р- “({-1)] 
г 1 -7 ; 
| е t[p 905 т) + = —_ 
т 


pS- 
将 这 个 值 代入 积分 (21) 中 , 求 得 


-м / 2 Ф а а 
[= Јама т т 
а 


被 积 函数 在 此 具有 两 个 极点 :2 = РЕЗУС а ,其 中 一 个 位 于 图 |#|<11 的 内 部 ,而 另 一 个 位 于 
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НУ, Уу С, 5 = -1. 在 条 件 Re р>0,Вем р? +а’>0 Т,Ж 65, =1(р-у р + а?) Я 
的 内 部 ,因而 按 留 数 定 理 , 最 后 那个 积分 等 于 


оо -тр 
| е, (амі – т?)ағ = – ——2лі 


67782 一 7 р? +a2 


_ е 
26-2 Ё М р + а? 
а 


这 同 公 式 (19) 的 值 相 一 致 . 
用 同一 方法 可 得 到 更 一 般 的 结果 :对 于 任 一 个 非 负 的 整数 и ,我 们 都 有 
ее МЕ) А To) е (рж р)" р +1 р)" 
(22 т>)? мр +1 
(6) ХРЕЕЖЯННЖЯНЖ 在 1732 ЕРЕК ИАН ЕН ГРН ГЭ РЕВЕ 
着 的 重 链 的 振动 问题 .假设 长 度 为 ! 的 均匀 的 重 链 AMB 垂直 地 悬挂 在 点 B „гвл 
处 , 且 在 重力 的 作用 下 作 环 绕 平 衡 位 置 的 微小 振动 .车 用 上 来 表示 时 间 ,z 表 | 
示 自 点 A 到 变动 点 M 的 链 的 长 度 , 且 用 w= u(x,t) 来 表示 点 M 对 于 垂直 
位 置 的 偏差 (图 211), 则 微小 振动 的 方程 将 具有 形式 : 
其 中 g 是 重力 加 速度 . 依照 们 努 利 , 我 们 将 用 分 离 变量 的 方法 来 解 这 个 方 
程 .为 此 ,首先 来 求 它 的 呈 两 个 函数 的 乘积 的 形式 的 特 解 ,其 中 一 个 函数 只 
依赖 变量 xz , 而 另 一 个 只 依赖 变量 z 
и=Х(х)Т(Е). 
将 这 代入 (23) 式 中 ,经 简单 的 变换 后 就 有 


T(t) xX (xr)+X (rz) 
т) 8 Х(=х) | 


由 于 左 端 只 是 一 个 变量 Е 的 函数 ,而 右 端 只 是 一 个 变量 x 的 函数 , 故 等 式 仅 可 能 在 两 端 都 等 于 同 
一 常数 的 情况 下 成 立 ,我 们 将 用 - w 表示 这 个 常数 * .于 是 最 后 那个 方程 分 解 为 两 个 : 


Т) жат) =0, (о) + (в) + Х()=0. (24) 
第 一 个 方程 的 解 具有 形式 . 


(22) 


В 211 


Т(:) = Asin (wt + 9), 
2 


其 中 A 与 p 是 某 两 个 常数 .而 第 二 个 方程 具有 本 目的 方程 (2) 的 形式 ,其 中 a=1,6b=0,c= =, 


QQ 


t=2wa/ = , 它 将 这 方程 变换 为 指标 А 等 于 0 的 圆柱 函数 的 方程 ,这 是 从 关系 式 (6) 显 然 可 见 的 . 
因此 ,(24) 的 第 二 个 方程 的 通 解 具 有 形式 


ж 这 常数 应 当 是 负 的 ,因为 ,假如 不 然 的 话 , 从 (24) 的 第 一 个 方程 便 可 看 出 , 解 将 没有 振动 性 ,而 这 是 同 物理 
情况 相 背 的 . 
жк 因为 y=0, 未 知 函数 的 代 换 是 多 余 的 . 
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X(z)= BJ (2 = )+cv (2=^/ = )， 


其 中 B 与 C 都 是 常数 .从 物理 的 考虑 显然 有 : 当 z 一 0 时 , 解 应 当 保 持 有 界 , 因 此 С=0, Я Ж ВЧ 
认为 等 于 1, 因 为 在 了 的 表达 式 中 已 经 有 任意 因子 A 进入 . 于 是 我 们 求 得 方程 (23) 的 特 解 的 形状 


为 
и = АЈ, (2 = те + р). (25) 
在 此 ,数量 о 不 可 能 有 任意 数值 ,因为 从 链 悬 挂 在 点 В 处 这 条 件 , 当 x =/ 时 ,我 们 求 得 :对 于 所 有 


的 1, 都 有 wu(1,z)=0. 这 只 有 在 
Jo (2=^/ £) =0 (26) 


的 情形 下 才 有 可 能 ,由 此 得 o= w = 96 / © ,其 中 是 零 阶 的 贝 塞 尔 函 数 的 零点 
方程 (25) 表 明 : 链 上 所 有 的 点 作 谐 波 振动 ,具有 同一 的 频率 w = 6, / Е, , 且 具 有 从 一 点 到 一 


点 依照 规律 ”An (2 ) = (алу > ) 而 改变 着 的 振幅 . 系 于 所 考虑 的 函数 о (=) 


点 а, 的 不 同 ,这 振动 的 频率 以 及 振动 的 链 的 形态 也 可 以 不 同 .图 212 中 表示 当 &= 1,2,3 时 链 上 
的 点 的 振幅 的 改变 规律 .通常 , 链 的 振动 是 具有 不 同 的 振幅 及 原始 位 相 的 振动 (25) 的 登 加 : 


u(x,t)= ХОА» (а/я (wt + Ф,). (27) 


77 77 


к= 1 k=2 


图 212 


要 确定 系数 А, 与 mw ,应 当 给 出 链 上 的 点 的 初始 的 偏差 及 速度 , 即 是 ,给 出 w(x,0) = (с), 
и ”=g(z). 于 是 将 有 条 件 


f(z)= > Ао (mF )sin Ф, 
g(x)= > Ао (a 2) сов , 


ж 当 z=0 时 函数 Jo(z)=1, 因 此 ,常数 A 表示 链 的 自由 的 一 端的 振动 的 振幅 . 
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ЕЕЗ НЕА / т =r,(lr)=FGr),g(r)=GGzr) 后 ,可 重 写成 广义 傅 里 叶 展 开 式 
的 形式 
Е(т) = 2, А, sin фьЈоб(ат), С(т) = >) Ао, cos фо (акт). (28) 


从 这 两 个 展开 式 , 按 第 95 目的 公式 (38) ,可 求 得 所 有 的 系数 А, Уф. 
在 发 表 于 1732 年 的 彼得 堡 科学 院 论 从 中 的 一 篇 著作 里 D. 伯 努 利 利 用 级 数 解 出 了 (24) 的 第 
二 个 方程 ,得 到 了 条 件 (26) ,并 且 指 出 了 : 链 可 以 有 无 穷 多 的 形态 的 摆动 线 . 
(7) 关于 圆 的 落 膜 振动 的 欧 拉 问题 假设 一 薄膜 “在 张力 的 作用 下 起 微小 的 振动 , 挠 度 и = 
u(x,y,t) 是 薄膜 对 于 平衡 状态 的 偏差 .这 肾 数 满足 方程 
Әди 5 [9*и ди 
эр 8 (5 н). 


(29) 


其 中 а= 二,T 是 张力 ,c 是 曲面 密度 .在 1764 00—816 0088,1. Е ТЭСТА АОВ 


膜 振动 的 问题 . 欧 拉 从 对 应 于 方程 (29) 的 极 坐标 方程 


2 2 2 
2 ([9и, 1 ди, ou\ ou 
Ин | = Ш 
(5- г ди ая ) дг (30) 


出 发 .为 了 要 构造 方程 (30) 的 特 解 , 欧 拉 设 
& 三 及 Cr)sin(wt + У)зт(АФ+ О), 
其 中 о, д, У, 都 是 常数 ,在 代入 (30) 中 后 得 


пк (7-м) в=0. (31) 


在 把 г 过 渡 到 新 变量 po = 子 之 后 ,方程 (31) 取 圆柱 函数 的 方程 的 普通 形式 


К+ ов +(p - А)В = 0. (32) 

从 物理 学 上 的 考虑 显然 有 :函数 对 于 о 而 言 的 周期 应 当 等 于 2x ,因此 4 应 当 是 整数 .对 于 А 

的 这 种 数值 , 欧 拉 给 出 了 方程 (31) 的 级 数 形式 的 解 ”. 由 此 可 见 , 欧 拉 得 到 了 方程 (31) 的 下 述 形式 
的 特 解 


и= АЈ, (4% )sin(wt + 7)sin(ngt+ 6). (33) 
如 果 薄 腊 被 固定 在 端点 上 , 则 当 r= ro 时 ,应 当 有 J (№7?) = 0, 这 里 的 x。 是 薄膜 的 半径 . 由 此 
w= wb = Ч ,其 中 а 是 函数 /(z) 的 第 个 零点 . 欧 拉 也 指出 了 :薄膜 有 无 穷 多 种 可 能 有 


的 振动 存在 . 
У п=0 В|, РАЖ и |8] p 无 关 : 


“= АЈ (а г Jsin (wt + 7, ), (34) 
也 就 是 说 ,薄膜 上 所 有 与 中 心 有 相 等 距离 的 点 同样 地 振动 着 .薄膜 上 的 点 作 谐 波 振动 ,具有 相同 的 


* 由 可 以 自由 弯曲 与 微小 延伸 的 物质 所 构成 的 薄片 , 称 做 薄膜 ,例如 ,鼓膜 . 
жк 在 较 后 的 著作 中 , 欧 拉 也 讨论 了 非 整 数 的 的 情形 . 
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频率 w = 524 Н АЈ, (а га ) 依 赖 于 该 点 到 中 心 的 距离 .在 图 213 中 表示 了 当 =0,1,2 时 


ro 


薄膜 上 个 别 的 点 的 振动 振幅 的 变化 规律 
济 肛 振动 的 最 一 般 的 形式 ,可 由 对 于 不 同 的 5 69 «ТД 
有 的 振动 (33) 相 加 而 得 到 于 


и= > Аъ, СЯ 一 сб" + У )sin( ng + ди ). 
п,Ё 


(35) _. 
当 给 定 了 薄膜 的 初始 位 置 及 偏离 值 时 ,利用 三 角 函 数 系 与 圆 | 
柱 图 数 系 的 正 交 性 ,可 求 得 系数 Аж, Уж, ди. 
(8) 瞬息 的 圆柱 面 热源 “平行 于 平面 的 热流 ,在 垂直 于 

某 一 固定 方向 的 所 有 平面 (了 ) 上 ,温度 的 分 布 都 是 同样 的 ， yen 
这 种 热流 可 由 微分 方程 

а (5+5 } (36) 
来 描述 ,其 中 : 是 时 间 ,a 是 常 系数 ,zx,y 是 (也 ) 中 一 个 平面 
区 上 的 笛 卡 儿 坐标 .用 直接 求 导 数 可 以 验证 ,函数 


уг (о 
w= Ае - 2 (37) 


4а 1 


满足 方程 (36) ,其 中 A ,é 与 w 都 是 常数 .这 时 ,在 平面 上 异 于 $= &+ КЕ е = х + iy 处 , 当 
1—0 时 函数 一 ~0, 而 在 点 “处 这 函数 -co .所 以 可 以 说 ,在 物理 上 (37) 表 示 由 于 在 :=0 时 安置 在 
点 处 的 瞬时 点 热源 的 作用 而 在 点 z 处 所 产生 的 温度 . 

我 们 来 计算 由 于 当 t=0 时 党 圆周 | 5| = р 均匀 地 安置 着 的 瞬时 点 热源 的 作用 ,所 发 生 在 点 z 
处 的 温度 的 总 和 .我 们 将 认为 ,安置 在 这 贺 周 的 微小 的 弧 p40 上 的 热源 的 效应 ,等 于 一 个 点 热源 的 
效应 .于 是 这 些 热 源 的 作用 所 产生 的 温度 ,由 公式 (37) 可 确定 为 * 

du = ААВ, = Аав, а ритм 

其 中 我 们 设 z= пе? ,5= pe *”( 图 214). 将 这 表达 式 对 于 9 自 一 x 到 7 求 积 分 , 便 得 出 所 求 的 总 
温度 


图 213 


4 


在 此 ,函数 osb 可 以 用 sinb 来 代 换 ,因为 这 个 代 换 只 归结 
于 以 0 一气 代 换 9, 代替 积分 限 一 地 x, 子 ,可 以 重新 取 一 x， 


x, 这 不 改变 积分 的 数值 .回忆 起 第 95 目 中 关于 函数 J (=) 
的 贝 塞 尔 的 积分 表示 式 (11) ,我 们 便 得 到 и 的 表达 式 , 其 形 
状 为 


_2xA 250 pr 
图 214 ие 44 1 и (52 :). (38) 


2，2 nx а 
ие 2 | cz "20. 


* 我 们 写 du 与 Adb 来 替代 与 A ,为 的 是 强调 指出 我 们 的 这 些 量 仅 与 微小 的 弧 pd0 有 关 . 
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为 了 阐明 常数 A 的 物理 意义 ,我们 来 计算 ,为 了 要 在 平面 = 中 得 到 我 们 的 温度 分 布 , 所 必 击 的 总 
热量 .如 果 用 с 表示 比 热 ,o 表示 物质 的 面 密度 , 则 在 面积 单元 rdrdp 上 的 热量 将 是 4Q = 
ссигігіф ,因而 在 整个 平面 上 ， 


хо [> 2rhAco в [° 5. 
О = со , аф А urdr = е 42,27 ие ча? 1 rdr. 


考虑 到 本 目 中 的 韦伯 积分 (13) (在 我 们 考虑 的 情形 下 ,其 中 的 ла 及 如 分 别 等 于 0,3 乌 -和 
с =). 

|, 21, (2 jrar = 207 te . 
于 是 Q=8x? Acoa? ,因而 и 的 表达 式 的 最 后 的 形式 为 


ие 1 (525). (39) 

从 平面 的 热 场 转变 到 空间 的 平行 于 平面 的 热 场 ,可 以 认为 :公式 (39) 给 出 了 由 г = 0 时 均匀 地 
安置 在 某 一 个 柱 面 上 的 瞬间 热源 ( 柱 面 热 源 ) 的 作用 所 发 生 的 温度 的 表达 式 . 这 时 , О 表示 聚积 在 
宽度 为 1 且 垂 直 于 柱 面 的 轴 的 带 形 上 的 总 热量 . 

(9) 在 圆柱 面 上 热 的 传导 问题 假设 在 半径 为 o 的 圆柱 面 上 ,保持 温度 等 于 wocoswt .在 圆柱 
内 部 的 初始 温度 等 于 零 的 条 件 下 , 求 温度 的 分 布 . 

由 于 问题 具有 轴 的 对 称 性 ,自然 地 要 变 到 圆柱 坐标 r ,gq,z. 但 由 于 在 这 里 и 同 z 无 关 , 也 同 о 
无 关 , 故 热 的 传导 方程 具有 形式 


ди 2/9u, 1 ди 
oat (52+ r 28), (40) 


再 者 , 始 值 条件 与 边 值 条 件 是 |,-。 = 0,w|,-, = uocoswt .我 们 将 用 算 子 法 来 解 这 个 问题 . 过渡 到 
按照 变量 i 的 拉 普 拉 斯 变换 得 到 算 子 方程 
dU,1dU_ pp 


а та a 
并 且 应 当 在 条 件 
Ри 
01, = 3 下 


下 来 解 它 .按照 第 95 目的 公式 (32) 与 第 % 目的 公式 (20) , 算 子 方程 的 通 解 是 
И = АЈ, (УР. + ву(УРь,) 


а 


ОН д =0, а= 25), НЗ 08 О 应当 是 有 界 的 , 故 B=0, 和 
(= АІ, (У2,). 


代入 边 值 条 件 , 求 得 Alu (xpp) = Р.т АЗ 
16 
U= и а Р. (41) 
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函数 U(p) 具 有 无 穷 多 个 极点 ,其 中 有 两 个 是 纯 虚 的 : рать ПА ОАЕ А: р = 
- (=) (8=0,1,2,…),as 是 J。(z) 的 零点 .依照 第 82 目的 第 一 展开 定理 , 像 原 函数 可 作为 函 
数 U(p)e* 在 它 的 所 有 的 极点 处 的 留 数 之 和 而 求 得 , 即 ， 
о(ое* 

其 中 极点 p= + о 给 出 第 一 项 ,而 和 式 是 关于 那些 极点 р, = — (=), 的 .如 果 依 照 第 96 目的 公 
式 (34) 来 替代 函数 

lo(e4x)= 1o(zxVi)=ber x+i ах, 
并 且 为 简单 起 见 , 记 % 2 д9 = 及, 则 最 后 那个 公式 可 重 写 成 下 述 的 最 终 的 形式 


Бег Ах Бег До + Бе! Ах Ба до ос Д 
Бег’ Ар + БеЁ Ар 


4 рег Аг Бы Ло – Ба Ах Бег Ао . 
Ое OP TT OE in wt 


Бег Ар + Бег Ар 


u(r,t)= wo 


а < 202, Ло (18+) В. 
+ и 


$4 椭圆 函数 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 讨论 椭圆 积分 及 椭圆 函数 的 性 质 .在 第 39 目 中 , 当 讨 论 把 矩 
形 映 到 半 平 面 上 的 共 形 映射 的 间 题 时 ,我 们 已 经 遇 到 过 一 种 椭圆 积分 以 及 它 的 反 范 
ЖК sn 了 .在 刚体 动力 学 ,空气 动力 学 ,电工 学 ,弹性 理论 等 的 许多 问题 中 ,都 会 遇 到 椭 
|А РАЖ. 

在 18 世纪 末期 ,椭圆 积分 早已 由 勒 让 德 研 究 过 ,在 19 20, 6 ВЈ 76 
们 ( 阿 贝 尔 , 雅 可 比 , 刘 维 尔 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) 的 共同 努力 ,椭圆 函数 的 理论 已 基本 上 被 
建立 了 . 

我 们 将 从 叙述 亚 纯 的 周期 函数 的 一 般 性 质 开 始 ,在 这 种 亚 纯 的 周期 函数 之 中 , 特 
别 , 也 包含 有 椭圆 函数 这 一 类 . 

100. 周期 函数 ”如 果 函 数 f(z) 对 于 在 它 的 定义 域内 的 所 有 的 值 = ,都 满足 函 
数 方程 

f(z+T)= f(z), (1) 

则 就 称 f(z) 是 周期 函数 ,其 中 T 夭 0 是 某 一 常数 , 称 做 函数 的 周期 ”. 

周期 函数 必然 地 具有 无 穷 多 个 周期 .实际 上 ,我 们 有 


ж 因此 ,周期 函数 的 定义 域 在 含有 任 一 个 点 = 的 同时 也 应 当 含 有 点 z + Т. 
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定理 1 假若 Ti ,T,,…,T,(k 写 1) 是 函数 F(z) 的 周期 , 则 它们 的 具有 整 系数 

( 负 的 , 零 的 或 正 的 ) 的 任 一 线性 组 合 
T=n Т, +п Т ++ пь Гь, 

也 是 这 个 函数 的 周期 . 

事实 上 ,对 于 非 负 的 п, ,论断 显然 成 立 , 因 为 重复 地 加 周期 于 变 元 ,并 不 改变 函 
数 的 值 .要 证 明 它 对 于 负 值 的 n, 也 正确 ,只 需 证 明 : 当 了 下 是 函数 f(z) 的 周期 时 ， 
-下 也 是 它 的 周期 便 够 了 .但 是 ,实际 上 ,对 于 任 一 个 = ,由 于 方程 (1) 都 有 

fl(z—-T,)=f[(z-T,)+T,]= f(z), 

而 这 就 意味 着 , 一 ,也 是 f(z) 的 周期 . 

在 所 有 的 后 面 的 叙述 中 ,我 们 将 认为 函数 f(z) 是 单 值 的 并 且 是 亚 纯 的 .我 们 特 
别 标 出 单 值 性 这 条 件 , 为 的 是 强调 ;所 叙述 的 理论 ,对 于 多 值 的 解析 函数 来 说 并 不 成 
立 .为 了 叙述 直观 起 见 ,我 们 将 用 平面 x 上 的 点 来 表示 f(z) 的 周期 .我 们 来 说 明 周 期 
点 集 的 结构 .首先 证 明 一 条 引 理 . 

引 理 亚 纯 函数 f(z ) 闫 const 的 周期 点 集 ; 不 可 能 含有 任何 一 个 收敛 到 平面 上 
有 限 点 的 序列 . 

实际 上 ,假设 有 一 个 收敛 到 有 限 点 Т 的 周期 序列 下 存在 ,并 且 设 ze 是 f(z) 的 


任意 正则 点 . 按 定理 1, 收敛 到 零 的 序列 Т, = Т, = T,, 也 是 f(z) 的 周期 的 一 个 序 
列 .这 样 一 来 ,对 于 任何 vy =1,2,…, 便 都 有 


f(zo+ T,)= f(z0). 


但 点 列 = = z+ Т, 收敛 到 , 且 在 这 点 列 上 f(z) 取 同一 的 值 .于 是 按 唯一 性 定理 
便 将 推 得 f(z) 寺 const, 而 这 是 同 定 理 的 条 件 相 巴 盾 的 . 
周期 点 集 的 全 部 性 征 可 由 下 述 定 理 给 出 : 
定理 2( 阿 贝尔 ) 亚 纯 函数 f(z) 最 多 可 有 两 个 线性 无 关 的 周期 .换言之 ,有 两 
个 周期 rz БЕ 存在 ,使 得 F(z) 的 任 一 周期 个 都 具有 形式 
Т=пт+ пт (2) 
其 中 与 n 都 是 整数 . 
我 们 把 证 明 分 为 两 部 分 : 
1) 设 在 某 一 条 经 过 原点 的 直线 L 上 有 f(z) 的 一 个 周期 T" .要 证 明 : 这 时 f(z) 
的 所 有 位 于 直线 L 上 的 周期 集合 ,具有 形式 
Т = пт, (3) 
其 中 =0,+1, 土 2,…, 而 rz 是 某 一 个 复数 .实际 上 ,在 直线 工 的 线段 OT 上 , 按 引 
理 只 可 能 有 f(z) 的 有 限 多 个 的 周期 (假如 不 然 的 话 , 在 L 上 就 将 存在 一 个 收敛 到 有 
限 点 的 周期 序列 了 ). 所 以 在 ОТ 上 有 模 最 小 的 一 个 f(z) 的 周期 存在 ,用 г 来 表示 
这 周期 ,我们 将 证 明 :; 位 于 LL 上 的 f(z) 的 任 一 周期 都 具有 形式 (3). 假 若 不 然 , 设 L 
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上 有 位 于 菜 两 点 nr У (п + 1) с 之 间 的 一 个 周期 工 存 在 , 则 Т 可 表 为 形式 工 = 
(z+o9)r, 其 中 0<3<1, 因 而 按 定理 1 知道 ,t= 9с 也 是 f(z) 的 周期 .但 这 个 周期 
应 位 于 线段 Or 上 ,而 按照 我 们 的 构造 法 ,在 这 线段 Or 上 不 可 能 有 f(z) 的 周期 .这 
矛盾 就 证 明了 所 作 的 论断 . 

2) 假定 除了 周期 (3) 之 外 , f(z) 还 具有 别 的 周期 ,于 是 这 些 周期 便 都 不 在 直线 
L 上 .按照 引 理 ,有 以 点 z=0 为 中 心 而 不 包含 
有 这 种 周期 (位 于 L 上 的 那些 周期 不 在 考虑 之 
列 ) 的 一 个 最 大 圆 存在 . 按 同 一 引 理 ,在 这 个 圆 
的 圆周 上 只 可 能 有 有 限 多 个 的 周期 ,因此 ,有 
这 样 的 一 个 周期 存在 , 当 从 工 的 正方 向 依 逆 时 
针 方 向 旋转 时 , 它 最 近 于 工 , 这 个 周期 我 们 就 
用 来 表示 (图 215). 我 们 将 证 明 : 了 f(z) 的 任 
一 周期 都 具有 形式 (2). 为 此 ,假定 不 然 , 设 有 
形 如 


Т=(п+9) + (п +8) 
的 周期 存在 ,其 中 ?与 六 是 某 两 个 整数 , 且 
0 委 9 委 1,0 委 9% 委 1, 再 者 8 与 9 不 是 两 个 (等 
于 0 或 1) 整 数 . 按 定理 1, 这 时 


图 215 


一 二 r+ or 
也 是 f(z) 的 周期 .但 这 个 周期 位 于 具有 顶点 0,r,r ,t+ 的 平行 四 边 形 内 ,而 不 同 
它 的 任何 顶点 重合 .按照 我 们 的 构造 法 ,这 个 周期 不 可 能 位 于 平行 四 边 形 内 的 在 图 
215 中 加 上 和 斜 线 的 那 部 分 上 , 即 是 , 它 不 可 能 位 于 三 角形 Orr 内 .因此 , 它 位 于 为 一 


部 分 内 ,但 这 时 点 z“= r+r -zt 也 是 f(z) 的 周期 , 却 位 于 三 角形 Orr' 内 ,并 且 不 同 
这 三 角形 的 任何 顶点 重合 .这 同 我 们 的 构造 法 矛盾 ,因为 在 这 三 角形 内 没有 f(z) 的 
周期 .定理 于 是 便 证 明了 . 

在 已 证 明 的 这 定理 中 的 所 参加 的 那 两 个 数 г т (一 + 与 -zr 也 是 一 样 ) , 称 做 
函数 /(z) 的 基本 周期 .从 这 定理 推 得 :所 有 的 亚 纯 函 数 可 分 为 三 类 : 

1) 非 周 期 函数 ”对 于 它们 来 说 ,两 个 基本 周期 都 等 于 0: 

ЕТ =0. 

2) 单 周 期 函数 ”对 于 它们 来 说 ,一 个 基本 周期 (例如 r ) 等 于 0, 而 另 一 个 则 异 
于 0. 按 定理 2, 单 周期 函数 的 所 有 周期 都 是 基本 周期 + 的 整 倍 数 ,初等 函数 e*( 基 本 
周期 r= 土 2xi ) ,sin zx ,cos z( 基 本 周期 c= 土 2x ) ,tan = ,cot z( 基 本 周期 r= + л) 
都 是 这 种 函数 的 例子 . 

3) 双 周 期 函数 ”对 于 它们 来 说 ,两 个 基本 周期 + 与 r 都 异 于 0. 按 定理 2, 这 时 
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比值 一 不 可 能 是 个 实数 , 且 函 数 的 所 有 的 周期 都 具有 形式 


Т=пт+пт (п.п =0,+1,+2,:-:). 

双 周 期 的 亚 纯 函数 就 称 做 椭圆 函数 . 

椭圆 函数 的 基本 性 质 将 于 本 节 的 后 面 几 目 中 来 专门 讲 .在 此 ,我 们 将 举 出 一 系列 
与 任何 ( 单 的 或 双 的 ) 周 期 函数 有 关 的 命题 . 

用 т 表示 图 数 /(z) 的 基本 周期 , 且 通 过 位 于 直线 L 上 的 每 一 个 点 nt(n =0， 
土 1, 土 2,…) ,都 作 一 条 平行 于 异 于 工 的 方向 的 某 一 个 方向 的 直线 .这 这 时 整个 平面 
被 区 分 为 宽度 相同 的 一 些 带 形 ,这 种 带 形 称 做 周期 带 . 显然 , f(x) 在 某 一 周期 带 中 所 
取 的 全 部 函数 值 , 在 邻接 的 带 形 中 都 周期 地 重复 .因此 ,只 需 在 这 些 带 形 中 的 某 一 个 
上 研究 周期 函数 就 足够 了 . 

Я С 表示 由 辅助 平面 5 中 去 掉 两 点 5=0 与 5= co 而 得 到 的 那个 二 阶 连通 区 域 ， 
在 这 区 域内 考虑 多 值 函 数 


== 51а Ё. (4) 
2л1 
图 数 (4) 在 某 一 点 5 处 所 取 的 那些 函数 值 ,彼此 仅 相 异 一 个 差 数 ,而 且 这 差 数 是 с 的 
整 倍 数 ,所 以 复合 函数 
5а 6) = (5) (5) 


在 区 域 G 内 是 单 值 的 .在 每 一 个 点 5 处 , 符 这 点 的 那些 对 应 点 = 是 了 的 正则 点 , 则 这 
函数 显然 是 解析 的 ,而 在 对 应 于 f 的 极点 的 那些 点 处 ,这 函数 也 具有 极点 ”. 将 (4) 的 
Ј в 


C= ет = ем (6) 
代入 (5) 中 ,这 里 w= = 和 是 函数 六 z) 的 ! “频率 ” ,我们 得 到 F(z) 的 形 如 
f(z)= ф(е“) (7) 


的 表示 式 .从 这 个 表示 式 , 我 们 就 得 到 一 些 关 于 周期 函数 的 定理 . 
定理 3 在 每 一 个 由 平行 于 周期 直线 І 的 两 条 直线 L 与 L 所 围 成 的 带 形 内 (图 
216), 若 这 带 形 不 包含 有 帮 z) 的 奇 点 , 则 这 函数 可 表 为 傅 里 叶 级 数 


(=) = > Ce (8) 


实际 上 ,在 平面 x 上 的 直线 L 与 L” Е, 分 别 有 
z= +tr,z=z + іт 


(z 与 z 分 别 是 L 与 世上 的 固定 点 ,上 是 实 参数 , 目 - оол] + 0%). 根 据 (6), 它 们 在 


ж 为 了 证 明 这 个 ,只 需 讨论 函数 (4) 在 这 点 的 邻 域内 的 一 个 单 值 的 分 支 , 且 利用 关于 复合 函数 的 解析 性 的 定 
理 便 够 了 . 
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平面 5 上 对 应 着 中 心 在 点 5=0 处 且 半 径 为 r =|e**| 与 r+"=|e**| 的 两 个 同心 圆周 
= ея , (= ойбой. 
在 位 于 这 两 个 圆周 之 间 的 那个 环形 内 , 函数 
2(5) 是 解析 的 ,因此 ,可 表 为 洛 庆 级 数 
2(5) = 之 cl . 


= 一 Oo О К 


< 


Л 
7 
7 
2 


将 5=e* 代 入 此 处 , 且 利用 公式 (7), 我 人 便 АА /一 
得 出 所 求 的 展开 式 (8). ~ 7777 
特别 ,由 此 得 到 77, |. | 
定理 4 周期 整 函数 F(z) 可 表 为 对 于 “0 4 1 
所 有 的 z 值 都 收敛 的 傅 里 叶 级 数 (8). 
其 次 ,我 们 指出 下 列 简 单 的 定理 : ои 


定理 5 车 一 个 周期 整 函数 在 一 周期 带 
内 是 有 界 的 , 则 这 函数 是 个 常数 ， 

这 可 由 刘 维 尔 定理 立刻 推 得 .因为 从 函数 在 一 个 周期 带 内 的 有 界 性 ,可 推 知 它 在 
整个 平面 上 都 是 有 界 的 . 

定理 6 若 一 个 周期 整 函数 f(z) 当 z 趋 于 周期 带 的 两 端 时 , 趋 于 有 限 极限 或 无 
穷 大 的 极 根 , 则 它 是 一 个 三 角 多 项 式 


f(z)= 之 се“. (9) 
实际 上 ,在 我 们 的 条 件 下 ,点 5=0 与 5= co 至 多 仅 能 是 函数 p(5) 的 极点 ,因此 
展开 式 (8) 只 可 能 含有 有 限 多 个 异 于 零 的 项 . 
下 面 的 更 一 般 的 定理 也 成 立 : 
定理 7 ЖРЕАИННаЖ f(z) 当 z 趋 于 周期 带 的 两 端点 时 趋 于 有 限 极 限 或 
无 穷 大 的 极限 , 则 它 是 两 个 三 角 多 项 式 的 比 . 
101. 椭圆 函数 的 一 般 性 质 ”假设 F(z) 是 任意 一 个 椭圆 函数 , 即 一 个 双 周 期 的 
亚 纯 函数 ,具有 基本 周期 т 与 .F(z) 的 所 有 周期 所 成 的 点 集 具 有 形式 
Т=пт+пт (n,n =0, +1, =2, --). (1) 
我 们 约定 ,任何 两 点 zi 与 = ЕПК: =, =, = 工 ,就 称 做 同 余 
的 并 将 其 写成 形式 
zi 三 xz;(mod т,т’) (2) 
(ВЕ = В г Кт 等 同 于 > ”). 点 集 Mi (在 已 知 工 下 ) ,与 由 所 有 与 Mi 的 点 同 余 
的 点 所 组 成 的 点 集 М> (在 已 知 Т РТ) ,我 们 也 称 做 同 余 的 . 


ж НЕЕ 5,4 f(z) 关 const, 则 这 两 个 极限 不 可 能 都 是 有 限 的 . 


. 540. 第 七 章 特殊 函数 [101] 


比值 三 不 可 能 是 个 实数 (参看 前 一 目 ) ,因此 点 O,r,r+ 与 构成 一 个 非 退化 

的 平行 四 边 形 (图 217. ) 这 个 平行 四 边 形 以 及 所 

有 的 与 它 同 余 的 平行 四 边 形 ,我 们 将 称 为 周期 平 

行 四 边 形 .为 具体 起 见 ,我 们 将 假定 :顶点 O,r，r 

+ rr 依照 平行 四 边 形 的 周 界 的 正 向 的 绕 行 顺 
序 来 排列 .为 此 ,显然 只 需 假定 
Га — 0. 


此 外 ,我 们 还 约定 ,把 边 Ос, Or 除去 顶点 = 
Кт 后 算 和 人 这 平行 四 边 形 内 ,而 周 界 上 的 其 余部 图 217 
分 则 不 算 人 ,并 且 对 于 所 有 的 同 余 的 平行 四 边 形 
都 这 样 做 .于 是 周期 平行 四 边 形 将 不 含有 任何 一 对 同 余 点 , 且 对 于 平面 上 的 每 一 个 点 
z, 都 可 在 任 一 平行 四 边 形 内 求 得 同 余 于 它 的 点 . 

我 们 来 列举 椭圆 函数 的 基本 性 质 : 

定理 1 具有 相同 的 周期 г 与 r 的 两 个 椭圆 函数 的 和 , 差 , 积 , 商 , 或 更 一 般 地 ， 
这 样 一 些 椭 圆 吕 数 的 任 一 个 有 理 组 合 R(f1,…,f), 仍 都 是 具有 周期 + 与 5 的 椭圆 
函数 .对 于 椭圆 函数 的 导数 来 说 ,这 也 成 立 . 

这 个 定理 的 证 明 ,可 从 函数 的 亚 纯 性 与 周期 性 对 于 所 说 的 运算 都 不 被 破坏 而 推 


> 
ап 


定理 2( 刘 维尔 ) ” 若 一 个 双 周 期 函数 是 整 函数 , 则 它 是 个 常数 . 

实际 上 ,我 们 的 函数 在 周期 平行 四 边 形 内 应 当 是 有 界 的 ,因而 它 在 整个 平面 上 也 
是 有 界 的 ,因此 是 个 常数 . 

由 此 可 见 , 在 周期 平行 四 边 形 ( 照 前 面 所 说 的 加 以 补充 后 ) 内 ,应 当 人 至 少 有 f(x) 
的 一 个 极点 .由 于 f(z) 是 亚 纯 函数 ,属于 周期 平行 四 边 形 内 的 极点 的 总 数 应 当 是 有 
限 的 ,这 个 数目 (其 中 每 一 个 极点 都 按照 它 的 重 数 重复 计算 ) 称 做 椭圆 函数 的 阶 . 

定理 3( 刘 维尔 ) 椭圆 函数 f(z) 在 其 属于 周期 平行 四 边 形 的 所 有 极点 处 的 留 
数 之 和 ,等 于 零 . 

要 证 明 这 定理 ,只 和 需 说 明 : 沿 着 包含 所 有 属于 周期 平行 四 边 形 的 极点 .而 且 只 含 
有 这 些 极 点 的 任何 闭 周 线 C 的 积分 等 于 0. 车 在 平行 四 边 形 的 周 界 上 没有 极点 , 则 即 
可 取 这 周 界 作为 C. 假 如 不 然 的 话 ,我 们 就 把 平行 四 边 形 的 周 界 作 将 顶点 0 变 到 z。 
的 平行 移动 ,如 图 218 中 所 示 ,再 取 如 此 得 到 的 周 界 作为 C( 在 这 图 中 ,极点 用 星 号 标 
出 , 记 住 ,用 点 线 表 示 的 边 不 属于 平行 四 边 形 内 ). 我 们 有 
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而 在 第 一 个 积分 与 第 三 个 积分 中 ,对 应 于 同 余 点 的 积分 元 f(z)dz 只 相差 一 个 符号 ， 
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因为 函数 f(z ) 在 同 余 点 处 的 值 相 等 ,而 dz 相差 一 个 符号 ,所 以 第 一 个 积分 与 第 三 
个 积分 之 和 为 0. 对 于 第 二 个 积分 与 第 四 个 积分 之 和 来 说 ,也 тг 
有 同样 的 情形 .定理 得 证 . | 人 

作为 推论 ,我 们 可 以 指出 :不 存在 一 阶 的 椭圆 函数 .实际 全 
上 ,按照 定义 ,这 样 的 函数 在 周期 平行 四 边 形 内 应 当 有 一 个 一 
阶 极点 ,而 因此 积分 (3) 就 将 异 于 0 了 .从 定理 2 也 可 以 推出 : 
ЖА ЖЖ а. 

定理 4( 刘 维尔 ) ”椭圆 函数 在 周期 平行 四 边 形 内 取 每 一 
复数 值 a 的 次 数 * 都 相同 ,等 于 这 椭圆 函数 的 阶 数 . дна 

对 于 а = co ,这 论断 立即 可 从 椭圆 函数 的 阶 数 的 定义 推 
得 .对 于 a 关 % ,我 们 回忆 起 按照 第 23 目 中 的 辐 角 原理 ,在 周 
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期 平行 四 边 形 内 ,a 值 点 的 个 数 与 函数 A(z) 的 极点 个 数 之 差 图 218 
等 于 
Г f(z)dz 
2л) с f(z)—a а) 


其 中 C 是 前 一 定理 中 所 引用 的 周 线 (只 是 还 应 当 假定 : 它 不 经 过 函数 /(z) 的 a й 
点 ) . 按 定理 1, 函数- 27 是 与 /(<) 具 有 相同 的 周期 + 与 的 椭 加 函数 ,所 以 按 定 


理 3 积分 (4) 等 于 0, 而 这 就 证 明了 论断 . 

定理 5 在 周期 平行 四 边 形 内 ,所 有 使 f(z) 取 任 一 个 固定 值 a 的 那些 点 z 的 
和 , 同 余 于 周期 平行 四 边 形 内 所 有 极点 的 和 . 

对 于 a = co ,这 论断 显然 成 立 . 对 于 a 关 % ,在 周期 平行 四 边 形 内 ,所 有 的 a 值 点 
之 和 илена 23 Н) 


Х (=) 
7 с“ f(z) 一 98. (5) 


其 中 С 是 定理 4 中 所 用 的 周 线 . 我 们 设 

„Ё (2) а2: 

а) а), 
(图 218) ,如 果 证 得 第 一 个 积分 与 第 三 个 积分 之 和 ,以 及 第 二 个 积分 与 第 四 个 积分 之 
和 ,都 等 于 f(z) 的 某 一 个 周期 , 则 这 就 证 明了 定理 .而 实际 上 ,假设 z УС ЛЕ 


段 工 与 有 上 的 变动 点 , 则 可 以 设 [= = + r ,因而 由 于 "是 函数 -4z) 的 周期 , 且 


f(z)-—a 
沿线 段 I КИ 与 沿线 段 亚 的 积分 方向 相反 , 故 


„Кода тга 
о (2) = а 2лі) р? (6) -а 


* 每 一 个 使 得 f(z)=a 的 点 z, 都 按照 这 个 点 的 重 数 而 重复 计算 若干 次 . 
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_ 1 f(z)dz _ "Уз +Е)-а 
= 7) О пау а 


其 中 2 是 个 整数 (rz 是 f(z) 的 周期 ,因此 在 记号 Ln 后 的 分 数 等 于 1, 而 它 的 对 数值 
可 认为 等 于 一 2xn i) .完全 类 似 地 得 到 


/ 7 
— тп, 


1 1 _ 
57), + 5: А = пг, 
其 中 п 也 是 个 整数 .这样 一 来 ,积分 (5) 便 等 于 пт+ пт = 本 ,因而 定理 就 证 明了 . 
定理 6 在 任何 两 个 具有 相同 的 周期 t 与 5 的 椭圆 函数 F(z) 同 g(z) 之 间 , 都 有 
形 如 
P[f(z),g(z)]=0 (6) 
的 代数 关系 式 存 在 ,其 中 P(Z,W) 是 Z 与 W 的 一 个 具有 常数 系数 的 多 项 式 . 
实际 上 ,用 а, ,a,,… ,a 表示 周期 平行 四 边 形 内 所 有 的 这 样 的 点 ,在 这 些 点 处 
М f(z) 与 g(z) 中 有 一 个 或 两 个 同时 具有 极点 . 设 pi 是 这 两 个 函数 在 点 a 处 的 极 
扩 的 阶 数 中 最 大 的 那个 阶 数 ,并 设 p= р +… + p. 男 一 方面 , 设 Q(Z,W) 是 变 元 
Z 与 W 的 某 一 个 n ХА. ЖИ Z= f(z) 与 W=g(z) 代 入 其 中 , 则 按 定 理 1, 我 
们 得 到 某 一 个 与 给 定 的 那个 函数 具有 相同 的 周期 + Мг 的 椭圆 函数 下 (z) .我 们 来 证 
ВЯ .可 以 适当 地 选取 多 项 式 © ,使 这 函数 变 为 恒 等 于 常数 C, 那 时 定理 便 就 证 明了 ， 
因为 可 取 Q 一 C 来 作为 (6) 式 中 的 多 项 式 Р. 
РАЗА 下 (z) 只 可 能 在 点 а, (以 及 同 余 于 它们 的 点 ) 处 具有 极点 ,因而 要 使 它 为 常 
数 , 由 定理 2, 只 要 在 所 有 这 些 点 a 处 它 的 主要 部 分 都 等 于 0 便 够 了 .而 对 于 下 (zz) 来 
说 ,点 as 是 阶 数 不 高 于 nps 的 极点 ,因此 ,在 所 有 的 点 a 处 F(z) 的 主要 部 分 都 等 于 0 
的 条 件 ,可 化 为 不 多 于 n(p1+… + р, ) = пр 个 方程 , 且 这 些 方程 对 于 多 项 式 Q 的 


系数 而 言 都 是 线性 的 与 齐 次 的 . 多 项 式 Q 总 共有 《也 区 3* 个 系数 (我 们 不 计 入 常数 


项 ) ,因此 ,选取 п +3>>2p ,我 们 就 有 :系数 的 个 数 多 于 方程 的 个 数 .于 是 方程 组 至 少 
有 一 组 异 于 0 的 解 ,因而 由 这 组 解 出 的 系数 所 确定 的 多 项 式 Q 将 是 所 要 求 的 .定理 
得 证 . 
由 于 导数 Г (=) 2-5 f(z) 具 有 相同 的 周期 的 椭圆 函数 ,所 以 从 定理 6 便 可 直接 
推 得 . 
定理 7 任 一 椭圆 函数 f(z) 都 满足 如 下 形式 的 代数 微分 方程 
PLlf(z),f (х)1=0, (7) 
其 中 P(Z,W) 是 个 关于 自己 自 变 量 的 多 项 式 . 
作为 例子 ,我 们 用 在 周期 平行 四 边 形 内 具有 两 个 单 极点 的 二 阶 椭圆 函数 ,来 说 明 
所 证 明了 的 定理 (具有 一 个 二 阶 极点 的 椭圆 函数 ,我 们 将 在 第 103 目 中 来 讨论 ). 
二 阶 椭圆 函数 在 椭圆 函数 的 理论 中 起 很 重要 的 作用 ,因为 可 以 证 明 : 任 一 椭圆 函 
数 都 可 用 二 阶 椭圆 函数 及 它 的 导数 有 理 形 式 地 表示 (证 明 从 略 ). 用 а, 5 a, 来 表示 
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二 阶 椭圆 函数 f(z) 的 极点 ,我 们 可 假定 а, + а. =0 而 不 失 其 一 般 性 ,因为 ,通过 移 
动 平面 z (以 z +c 替代 变 元 z), 总 可 以 使 坐标 原点 落 在 线段 ca 的 中 点 .作为 周期 
平行 四 边 形 ,我 们 可 取 中 心 在 点 z=0 处 的 平行 四 边 形 .点 ai 与 a; 不 可 能 位 于 这 平 
行 四 边 形 的 周 界 上 ,因为 这 时 它们 应 当 位 于 对 边 上 ,而 这 是 不 可 能 的 (平行 四 边 形 只 
含有 每 对 对 边 中 的 一 边 ). 按 定理 4, МХ f(z) 在 周期 平行 四 边 形 内 取 任 一 个 值 两 
次 , 正 是 ,在 两 个 点 zi 与 z; 处 , 按 定理 5, 点 zi 与 zz 的 和 与 极点 之 和 同 余 , 即 零 : 
zi + z,=0(modr ,7 ). 

但 是 由 于 位 于 周期 平行 四 边 形 内 的 两 个 点 之 和 ,不 可 能 与 0 同 余 而 不 等 于 0 的 , 故 
zi1+ x, 二 0. 换 言 之 ,对 于 任何 一 个 z ,关系 式 f( 一 z) = f(z) 都 成 立 , 亦 即 , f(z) 是 个 
偶 函 数 . 

由 此 推 得 :我们 的 了 泪 数 的 导数 是 个 奇 函 数 : (一 z)= - 广 (z), 并 且 由 于 (=) 
在 周期 平行 四 边 形 内 ,除了 在 点 ai 与 cz 处 具有 二 阶 极点 外 ,处 处 都 是 正则 的 , 故 它 
是 个 四 阶 的 椭圆 函数 .由 于 广 (z) 是 奇 函 数 ,并 且 广 (z) 在 点 = =0 处 是 连续 的 ,可 以 
推 知 : 它 在 z=0 处 等 于 0. 再 者 ,我 们 有 


ЕЕЕ 
由 此 显然 == РГЕ ЧЕЗ а= 


ст .这样 一 来 ,我 们 便 知道 了 它 在 周期 平行 四 边 形 内 的 所 有 四 个 零点 


按 定理 7, 在 f(z) 与 f(z) 之 间 存 在 有 代数 关系 式 : 
Р[ (2), 7 (z)]=0. (7) 

设 f(z)=2Z, 了 f(z)=W, 我 们 可 以 说 出 下 列 的 论断 :a) 对 应 于 每 一 个 2 的 值 ,方程 
(7) 有 两 个 W 的 值 ;b) 这 两 个 值 只 有 符号 的 差别 ;c) 对 应 于 У 的 每 一 个 值 有 四 个 Z 
值 ;d) 函 数 Z 与 W 同时 趋 于 无 穷 大 . 

实际 上 ,要 验证 a) 与 b) ,我 们 只 需 注意 :由 于 Z= F(z) 是 二 阶 的 偶 函 数 , 故 对 应 
于 每 一 个 Z 的 值 有 两 个 只 有 符号 不 同 的 z 的 值 ,而 由 于 W= f(z) 是 奇 函 数 , 故 所 对 
应 的 W 的 值 也 只 有 符号 的 不 同 .论断 c) 可 同 a) 一 样 地 来 验证 ;论断 d) 是 成 立 的 , 因 
为 f(z) 与 f(z) 的 极点 相 重合 . 

从 a) 与 c) 可 推 知 (7) 的 左 端 多 项 式 具有 形式 

РІ2,№}|= A (ZW’+Ai(Z)W+ A,(2), 

其 中 A,(z) 是 次 数 不 高 于 4 的 多 项 式 , 从 b) 可 推断 A (2) =0, 6, М d) 可 推 知 


А,(2) = const (假如 不 然 的 话 , 则 从 (7) 所 化 成 的 方程 W? = - 外, 可 以 推 知 :在 使 


А,(2)%Т 0 的 那些 点 z 处 ,一 定 有 = оо). 
这 样 一 来 ,方程 (7) 可 归结 为 形式 Р? = cA,(2Z), 其 中 с 是 某 一 常数 ,而 A 是 个 
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四 次 多 项 式 . 由 于 A,(Z) 的 零点 与 W Му ААН НЕЕ , ШОХ дЕ ИТЕ АТА, 
故 最 后 得 到 微分 方程 为 如 下 形式 : 


(е) рс 0) = (0) 


79-5) Се) (5), 
10555). (8) 
换言之 ,所 得 到 的 结果 可 表述 为 :函数 Z= /(z) 是 积分 
яй Ве уо, 是 常数 , 且 

ши = 0) шь= (5) 5 = /(5) ии = (75). (10) 
积分 (9) 称 做 椭圆 积分 .这 种 积分 的 特殊 情形 


(9) 


> = ІА Mw (11) 
ом (1-°)(1- Е?) 
我 们 在 第 39 ННН Е ИВ Е ЕЯ Е 2 ЕТ. БОЯ 
分 的 反 晴 数 , 我 们 已 表示 为 
tw = snz,， (12) 
并 且 称 它 为 椭圆 正弦 . 它 是 雅 可 比 椭圆 涵 数 的 一 种 ,我 们 现在 就 来 研究 雅 可 比 椭圆 也 
数 . 
102. 椭圆 积分 和 雅 可 比 函 数 ”一般 地 讲 , 形 如 


|R[w, P(w) Jdw (1) 


的 积分 称 做 椭圆 积分 ,其 中 К 是 它 的 那 两 个 变 元 的 有 理 函 数 ,P(w) 是 三 次 或 四 次 
多 项 式 .在 个 别 的 情况 下 ,这 个 积分 可 用 初等 函数 表 出 ,例如 积分 
а а(н) + С. 
这 时 它 称 做 伪 椭 圆 积 分 . 
一 般 地 讲 , 积 分 (1) 不 能 用 初等 函数 来 表 出 .可 以 证 明 * :利用 初等 的 代 换 和 变 
换 ,椭圆 积分 可 化 为 下 列 三 种 形式 之 一 : 


| J У ты 4 
| ах 


(1+ о) (1 и?) (1-22), 
其 中 与 1 都 是 常数 .积分 (2) 分 别称 做 勒 让 德 形式 的 第 一 种 第 二 种 及 第 三 种 椭圆 


(2) 


ж 壁 如 可 看 非 赫 金 哥 尔 世 , 第 二 卷 . 
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积分 .数值 称 做 椭圆 积分 的 模 . 
代 换 
0 = әп Фф (3) 
将 积分 (2) 变 到 三 角形 式 


-cd К 1 — Е?віп 
| 1—k’sin 9 Ye9 


(4) 
dp ______ 
Гат 1 2252 ф. 
变 元 p 称 做 椭圆 积分 的 振幅 .对 于 呈 (4) 的 形式 的 积分 ,我 们 采用 下 列 记 号 : 
Ф а 加 Ф 5-5 
вр) ARs ЕЮ) |, VI Ито, Ж 
5 


аф 
о (1+ /ѕіпф) м1 – ksin ф | 


具有 振幅 = 本 的 积分 特别 经 常 遇 到 ,它们 称 做 完全 的 椭圆 积分 , 且 对 于 它们 之 中 的 
前 两 种 ,采用 特别 的 记号 : 
в|5,6)=КО), E(F,k)=E(k). (6) 


CE,9)= | 


常常 还 由 关系 式 
ѕіпа = 上 (7) 
引入 一 个 变 元 a , 它 称 做 模 角 .第 一 种 与 第 二 种 椭圆 积分 , 视 为 振幅 op 与 模 角 a М 
数 ,都 已 编制 有 表 可 查 . 它 们 的 对 于 ф 间隔 为 1" 而 对 于 a 间隔 为 和 的 五 位 数值 表 ,被 
引 在 Янке.Эмде.Леш 的 函数 表 汇 编 L14] 里 . 就 在 那里 ,有 关于 更 详细 的 表 的 指示 ， 
以 及 完全 椭圆 积分 的 视 为 a 的 函数 间隔 1 的 表 ( 第 177 页 ) ,以 及 视 为 驴 的 函数 间隔 
0.01 自 0 到 1 的 表 ( 第 180 及 182 页 ). 
在 图 219 中 ,我 们 举 出 了 在 平面 如 = 和 = + 2А, Е, К= К(А) А = 0 
时 等 于 志 且 在 轴 ); 的 线段 (1,co) 上 发 生 间 断 的 那 一 分 支 的 “地 形 面 >. 从 图 中 可 以 看 
出 :函数 当 和 =1 时 变 为 无 穷 大 ,在 点 和 =1 它 有 一 个 支点 .在 “地 形 面 "上 标 出 了 模 的 
等 值 线 (间隔 为 0.2) 与 辐 角 的 等 值 线 ( 间 隔 为 一 直角 的 0.01) ,垂直 的 箭头 表 出 坐标 


原点 的 位 置 . 
我 们 来 更 详细 地 谈 一 下 在 形式 (2) 时 , 即 视 为 复 变量 w = sing 的 函数 时 ,第 一 类 


椭圆 积分 
= А ш (8) 


ом (1 102)(1 – Ази?) 
的 性 质 .在 第 39 Н, ЯЕ ВЕЗЕ: ОСЕЯН АЈ Бе РА, БОЖЕ НТ ра — 6 М 1Е 34, 


w=sn z=sn(z,k), (9) 
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是 双 周 期 的 亚 纯 销 数 ,就 是 说 ,是 具有 基本 周期 


4 = ак, 
оу (1-22) (1 г’) 
(10) 


21)! 了 = 2iK’ 

的 椭圆 函数 ,这 里 КК = 下 [ 子 ,&”] 分 别 是 对 应 于 模 k 与 所 谓 补 模 
k’=V1- А? = соза (11) 
的 完全 本国 积分 | 要 证 实 这 点 ,只 震 在 第 一 个 积分 中 作 代 换 + = sing ,于 是 它 就 变 为 


л _ 、 1 ! ат 
Е| =, Р Н 二 个 积 三 一 一 上 感人 入 一 Е |, 
(5..6): 积分 在 作 代 换 ТЕХ | 我 
们 还 求 得 了 在 周期 平行 四 边 形 内 的 snz 的 下 列 数 值 ; 


(12) 


且 证 实 了 它 是 个 奇 函数 
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Sn( 一 zx) 三 一 Sn 2. (13) 

在 图 220 中 ,我 们 作出 了 当 &=0.8 时 国 数 sn = 的 “地 形 面 ". 从 它 可 以 看 出 :这 

个 函数 的 极点 位 于 点 z = 2nK + (2n +1)K'i 处 ,其 零点 位 于 点 z=2nK +2n’K 
处 ,其 中 与 2 是 任意 整数 (这 完全 同 我 们 在 第 39 目 中 所 说 的 一 致 ). 


ТИ 


QT 159 
ы 
НХ 


49! 
fa 


4K 


Иа 
© CU | 
о 


0) 2К 
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从 函数 (9) 的 双 周 期 性 推 知 : 反 函数 z = FF(w, 上 ) 一 一 第 一 类 椭圆 积分 , 视 为 ww 
的 函数 一 一 是 无 穷 多 值 的 . 它 的 任 一 个 值 都 可 由 其 中 的 一 个 值 附加 某 一 个 周期 Т = 
4nK +2in'K 1921]. 
| м 
Ем (1-%°) (1 - Аа?) 


— | № окр kK’ (14) 


11% М (1-м) (1- А? а?) 
在 此 ,L 表示 连接 点 0 与 w 的 任意 路 径 , 而 工 , 是 某 一 条 固定 的 路 径 , 璧 如 说 ,是 直 
线段 (与 第 8 目 中 Ln w 的 类 似 的 性 质 相 比较 ). 在 图 221 中 表示 了 当 &=0.8 时 椭圆 
积分 下 (四 ,R) 的 一 个 分 文 的 “地形 面 ”. 


221 
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在 图 中 ,位 于 平面 w 的 点 w= 二 上 与 由 = 土 志 上 面 的 那些 支点 ,可 以 明显 地 


看 出 . 
如 果 同 前 面 一 样 , 引 入 变量 pg (振幅 ) ,使 得 w= sing, 则 积分 (8) 变 成 积分 


之 二 dp ， (15) 
ovV1l—-ksinog 
其 反 函 数 一 一 椭圆 积分 z 的 振幅 一 一 有 个 专门 的 记号 : 
ф=ат =. (16) 
于 是 雅 可 比 椭圆 正弦 可 表 为 
w=sn z=sin ат = (17) 


的 形式 , 称 做 振幅 的 正弦 ,这 个 名 称 与 记号 是 由 雅 可 比 本 人 引入 的 ,在 现在 采用 较 多 
的 记号 是 sn. 雅 可 比 也 讨论 了 振幅 的 余弦 与 振幅 的 A 这 两 种 函数 : 


cos ат 2 = 1-w =V1-snz, (18) 


Лат х=у 1 - Ё?а? =М1- 2? snz, 
在 现在 对 这 两 种 函数 通常 使 用 记号 
cnz=vV1-snz, dnz=vV1-k’snz. (19) 


( 按 字母 读 “c п Жа п 2’). ЕН 222 中 我 们 作出 了 对 于 实数 值 变 元 z=x 与 
不 大 的 正 数 k& 的 зп, сп 及 ап 的 图 像 . 注 意 : 当 上 有 =0 时 ,从 公式 (8) 推 知 = arcsin w， 
因此 sn(z ,0) = sin z, 于 是 公式 (19) 便 给 出 cn(z,0) = cos z,dn(z,0)=1. 


图 222 


ЈЕЛЕН: РАЖ са z 与 dn = 同 sn zz 一 样 ,是 二 阶 的 椭圆 函数 , 且 它 们 的 基本 周 
期 分 别 等 于 4K ,2K +2K'i (对 于 cn z) 与 2K ,4K'i (对 于 dn z)* .在 这 里 我 们 只 来 
举 出 关于 雅 可 比 椭圆 函数 的 微分 法 公式 与 加 法 定理 ,从 这 些 可 以 明显 地 看 出 它们 与 
普通 三 角 晴 数 之 间 的 类 似 . 

要 推 得 微分 法 的 第 一 个 公式 ,我 们 从 关系 式 (8) 出 发 ,从 (8) 得 


ж 证 明 可 参看 А.И. Маркушевич[ 11,28 1 #. 
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аш (1-м) (1-2), 


或 ,代入 10 — $П z ,得 到 


а. =. =. (20) 
要 得 到 另外 的 公式 ,我 们 把 下 列 两 个 可 直接 从 等 式 (19) 推 知 的 关系 式 
502 = + сп? = =1, lsnz+dnz=1 (21) 
求 导 数 ,于 是 得 
“ПЕ аз па, Ч — 25 = cn =. (22) 


注意 : 当 &=0 时 ,公式 (20) 与 公式 (22) 中 的 第 一 个 ,就 变 为 众所周知 的 sin = 与 cos х 
的 求 导 公式 .我 们 还 要 指出 :如 果 在 公式 (22) 中 ,利用 (21) 式 ,将 第 一 个 式 子 中 的 sn 
与 dn 用 cn 来 表 出 ,在 第 二 个 式 子 中 ,将 sn 与 cn 用 dn 来 表 出 , 则 从 公式 (22) 可 得 到 
下 列 的 关于 w= сп z 与 w= dn z 的 微分 方程 


42 = м (1-м) (ЕЕ), 


аш — (и) (а -&”), 


之 


其 中 及 =VI 二 好 是 补 模 .考虑 到 cn0=dn0=1( 这 从 (19) 式 与 等 式 sn 0=0 得 出 )， 
而 且 cn = 与 dn z 都 是 偶 函 数 ,我 们 从 公式 (23) 可 以 看 出 :这 些 困 数 分 别 是 下 列 积分 
的 反 演 : 


(23) 


| dw 
ГМ (1l—w)(k” + А?аш?) (24) 


Ы dw 
р | V (1-м?) (ши? - Е?) 
ЕР ЕЛЕ ЕИ, ВАН РОЖЕ, ХЕ РАЗУ, КРМ 
分 的 研究 的 第 一 个 推动 力 . 遵循 欧 拉 ,考虑 微分 方程 
ах + dw -0. 
м (1— 12)(1-— 22а?) м (1-02) (1-22) 
用 独立 的 方法 求 出 它 的 两 个 积分 ,再 比较 这 两 个 积分 ,我 们 便 得 到 所 求 的 表达 加 法 和 定 
理 的 关系 式 .其 中 的 第 一 个 积分 可 直接 得 出 为 


| що (25) 
0 у (1-м) (1-2) 0 у (1-щм)(1- Еа?) 
要 得 到 第 二 个 积分 ,以 方程 组 
а (Iw ) (1 Kw), 
(26) 


du 
do у po) 
аи _ (1 о )(1 рш), 
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替代 我 们 的 微分 方程 ,其 中 и 是 辅助 变量 .把 这 两 个 方程 求 导数 ,得 
4 co _ 


РТ = (2? и” 1-2), 了 k*w’—1—k’), 
由 此 有 

dw_ са dw _ 22) =26 (102 — а?) 

vw п? Ww 7 ди \“ Яа WwW 7 ихо Tw CU 


从 万 一 方面 ,由 公式 (26) 得 
о (=) _w (42) = (аш?) (Lk ww 


Чи d 
因而 以 这 一 个 方程 除 前 一 个 方程 ,我 们 得 到 
df dw_ do) | 
121995 о, 2 wo (о 900 ед) 
Фо до ты 
Чи “аи 
或 
dy dw а 
(098 ое = 1061 - Ё vw 
由 此 得 ww — (р ога), 


Чи “аи 
于 是 ,再 利用 (26) 式 ,我 们 便 求 得 了 第 二 个 积分 
wl-w)(1-k ow)twov (1 02) (1- Аа?) 


1—k ww = Сп. (27) 
、 w dw > о dw 
іс | а-а-ри) | м (1—-w’)(l— А?о?) 4 


由 此 有 ш = ѕп z,w=sn《, 将 这 代入 公式 (25) 与 (27) 中 , 便 得 到 我 们 的 微分 方程 的 积 
分 ,其 形式 为 
+= С эп 2 сп edn 5+ п бп = бп. (28) 


1 — 2230? х ѕп? Ё 

由 于 按照 微分 方程 的 解 的 唯一 性 定理 ,这 两 个 积分 应 当 可 以 从 其 中 的 一 个 推 得 另 一 
个 , 故 CI 应 当 是 C 的 函数 , 设 CI=P(C)=9(z+5). 将 这 关系 式 代 和 人 (28) 的 第 二 
个 方程 中 ,并 日 为 了 要 求 得 蚂 数 op 的 形式 ,还 代 和 人 “5=0. 我 们 得 ф(х) = sn z, 因 此 ， 
最 终 形式 的 加 法 定理 可 写 为 

sn (2+ 6) = 80.2 з Бат, а бп z (29) 
当 &=0 时 ,这 个 公式 就 与 众所周知 的 正弦 的 加 法 定理 相 一 致 . 

对 于 其 他 的 雅 可 比 函 数 ,类 似 的 公式 也 成 立 ,如 


сп х сп es 一 Snzsneqn& фп б (30) 


cn (2+0) = 1—k’sn zsnm Ё 


[102] 54 АЖ 。 551. 


dn (2+6) = 41 6 Е ѕп z зпбсп 2 cn б (31) 


< 
从 这 些 基 本 的 加 法 公式 ,可 得 出 其 他 的 类 似 于 众所周知 的 三 角 公 式 的 公式 .它们 可 
在 ,例如 ,A.M. 水 ypaBcrr 首 的 手册 [13] ,第 76—77 页 中 找到 . 
最 后 我 们 注意 :由 于 雅 可 比 函 数 只 依赖 于 一 个 (复数 的 ) 参 数 &, 故 它们 的 周期 不 
可 能 任意 选取 .事实 上 是 ,只 能 任意 给 定 比 值 ， 


«= К. (32) 
或 ,完全 一 样 ,给 定数 值 
а=е-"=е`"®. (33) 
于 是 数值 К 5А 便 可 按 下 列 公 式 来 确定 
=. У\4(%2) )' 
к=5 1+2» |, = 人 | (34) 


我 们 画 出 g 对 于 驻 的 函数 在 区 间 (0,1) 上 的 图 像 ( 图 223) .在 这 图 中 , 实 线 是 表示 q 
5 109 的 图 像 ,虚线 则 表示 а 在 区 间 (0.999,1) 上 的 图 像 , 对 于 后 一 个 图 像 ,k* 的 值 
应 当 取 上 面 的 尺度 . 


直上 HH 上 HH 二 二 


> 


.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 к 


图 223 


可 是 ,在 Янке.Эмде 和 Леш 的 函数 汇编 表 中 ,有 关于 с 的 五 位 常用 对 数 表 ,把 
它 作 为 模 角 a 的 函数 ,其 中 a 以 5 为 间隔 , 自 0 变 到 90". 从 它们 可 对 于 给 定 的 g 求 


*。 级 数 (34) 都 收敛 ,因为 , 按 第 82 目的 条 件 (1) 有 Im 三 = Im 区 = Re 长 >0, 因 此 191< 11. 公 式 (34) 的 
推导 可 参看 ,例如 ,H.H. Ахиезер[ 11] ,第 94—95 页 . 
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得 &, 于 是 再 按 完 全 椭圆 积分 的 表 求 出 K 一 一 这 样 可 以 避免 应 用 公式 (34). 

103. 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 .5 函数 〈1) 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 f Уе 雅 可 比 函 数 是 二 
阶 椭圆 滑 数 ,在 周期 平行 四 边 形 内 具有 两 个 单 极 点 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 构造 了 在 周期 平行 
四 边 形 内 具有 一 个 二 重 极点 的 二 阶 椭圆 冰 数 .与 雅 可 比 滑 数 不 同 ,这 些 函 数 依赖 于 两 
个 复 参 数 , 并 且 周 期 zc 与 ,在 只 满足 一 个 一 般 的 条 件 


Im 一 >0 (1) 


РАДЕ АЕ. ОРЛЕ НЯ РА НУРЕ ЖАР ЖЕ Пу БИ РАНЕ д. Е: ТЕНЕ 
的 讨论 中 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 图 数 几 乎 党 种 显得 更 方便 ,可 是 在 实用 问题 中 , 雅 可 比 函 数 
比较 更 经 常 遇 到 . 

我 们 将 证 明 一 个 辅助 命题 . 

引 理 ”对 于 任何 满足 条 件 (1) 的 复数 r Ут, 
1 


22 (пт + пт’)? 


都 绝对 收敛 ,这 里 , 求 和 式 是 对 于 除了 7 =7 = 0 以 外 的 所 有 的 整数 值 п 与 n ЖК 
的 . 

点 T= птг+ пт 位 于 平行 四 边 形 网 的 顶点 上 .首先 讨论 平行 四 边 形 | ,其 上 有 
8 个 点 工 (图 224). 用 /表示 点 z=0 到 工 上 的 点 的 最 短 距离 ,注意 到 对 于 这 8 个 点 


中 的 每 一 个 点 ,都 有 | 过 二 ,所 以 对 于 它们 而 取 的 和 满足 不 等 式 


(2) 


1 8 
21 ИТР 三 万 
类 似 地 ,在 平行 四 边 形 ,上 (图 224) 有 8Xx2=16 个 点 工 , 它 们 之 中 每 一 个 到 原点 的 


距离 都 不 小 于 27 ,因而 对 于 它们 所 取 的 和 满足 
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一 般 地 讲 ,在 平行 四 边 形 П, ЕЖ 8n 个 点 工 ,它们 与 原点 的 距离 都 不 小 于 nl ,因此 对 
于 区 有 


‚ 1 8 
ЕО 
> Т 2. [3 


п 


这 样 一 来 ,级 数 (2) 的 绝对 值 不 能 大 于 控制 收敛 级 数 名 У) -上 ,因此 绝对 收敛 . 引 理 
得 证 . 
从 引 理 推 得 :级 数 
< 1 — 1 
f(z)= 之 。 (х-пе-пт )* 2 (z— Т)? (3) 
ВДВОЕ, ЕНЕ z|<<R 内 ,只 要 在 这 级 数 中 去 掉 在 这 圆 内 具有 极点 的 有 限 
多 个 项 ,这 级 数 都 一 致 收敛 (在 这 里 数值 n= = 0 也 可 以 允许 取 ) .实际 上 ,只 需 考 


虑 那些 使 得 | 下 | >2R 的 项 ,我 们 有 | 训 | <> ,因而 


之 
Г 


< 1 .1 <_38 


15 
由 此 从 引 理 就 得 到 我 们 的 论断 . 
对 于 圆 |z|<R 内 的 点 z, 把 f(z) 表 成 


1 
(== Т)? 


1 1 
К) ет" 5, ЕТ 


ІТІ<К 


的 形式 ,我们 看 出 :第 一 个 和 式 是 有 理 函 数 ,在 每 一 点 工 处 有 一 个 三 阶 极点 ,其 主要 


部 分 等 于 :一 3; 而 第 二 个 和 式 , 按 刚 才 所 证 明 的 ,是 在 圆 | x|<<R 内 解析 的 本 


数 .因此 ,可 以 推断 :f(z) 个 是 亚 纯 函数 . 
再 次 ,虽然 f(z) 具 有 基本 周期 г 与 .实际 上 ,例如 ， 


f(zt+r)= >) f(z) 


因为 工 - z ФЕ, НЫ Т 同时 遍历 所 有 的 周期 的 总 体 . 因 此 ,rz 是 f(z) 的 周期 ， 
同样 ,r“ 也 是 F(z) 的 周期 .而 如 果 开 是 F(z) 的 任意 一 个 周期 , 则 从 Т (с) ВА 
点 ,可 以 推断 出 T+ 人 = TT 也 是 个 极点 .从 而 Т=Т'- Т, В, Т т 与 的 整数 组 
В.Ю, т Ут 是 f(z) 的 基本 周期 . | 

这 样 , f(z) 是 具有 给 定 周期 г 与 r 的 三 阶 椭圆 图 数 .此 外 , 它 也 是 个 奇 未 数 . 实 
际 上 ， 


1 1 
Р =) т ЕСТ f( ), 
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因为 -了 工 与 工 一 同 遍 历 所 有 的 周期 的 总 体 . 
从 /xz) 出 发 ,从 助 于 积分 法 可 以 构造 偶 的 二 阶 椭圆 郧 数 : 如 果 zxo 与 z 都 是 异 于 
周期 的 点 , 则 沿 着 连接 zu 与 z 且 不 含有 周期 点 的 曲线 ,将 级 数 (3) 逐 项 求 积分 ,得 到 
= 1 1 
Ф(=)=С+ | /ae =С- 5х ту 一 ет 
在 这 和 式 中 将 具有 Т=0 的 项 分 出 ,我 们 把 上 面 这 个 等 式 重 写成 形式 
1 1 
р + = С У [сте ст] 4) 
在 这 里 , 右 端 的 函数 在 点 z=0 处 是 正则 的 ,所 以 常数 С 可 以 选取 得 使 右 端 当 z=0 
时 的 全 等 于 0: 
1 1 ‚Г 1 1 
+2722 Биет: (5) 


从 (4) 减 去 (5) ,得 


1/1 , 1 1 
= ату те). 
位 于 大 括 弧 内 的 那个 亚 纯 函数 称 做 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 ,用 记号 g( z) 来 表示 


(=) = 2+» [2-1] (6) 


级 数 (6) 绝 对 收敛 ,因为 对 于 充分 大 的 | 工 | , 它 的 一 般 项 的 模 由 不 等 式 


2 1 
т - а 
Т 
来 估计 其 中 A 是 某 一 个 常数 .利用 这 个 ,我 们 证 得 8(z) 是 偶 函 数 : 
8(-z) = 2+ Уу Ее Т)] -二 和 |= 665), (7) 


因为 以 - 工 兰 代 全 ,只 归结 于 级 数 的 项 的 重新 排列 . 
魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 的 导数 


2 ty Ty 2/00) 


同 按 (3) 决 定 的 f(z) 只 相差 一 个 常数 因子 ,所 以 , 它 是 具有 周期 + 与 r 的 双 周 期 函 
数 .因此 


1 Е _ | (2T— xz)z 
(z— TY Т | Т(=- Т)? 


2 (=+:)-®(=)=0, © (2+т) © (=) =0, 
并 且 积分 后 ,得 到 
Ф(=+т) -@(=) = С, @(=+т) (2) = С. 


在 这 两 个 式 子 中 分 别 令 = = 26 z= 5. НЯ ВОЕН 8 С= 
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С, =0, НЯ: (=) ЖАН г 与 5 ЖИМ. 显然 ， семан. 且 在 每 


一 个 周期 平行 四 边 形 内 有 一 个 二 重 极 点 在 点 ТЖ, ИВЛ ту 2р. 
导数 名 (z) 是 И 同 在 第 101 目 中 一 样 ,我 们 可 求 得 它 的 三 个 零点 


= т, 5 ,5 (这 三 个 零点 之 和 等 于 z+ 二 0(mod t,t ), 这 是 按照 第 
101 目 定 理 $ Л 应 该 如 下 的) 因此 ,这 些 点 都 是 8%(x) 的 二 重点 ,所 以 值 


е(5)=а, е(= 5) е, е[5.)=е (8) 
( 同 数值 % 一 样 ) 是 函数 名 (z) 在 汇合 点 所 取 的 值 .其 他 的 值 都 是 名 (xz) 在 两 个 相 异 的 


点 所 取 的 ,因为 在 相反 的 情形 下 ,我 们 还 将 在 周期 平行 四 边 形 内 得 到 (xz) 的 为 一 个 
零点 ,而 这 是 不 可 能 的 .在 图 225 中 我 们 画 出 了 函数 (xz) 的 “地 形 面 ”. 


| 

| 

ИИ 
= те 


Е. 
i 


要 得 到 根据 第 101 目的 定理 7 为 %(z) 所 满足 的 那个 微分 方程 ,我 们 求 出 这 函数 
在 z=0 的 邻 域内 的 洛 朗 展开 式 .对 于 任 一 个 50,9 


1 1_1 2\7? а и-Т , 

(=-Т) Т = (1-4) -1]= 2, ттт”, 
因此 ,利用 表达 式 (6) ,并 由 于 多 (>z) 是 个 偶 函 数 ,我们 的 展开 式 仅 含有 = 的 偶 次 需 ， 
我 们 得 到 


ay 
аз 
С] 
- | 
一 
一 


SS 


Е] 
| 
А 
А 
—>— 


一 
ашн 
\ | | 
— $ 


53е 
==, 
| | 
SR 
\ > 
CD 


Е; 
и 


an 

ЕЯ 

= 
\ Ал 
Ч 


\ 
人 
ча SEA 


8 
И 


4] 
2024 а А, 


СА 
到 


|а 
А 


A 
(уе 
NN 


5 


—*> 


225 


8(> )= +3 У) та +5: Ув 
引入 采用 的 记号 : 


g2=60 У’ 25,835 = 140 У!’ ле. 


(9) 
我 们 得 出 所 求 的 展开 式 的 形式 为 
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_ 1 82 52 + 83 4 
6(=)=-5+ 202 +58 = +. (10) 
将 级 数 (10) 求 导数 ,得 
®(=)=- 2+8.+8, +... (11) 


从 展开 式 (10) 和 (11) 出 发 ,组 成 8 与 《的 有 理 组 合 ,使 其 在 周期 平行 四 边 形 内 没有 极 
Р, ШЕУ (В 101 目 定 理 2) ,我 们 就 得 到 了 所 求 的 微分 方程 .我 们 有 


, 2 _ 82 „4 _ 83 „5 | 
[$ (2) |? = ПЕ 77 & +... 
3 — 3 4 十 Заз 6 
ЧИЕТИ] 
因此 ,所 求 的 组 合 就 是 
[多 (z) -4[8(=)2+2,®(=) = – ру + с, = + с. t+. (12) 


实际 上 ,(12) 的 左 端 是 具有 周期 с 与 的 椭圆 函数 (第 101 目 定 理 1). 在 周期 平行 四 
边 形 内 它 的 唯一 可 能 的 极点 是 z=0. 但 是 ,如 同 (12) 式 的 右 端 所 表示 的 ,函数 在 这 个 
点 处 是 正则 的 .因此 ,这 函数 是 个 常数 ,并 且 等 于 它 在 z=0 时 的 值 , 即 в, 这 样 一 
来 ,我 们 便 得 到 了 所 求 的 微分 方程 
[8 (z)] =4[8(z)] - в2®(=) - яз. (13) 
前 面 我 们 已 经 求 得 了 8 (>z ) 的 零点 , 且 表 出 了 8(z) 在 这 些 点 处 的 
式 . 顾 及 到 这 一 点 ,等 式 (13) 可 写 为 
[多 (z)] =4[8(=)-е, [8( =) – ©, [8(=) – ез]. (14) 
比较 公式 (13) 与 (14) , 按 代数 学 中 众所周知 的 方程 的 根 的 性 质 ,得 出 关系 式 


— _ 82 _ 83 
е +е› +е. =0,еџе +е»е; + езе; = 1261663: (15) 


1 (2) = м ,我们 可 把 方程 (13) 写 成 

dz 1 

do hr gr 
的 形式 ,由 此 可 推断 出 .8(z) 是 积分 


z = № dw 
w MV Ди? — gw рз 
的 反 函 数 .在 此 令 zo 趋 于 0, 于 是 zwo 趋 于 ce , 便 得 魏 尔 斯 特 拉 斯 形式 下 的 椭圆 积分 
„= | ми 
5 V Ди? – до 0 g3 | 
ЕНУ РАЗ ВАЎ (2). 
最 后 ,我 们 提出 关于 《(z) 的 加 法 定理 


ебе 0) +60) +8(0) -4 ОЕ |, (17) 


two =@( zo) 


(16) 
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而 不 加 证 明 , 它 的 推导 可 在 ,例如 ,五 . И. Ахиезер и 第 60—63 页 中 找到 . 
(2) 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 5 与 c 在 周期 图 数 中 ， 8 МЕ 是 同 〖%(z) 相 类 似 的 , 它 


在 它 的 周期 点 下 = nx 处 也 有 二 重 极 点 ， 其 主要 部 分 是 一 一 下 ту. 由 于 从 函数 
cot z= 二 | (jie (cot z) = ЕТЕ 
的 类 推 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 利用 下 列 关 系 式 引入 了 项 数 5(z)( “zeta- 函数 ”) : 
ет | (0-5 ‚=, 5(z)= -8(z)， (18) 
以 8(z) 的 展开 成 最 简单 分 式 的 展开 式 (6) 代 替 8(z ) , 且 求 积分 后 ,得 到 
ce(z)= 汪 + УУ (тт). (19) 


zeta 一 图 数 是 个 奇 函 数 .实际 上 ,对 于 所 有 的 = ,都 有 
[6(=) + 5(-=Г=б(=)-б(-=)=®9(-=)-®(=)=0, 
因此 С(=)+6(-=)=С.% z 一 0, 从 公式 (18) 得 C=0, 因 而 5( 一 z)= 6(=). 
函数 5(z) 在 周期 荆 处 有 单 极 点 ,所 以 不 可 能 是 椭圆 函数 (第 101 目 ). 可 是 当 改 
变 变 元 一 个 周期 的 数值 时 , 它 只 改变 一 个 常数 项 ,实际 上 ,例如 ,对 于 任 一 个 z 都 有 
15(z+r) 一 5Cz) =8(=) -®(=+т)=0, 
对 于 с 也 有 类 似 的 情形 ,因此 
6(2+т)— 6(2)=0,5(=+т)- 6(=) =. (20) 
在 数值 ,zt 与 6,6 之 间 有 简单 的 依赖 关系 存在 .要 得 到 这 依赖 关系 ,我 们 将 


5(z) 沿 着 具有 顶点 土 忆 十 亏 的 平行 四 边 形 的 周 线 求 积 ,由 于 在 这 平行 四 边 形 内 , 函 


数 只 有 一 个 具有 留 数 1 的 极点 == 0, 故 这 积分 等 于 2xi. 另 一 方面 ,把 沿 着 平行 四 边 
形 的 两 对 对 边 的 积分 合并 起 来 , 且 注意 到 关系 式 (20) ,得 出 这 积分 等 于 6r - т. 
此 推出 ， 
дг — T=2xi. (21) 
这 个 关系 式 是 由 勒 让 德 得 出 的 . 
根据 与 函数 
(wt) 


‚ (ln sin z) = сої = 
魏 尔 斯 特 拉 斯 的 “c 函数 ”: 


[6с 2) 


(=) = хе ， шоб) = (5). (22) 
将 5(z) 的 展开 式 (19) 代 入 , 逐 项 求 积分 , 且 取 指数 后 ,得 出 a(z) 的 无 穷 乘积 的 表示 
式 


sin = = Ze 


的 类 似 性 ,我 们 引入 (=) 
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0а) = | 5 = (Е (23) 
从 这 表示 式 看 出 :o(z) 是 在 点 xz=T 人 处 有 单 零点 的 整 图 数 . 它 是 个 奇 图 数 ,因为 从 
(22) 式 ,利用 E(z) 是 奇 阴 数 这 性 质 , 可 以 推断 出 : 
0(- х) = – we | Сои) - ан — ей | со) |а = 0(=). 
(我 们 作 了 代 换 wu = 一 v). 从 关系 式 (22) 与 (20) 可 得 


IO (z+r) о (=) 
о(2+т) 0(z) 


= д, 
求 积分 并 且 取 指数 后 ,有 
с(= + т) =0о(=)е''. 
将 z= - 亏 代 人 这 式 子 中 , 且 利 用 o(z) 是 奇 函数 这 性 质 ,得 到 - 1= e 3'7, 由 此 得 


Не’ = - 63 ,因而 
с(=+ т) = = о(2)её(%5). (24) 
由 此 知道 : 当 改 变 变 元 一 个 周期 г 的 数值 时 , ИЖ c(z) 得 到 一 个 指数 乘 因子 
(9) (对 于 也 同样 成 立 ). 
除了 c(z) 之 外 ,我 们 还 要 引入 三 个 с 函数 : 


д. (=) = ЕЯ (=) = Ее 


бе (=-5), (25) 
(5) 
其 中 rz =r+zr ,而 8 则 是 对 应 于 这 个 周期 的 在 公式 (20) 与 (24) 中 的 常数 8 (引入 负 
号 为 的 是 使 o.(0)=1, 编 号 是 根据 习惯 ). 
最 后 ,我们 将 证 明 下 面 的 定理 : 
定理 在 周期 平行 四 边 形 内 具有 零点 al ,a,，…,a, 和 极点 Bl ,PB,,… ,PB,( 每 一 个 
点 都 按照 它 的 重 数 计 算 若 干 次 ) 的 任 一 个 nn 阶 的 椭圆 函数 F(z), 都 可 用 函数 表示 : 


IO(z 一 ai)c(z 一 as)…a(z 一 oa) 


КРС о-ва Вто (= - В.) 26) 
其 中 C 是 个 常数 , 且 
а= (В, + В+ -** + В, ) — (а +аз + +а,). (27) 


实际 上 ,由 于 按 第 101 目的 定理 $， 
(а а) +: +а,) — (В, + В, + :-:+ В, )==0 (mod rr ), 
我 们 有 а1==а| (тоа т.т ). 现 在 考虑 图 数 


0(z 一 ali)a(z 一 an )… Ета 


(=) = (= Bi)o(z— В» )--9(=— 
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它 具 有 周期 г 与 r ,因为 ,根据 公式 (24) ,并 注意 到 о ЕТ, ВИПИВ], ЯП: 


6(p +В, + +B а 7978) (=) = g(z). 
此 外 ,比值 二 太吉 在 周期 平生 四 边 形 内 没有 极点 ,因为 分 子 中 的 每 一 个 极点 都 是 分 母 


的 同 重 数 的 极点 , 且 分 母 的 每 一 个 零点 也 都 是 分 子 的 同 重 数 的 零点 (注意 a 三 
а, (той t,t )). 因 此 , 按 第 101 目 定 理 2, 这 比值 是 个 常数 ,从 而 便 得 出 所 求 的 公式 
(26). 

公式 (26) 类 似 于 有 理 分 式 函 数 的 表示 为 分 解 成 线性 因子 乘积 的 两 个 多 项 式 的 
比 .完全 同样 ,可 以 证 明 与 展开 有 理 分 式 函 数 为 最 简单 分 式 的 定理 相 类 似 的 定理 :如 
Ж f(z) 在 基本 平行 四 边 形 内 具有 极点 z= 二 B.(k= 二 1,2,…,m ), 其 主要 部 分 是 


в(=+т) = е 


Сы, 


gi (=2)= = Св у: * . + A (28) 
则 
f(z)= C+ > Га б(#- В) сь (z—B) + 
О (2-80) | (29) 


(3) 雅 可 比 9 函数 ”对 于 椭圆 函数 的 数值 的 计算 ,以 利用 它们 的 借助 于 迅速 收 
敛 的 级 数 来 表达 的 式 子 较为 方便 .而 在 实际 上 ,到 目前 为 止 , 我 们 讨论 过 的 所 有 的 展 
开 式 都 收敛 得 非常 缓慢 . 这 个 空白 可 由 雅 可 比 的 9 函数 来 弥补 ,它们 可 用 迅速 收敛 
的 级 数 来 表示 ,而且 所 有 的 椭圆 函数 都 可 利用 它们 来 表 出 . 

回 到 公式 (24) 上 , 且 注 意 到 :不 难 指出 这 样 的 一 个 整 函 数 , 它 在 变 元 改变 一 个 周 
期 时 ,得 到 同 oc(z) 一 样 的 一 个 因子 ,就 是 


Ф(х) = е8 72%) (30) 
实际 上 ,我 们 有 
Ф(=+ т) = — зе -2riz) 3 (z+ 至 ) — — Ф(х)е?(*3). 


记 ф(х) = 5, 显然 ,这 是 一 个 整 函数 ,因为 与 ВЕЗЕ Н 0(=)520. 
根据 (24), 且 也 根据 对 于 周期 的 类 似 的 关系 式 , 因 而 有 
(2 +т) = ф(=), 
Ф(2+т)= – (ве т (+=) н = J(z)e т 
(我 们 利用 了 勒 让 德 关系 式 (21)). 公 式 (31) 中 的 第 一 个 式 子 ,表明 了 y(z) 是 个 周期 
РАЖ. 
按 第 100 目的 定理 4, 周期 整 函 数 y(z) 在 整个 z ЗЕТА ЕГНЕ ЖЕ 


gy(z)= > с,е'“ ， (32) 


(31) 
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其 中 w= 所 .要 确定 它 的 系数 ,我 们 可 利用 (31) 的 第 二 个 关系 式 与 傅 里 时 级 数 展开 


式 的 唯一 性 定理 ,这 在 我 们 的 情形 下 可 从 关于 洛 明 级 数 的 对 应 的 定理 推 得 .在 (32) 中 
Я z+ 替代 z, 得 到 


J(z+r )= сае (33) 
其 中 ае ет НАЕ (31), ЖАН 
оет J > кое. 
这 个 展开 式 与 (32) 相 比较 , 按 唯一 性 定理 有 : 


Е ПЕН Ина 
为 方便 起 见 , 我 们 记 系 数 cv = Cg7 ,其 中 C 是 某 一 个 常数 ,逐次 可 得 
с = - Сай ‚с. = Сд = Са (272) ‚с. =- 4672). 


一 般 地 说 ， 
сь = (= 1)*С9 (2), &=0, +1, +2,--. (34) 
(公式 (34) 的 正确 性 容易 用 归纳 法 验证 ). 代 人 展开 式 (32) 中 ,最 后 得 
(е) = Ce У (че =. (35) 
函数 J(z) 同 雅 可 比 9 函数 中 的 一 个 , 即 , 按 定义 
91 (=) = е (та) = > Cg) ое, (36) 


仅 有 非 本 质 的 差别 .回忆 起 o(z)= y(z)gp(z), 并 利用 公式 (36) 与 (30) 我 们 便 得 出 
魏 尔 斯 特 拉 斯 о 函数 的 用 531 来 表 出 的 表达 式 


o(z)=— е9, 27 
为 了 要 找 出 在 这 里 所 引入 的 常数 C ,我 们 把 这 个 关系 式 对 于 z 在 点 z=0 处 求 导数 ， 


并 且 注意 到 ,由 于 (23) 式 o (0) = ,我 们 就 得 到 1= - iC ,由 此 有 
sz) = ув! (=. (37) 


注意 到 v(z) 的 已 知性 质 , 我 们 现在 可 以 推断 出 :5 ( =) 是 奇 的 周期 整 函数 ,具有 周期 
2" НЕМ апл ДН, 


因为 按照 我 们 的 条 件 有 Im 工 > 0, 故 从 (33) 式 得 出 19| етее <1, 因 此 ， 


* bi(z) 具 有 周期 2 这 一 事实 ,容易 从 (36) 看 出 ,从 而 也 可 看 出 91(z+1)= - 91 (=). 
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91(z) 的 级 数 (36) 由 于 在 它 的 项 中 有 因子 (А) 的 存在 而 迅速 地 收敛 . 另 一 方面 ， 
Н с 可 用 5, 表 出 ,而 且 我 们 已 知道 , 任 一 椭圆 函数 都 可 用 с 函数 来 表 出 , 故 任 一 椭 
圆 函 数 都 可 用 9, 表 出 . 这样 一 来 , 9 函数 果然 补足 了 在 这 一 段 开 头 时 我 们 所 说 到 的 
那个 空 
То (z) 之 外 ,还 要 引入 三 个 雅 可 比 3 й. 
9,(2) = 13, |= + 5 = За) ео 


9:(=) = dt eg, (2 +2+3 )= Ф ее, (38) 


9,(2) = 9, (= 十 >] = У! (一 Та er . 
k=—o0 


所 有 这 些 函 数 都 是 整 的 偶 函 数 . 3,(z) 具 有 周期 2, 而 3;(z) 与 9,(z) 都 具有 周期 1. 
魏 尔 斯 特 拉 斯 о, 函数 均 可 用 它们 来 表 出 ,其 与 公式 (37) 所 差 的 , 仅 是 在 左 端 要 把 о 
ЛХ о, ,在 右 端 中 要 把 9-5 91 换 成 函数 ЕЕ Darl . 


Ш к 2 2 [按照 我 们 条 件 Im 7 >0, 这 个 量 是 正 的 ) ,那么 由 (33) 式 我 


们 得 到 а=е ~ .因此 雅 可 比 9 函数 依赖 于 « 像 依 赖 于 参数 一 样 ,并 且 常 常用 标记 
0,(z,Kk)(j 二 1,2,3,4) 表 示 它 们 .对 级 数 (36) 和 (38) 求 导 , 我 们 得 出 ,这 些 函 数 满足 
微分 方程 


. 99. 
0 =4я 90, 1=1,2,3,4. (39) 


这 样 , 璧 如 ， 


003 99; а а 02 2 ыы 


9° 9; yo 02,2 зы 
752 = — 4л У; 9 Ре , 


Б = ~ оо 


由 此 就 得 出 j=3 时 的 (39) 式 . 
在 前 面 已 经 证 明了 , 任 一 个 椭圆 函数 都 可 用 9 函数 来 表 出 .我 们 将 不 加 证 明 地 
引出 下 列 的 关于 雅 可 比 椭圆 函数 的 表达 式 


вп == 1 426) ‚ сп z=\/ Ё 26 ‚ пх = у ER/ . 
2, 
5. 9, [5 


在 这 里 ,出 现在 9 函数 的 定义 中 的 那个 常数 9 应 当 不 是 取 e 呈 的 形式 ,而 是 取 e -点 的 
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形式 ,这 与 前 一 目 中 的 公式 (33) 相 一 致 .用 9 图 数 还 可 表示 出 出 现在 雅 可 比 图 数 的 
理论 中 的 数值 K 5А, В, 


50) | 
9з(0) 


(这 同 前 一 目的 公式 (34) 相 一 致 ) .公式 (39) 与 (40) 的 推导 可 在 ,例如 ,H. И. Ахиезер 
的 书 L11]j] 中 找到 . 

104. Я. 应 用 (1) Жи + =1 的 弧 长 的 计算 可 化 为 椭圆 积分 实际 上 ,对 应 于 横 坐 标 
目 0 变 到 的 那 一 段 弧 的 长 ,等 于 


а) = | Viry dr=a| а, (1) 


К= 5-9(0), k= (40) 


其 中 = = Б .这 是 勒 让 德 形式 的 第 二 类 椭圆 积分 (参看 第 102 目的 (2) 式 ). 椭 圆 的 全 
长 可 用 完全 椭圆 积分 来 表 出 


1 — 12 2 
14а | Г. 3 di =4aE(k). (2) 
у 2 


СТАТ ТАНЯ Г ИГРЕ ВТА ЕТА Бе БЕУ у КН РАЗНО 10. 
(2) 椭圆 坐标 也 与 椭圆 函数 联系 的 ”为 了 要 引入 椭圆 坐标 ,我 们 考虑 方程 
10， (3) 

ота? p-b p-e’ 
它 是 o 的 三 次 方程 , 且 当 固定 了 x,y 与 z 后 ,具有 三 个 实 根 A,y,v, 满 足 不 等 式 
A>a’>u>6 >v>e. 
这 三 个 根 就 称 做 点 (xz,y,z) 的 椭圆 坐标 . МЖ (А, м, у) 
正 交 的 ,因为 曲面 = сопе, м = сопзі 与 vy = const 分 于 地 代表 大 


的 三 个 曲面 (图 226). 
不 难 导出 用 椭圆 坐标 来 表 出 笛 卡 儿 坐 标的 公式 ” : 


222 (Аа) (ита )(v-a) 
(а – 2) (а? – с?) 》 


• 
А Ф дь е х и 2 
Ф м М е 
.. А Уух Ает 


2 (А0) (ис) (ус) 
(c = аг) (с – Ь?) . 
我 们 还 要 指出 ,如同 在 回 量 分 析 的 教程 中 所 证 明 的 ,在 用 椭圆 坐 
标 时 , 拉 普 拉 斯 方程 具有 形式 


图 226 


* 为 此 ,只 需 将 (3) 的 左 端 化 成 公共 分 母 ,并 注意 到 这 时 分 子 中 得 到 一 个 最 高 项 系数 为 -1 的 关于 о 的 三 次 
多 项 式 , 把 它 分 解 成 线性 因子 
д? у? =? _ = (0-4) (о-и) (р-у) 
pa pb p-e | (оа) (р 5?) (р- с?) 
4984), Е (ра), (о 62), (р с), В о=а?, 2, с Т. 
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и-ьд (пди) »-^ а (пди\) ,А-ма [( пди) _ 
азд 99) + прак (И.Э 人 0, (5) 

其 中 
П, = (о-а?)(о- Б)(р- с), (6) 


而 Д, ,… 分 别 是 由 以 A,… 替 代 р 而 得 到 的 . 

除了 椭圆 坐标 A,y,v 之 外 ,还 要 引入 另 一 种 坐标 a,B,Y, 这 种 坐标 是 借助 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 芭 
数 8 与 椭圆 坐标 相 联 系 的 .为 此 ,最 容易 的 是 由 方程 

p=%(o)+A (7) 
来 引进 变量 о 以 代替 6, 其 中 A 是 某 一 个 常数 .用 ei ,es 与 e3 来 表示 由 在 I 的 表达 式 中 以 (7) 替 代 
р 而 得 到 的 那个 多 项 式 的 根 ,于 是 
П = (0-а? )(р- Б )(р- с?) = {8 (в) – е | 16(0) – е 1@(0) – ез|. 

由 此 看 出 : 当 ро=а?, Б? ,с 时 ,分 别 有 8(o)= el ,es,e3. 将 这 代入 (7) 中 , 求 得 :a” = е +А, Б = е 
+ A,c =ез + A, 从 而 由 相 加 便 得 到 


А=- (а? +62 + с?). 
新 坐标 а, В, у 定义 为 当 以 p= 和 ,4,v 代入 (7) 时 所 得 到 的 с 的 数值 : 
1=8(a) + (а? +2 +с?), 


н=6(8) + (а+ 0+0), (8) 


= + (+ +02). 


由 此 得 到 
А-а? =®(а)+А-а?=®(а)-е, 
对 于 其 他 两 个 差 数 也 有 类 同 的 关系 .把 这 代入 (4) 中 , 便 得 出 从 坐标 (a,B,7Y) 变 到 笛 卡 儿 坐 标的 变 
换 公式 
2 _ 16 (а) -е | (В) -е 1007) - е! | 


т 
е1 — ез ) (ei — ез 


у= 16е) еее (9) 
2 В) ИВ е |1607) el 


ез — е1 ез — е? 
有 益 的 是 指出 :按照 第 103 目的 公式 (14) ,表达 式 (9) 的 右 端 都 是 单 值 函 数 的 平方 ,因此 х, у, = 是 
Аўта, В, у 的 单 值 的 解析 函数 ， 
再 者 ,从 (8) 式 以 及 第 103 目 中 关于 函数 8 的 微分 方程 (13) ,我 们 得 出 : 

de_ 1 48-1 41 

a I’ аи I’ а П 
因此 ,例如 , 瑟 协 = 元, 因而 在 用 新 坐标 时 , 拉 普 拉 斯 方程 (如 果 在 其 中 还 按照 公式 (8) 来 代 换 差 数 
(p 一),…) 具 有 形式 ， 


д? ди ди _ 
(У) 608) 15-2 + (а) 5 + {@(В) (а) 15-2 =0. (10) 
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(3) 两 个 圆 形 电流 的 互感 系数 ” 按 定义 等 于 
М= | |. PT т мак = ааг ІА |. с 一 арар. 

其 中 那些 记号 的 意义 从 图 227 中 即 可 明了 .用 Q 表示 点 P 到 下 面 那个 平面 上 的 射影 (在 图 227 中 
没有 画 出 ) ,于 是 

Рата 

= М р +a +а? – 2аа'соѕ(ф' = Фф). 
再 引信 一 个 新 变量 t= yp 一 p+ x 来 代替 gg ,于 是 ,按照 
周期 图 数 积分 的 已 知 的 性 质 ,再 把 关于 г 的 积分 上 下 限 
л – ф,Зл- Ф Н 0,27 来 替代 ,得 到 

М = аа! |" аф | о) к) jr 


— да’ Г соѕ тот 
加 аа д 2 72 2 7 ? 
0 ма +а 2 +67 + 2аа сот 
或 , 作 代 换 r=2z ,得 到 图 227 
A 2, _ 
M=8xaa’ | Qsin t—1)dt | 
0 (а+а )? +? – 4аа ѕі 
如 果 令 
— 2 Маа’ 
У (ata) +02 
则 最 后 我 们 得 到 


5 1+2 [5 dt 
一 у\2 2 -| иц 2 2 | 一 全 一- 
М = 47У (ata) +b УІ Ез Ут рет, 


атаа | К-Е.. (11) 

(4) 把 上 半 平 面 映 到 给 定 的 矩形 上 的 共 形 映射 ”在 第 39 目 中 我 们 讨论 了 把 上 半 平 面 Im > 

0 映 到 平面 z 中 的 和 矩形 上 的 映射 ,矩形 的 边 长 由 雅 可 比 椭圆 函数 的 参数 А 的 选取 来 确定 .在 这 里 ， 

我 们 将 设 逢 形 是 任意 的 ,其 边 长 为 a ББ НЕОН Чань Е. 
求 的 那个 映射 由 函数 


| а (12) 
ом (1-7) (1-22) 


来 实施 ,并 且 ,要 确定 参数 & 与 C ,我 们 有 两 个 方程 (参看 第 39 目 中 的 (1) 与 (2)) 
І аі 

а = 2С| — = 2СК(Ё), 

тве) 0) 


Т at , 
== Ck(k’). 
| м (12 – 1) (1 2222) Ck ) 


(13) 


从 这 些 方程 我 们 首先 求 出 : 


лк _ 一 二 一 一 


а K(k) ‚а ? 
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然后 根据 已 知 的 g, 从 图 223 中 ,或 从 在 页 551 上 所 引用 的 函数 表 ,或 第 102 目的 (34) 中 的 第 二 个 
公式 ,来 求 出 .知道 了 后 ,可 按 完全 椭圆 积分 的 表 , 或 借助 于 第 102 目的 (34) 中 的 第 一 个 公式 
直接 根据 g ,来 求 出 K. 最 后 ,知道 了 К 与 a 后 ,从 (13) 的 第 一 个 公式 可 确定 С. 

作为 例子 ,我 们 来 讨论 把 上 半 平 面 映 到 具有 边 a = 6 = 1 的 正方 形 上 的 映射 .我 们 有 x =2( 参 


看 [14]), 因 此 = ег" 50.001 87 ,log g=3.271 84; а = 9°53', К = 1.582 5. 因 此 ,C= -2 = 


0.315 9,22 = sinzwc=0.029 45, 从 而 所 求 的 映射 是 * 


Фи 
V (1 2)(1 0.029 4502). 
ЯКА КН АЛЕНЕ Я ТАЈА ЕУР Т П ВО ЕЕ Н, Е МА Морс 
和 Фешбах 的 书 [16] 中 借用 来 的 . 


z=0.315 ЛА (14) 


1.604 | 1.643 
2.673 | 2.347 
0.265 | 6.407 
0.965 | 0.913 


1.854 
0.707 
0.707 
31°23' | 38°30° | 45° 

0.005 310.011 4 0.0197 0.0307 0.043 2 


这 样 ,在 上 面 考虑 的 情形 二 =0.5 中 ,从 这 表 中 可 以 找 出 上 = 0.171, 由 此 2 = 0.029 2, 再 者 


= == 
K=1.583, 由 此 С=5к=0.316. 


在 不 大 (0<k<0.1) 时 足够 好 的 近似 是 ваде =4Vg. 在 x>1 时 分 别 取 K',k 和 90° – 
a 代替 KK,k Жа. 
(5) 把 具有 裂 颖 的 平面 映 到 图 环形 上 的 共 形 映射 (图 228) 首先 考虑 把 上 半 z 平面 映 到 具有 
顶点 土 K, 土 K+ iK 的 矩形 上 的 映射 
z= sn(w;k). (15) 
将 映射 (15) 通 过 线段 AD 而 延 拓 ,我 们 得 到 一 个 把 去 掉 了 射线 |z|>>1,y=0 的 xz 平 面 映 到 平面 


w= + 切中 两 倍 大 的 矩形 上 的 映射 . 函数 = e 关 把 这 个 矩形 映射 到 圆 环形 。 С ао | е 
上 ,并 且 点 w= 6+ “黏合 在 一 起 .而 这 表明 :复合 函数 

л (° dx 

Е| V (1- =?) (1 - 2222) (16) 
实施 了 我 们 所 求 的 映射 .这 时 ,右面 的 线段 АВ 变换 成 圆 环 的 外 面 那个 圆周 ,而 在 左面 的 线段 CD 
变换 成 里 面 那个 圆周 . 


х 
ш) = ек” = ехр 


* ”注意 到 , 当 我 们 所 讨论 情形 中 矩形 是 正方 形 时 ,参数 上 是 准确 决定 的 .也 就 是 可 以 证 明 ,点 - -二 ,- 1,1， 


二 的 二 售 比 等 于 一 1, 也 就 意味 着 k=3 一 2V2. 由 此 ?=17 一 12V2~0.029 437. 


- 566 · 第 七 章 特殊 函数 [104] 


С р А В 
ГРГУР -----|------ ета ох 
—ИК —1 1 ИК 


图 228 


(6) 把 上 半 平 面 映 到 图 229 中 的 区 域 上 的 共 形 映射 ИЖ z=0,1,% 分 别 变 换 成 w = 0, р, 
co ,于 是 ,实施 所 求 的 共 形 映射 的 那个 函数 ,可 写成 施 瓦 茨 - 克里斯托弗 积分 (第 37 目 ) 的 形式 : 
Е 
ш=С! | 


Ге 


Ш 


А В С о 8 © 


О 71 Е. 7 ? 772 1 ГГ А ГГ ГГ 7 х 


图 229 


其 中 С, >0,6>1 与 二 >1 是 应 受 定义 约束 的 某 三 个 常数 .在 简单 的 变换 之 后 ,这 个 积分 可 重 写成 
я ини Жила. 


о сів dl | п-ва 
ом (1-2) (1-22) ,oY 1-2 


其 中 C 是 某 一 个 正 的 常数 .要 确定 这 些 常 数 ,可 利用 点 的 对 应 关系 :z=1,w=h;z= 二 ,w= 有 与 


k 
z= 二 6,w=h+ ia. 从 第 一 对 点 的 对 应 关系 得 到 
й=С! (2 —1)K+E|, (18) 
其 中 的 К 5Е 是 对 应 于 模 的 第 一 类 与 第 二 类 完全 椭圆 积分 (参看 第 102 目 ). 从 第 二 对 点 的 对 
应 关系 ,注意 到 关系 式 (18) , 便 得 到 : 
0= (226? -1)К'+Е = р6К'- Е, (19) 


(17) 
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其 中 K’ = K(k ),k =vV 1-k* (参看 第 102 Н), т 

_ а-к (20) 
ВЕЕ) [ 要 确认 最 后 这 个 等 式 ,只 要 在 积分 中 作 代 换 1 = 六 人 二 便 移 了 最 后 ,注意 到 关系 
式 (18) ,由 第 三 对 点 的 对 应 关系 , 当 椭 贺 积 分 化 为 具有 小 于 1 的 积分 限 的 积分 后 ( 这 只 要 在 第 一 类 的 积 
分 中 利用 代 换 := -天 ,在 第 二 类 的 积分 中 利用 上 面 括 弧 中 所 指出 的 代 换 ,就 可 做 到 ) ,给 出 : 


а=сС! (Е? -1)F(a А) + К -F(a,k )+E(a ,kk )}, (21) 


其 中 эт a = м Б? — 1, віп "= у 1 一 kb .从 公式 (18),(19),(21), 可 近似 地 求 出 未 知 量 ， 


Ь БС. 

(7) 两 个 矩形 电极 的 静电 场 (图 230) 作 把 上 半 “ 平 面 映 到 这 电场 的 上 半 部 上 去 的 共 形 映 
射 , 并 使 其 具有 标明 在 图 230 中 的 点 的 对 应 关系 . 施 瓦 光一 
克里斯托弗 积分 具有 形式 ; 


==C | а, „УЛ. 
2_ 


ео аа = 
Һ + ia 的 对 应 关系 , 同 在 前 一 例子 中 一 样 ,可 以 求 得 
h=CE(k), a=CIK(k)-E(k)|l. (03) в с 
由 此 ,以 其 中 的 一 个 方程 来 除 另 一 个 ,我 们 便 得 到 用 来 确定 -It -1 
模 的 关系 式 .再 从 (23) 中 来 求 出 ,我 们 便 可 求 得 C. 
按照 对 称 原理 ,积分 (22) 的 反 函 数 给 出 了 把 整个 静电 图 230 
场 区 域 映 到 去 掉 了 射线 |5| >1,Im5=0 的 平面 5 上 的 共 形 映射 . 函数 


у 


м 


[= — эп о Тао (24) 

实施 把 带 形 - У< Im w<V Я ЕЗ СЗТ БАЈЕ. ХНУ р ЛНУ В] 
Я, ЕЯ ТЕНЬ. 

因此 ,公式 (22) 与 (24) 给 出 了 电场 的 复 电 位 的 参数 表示 ,这 电场 是 在 左边 的 电极 带 有 电位 

一 VV, 而 右边 的 电极 带 有 电位 У 时 得 到 的 .电场 强度 向 量 是 等 于 : 

,R22V 1 


ЕЕ = ;7.4 27 


dz "di dz Стр 
(8) 位 于 耸 形 内 部 的 点 电荷 的 静电 场 、 设 电量 为 4 的 电荷 位 于 具有 能 导电 的 墙壁 的 矩形 0< 
z 过 也 ,0<y< 扎 的 内 部 的 点 +=&+ 亡 处 (图 231). 电 场 的 电位 U 是 一 个 除了 在 点 # 处 外 在 矩形 


(25) 


内 部 处 处 调和 的 函数 ,在 点 处 它 具有 2gln тая ,在 矩形 的 墙壁 上 它 等 于 0. 墙壁 的 影 


响 可 用 由 а 对 于 所 给 矩形 的 墙壁 的 反射 而 得 到 的 电荷 组 土 g 来 蔡 代 (图 231) ,这 就 等 于 把 函数 О 
延 拓 到 整个 平面 > 上 
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图 231 


在 这 样 的 延 拓 之 后 ,函数 U 将 是 具有 周期 + 与 + 的 双 周 期 函数 ,这 时 在 点 5,r+ ir' -以 及 
与 它们 同 余 的 那些 点 处 , 它 具 有 2gln ут 型 的 奇 点 ,而 在 点 5，r + ir' -了 处 , 它 具 有 
2gln|z 《| 型 的 奇 点 . 设 V(z) 是 与 (+), 
w= f(z)= ез9 + (26) 
是 具有 基本 周期 + 与 "的 椭圆 函数 ,并 且 分 别 在 与 点 《, -《 与 5, - 同 余 的 那些 点 处 具有 单 的 
极点 与 零点 .按照 第 101 目的 定理 ,函数 /(z) 可 利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 a 函数 来 表示 : 


(оу с(= + 6)0(2— 6) 
人 -atzf botc 区 07) 


(在 这 里 ,由 于 在 公式 (26) 中 我 们 关于 U + iV 的 乘 因 子 的 选择 ,有 C=1). 所 求 的 电场 的 电位 是 


U(z)=2gRe ln И (28) 
(9) 阿 希 泽 尔 一 戈 卢 金 公 式 ” 在 结束 时 我 们 进行 对 实施 把 圆 环 映 到 由 两 条 多 边 形 周 线 围 住 的 
二 阶 连通 区 域 DD 的 共 形 映射 的 公式 的 推导 .这 一 公式 类 似 于 第 37 目 中 的 施 瓦 蒋 -克里斯托弗 公 
式 ; 它 在 20 世纪 30 年 代 由 阿 希 泽 尔 一 戈 卢 金 ( 见 [11]) 独 立地 求 得 . 
为 了 确定 起 见 我 们 假设 ,平面 w К р 包含 无 穷 远 点 ,也 就 是 说 , 它 是 两 个 没有 自 交 点 的 
闭 多 边 形 的 外 部 ,我 们 用 和 本, 表示 这 两 个 多 边 形 . 两 个 多 边 形 的 顶点 A, , A,,… ,A, ,我们 用 通 
常 读数 法 进行 这 样 编号 ,使 得 以 自然 顺序 绕 行 它们 时 ,区 域 D 保持 在 左边 .如 在 第 37 目 中 一 样 , 相 
对 于 О 的 内 角 在 顶点 A 上 我 们 用 ax(0<ai 达 zx) 来 表示 .根据 多 边 形 外 角 和 的 基本 定理 


> (а, – 1) =4. (29) 

我 们 寻找 圆 环 K:r< |21<1 9] р 的 映射 ,其 中 数 r(0<r<1) 应 当 在 解 题 过 程 中 确定 ( 见 第 

35 目的 定理 3 及 其 后 的 注 ) .假设 圆周 C :| z| =1 转变 到 周 线 Г, ,而 圆周 С, :|z| = > 转变 到 周 线 

站 .点 A 的 原 像 用 a 表示 (k=1,2,…,n), 通 过 == а 表示 点 w= % 的 原 像 .不 失 一 般 性 可 以 认为 
a 在 正 半 轴 上 , 亦 即 <a<1. 

映射 函数 w= f(z) 除 了 点 z= а 以 外 ,在 环 К 中 处 处 解析 ,在 这 一 点 它 有 一 阶 极 点 (根据 映 

射 的 单 叶 性 ). 由 于 这 函数 连续 延 拓 到 边界 ,并 且 把 圆周 Co 和 Ci 位 于 两 个 相继 点 а, Та, 21818) 

任何 的 弧 变 换 为 直线 线段 ,所 以 对 它 可 以 用 第 35 目的 对 称 原理 . 根 据 这 个 原理 我 们 把 函数 f(x) 
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延 拓 到 环 K-1:1< |z|< 二 ,并 且 它 在 那里 除了 点 == 二 以 外 是 解析 的 ,而 在 这 一 点 它 有 一 阶 极 


点 .这 函数 把 环 氏 _; 共 形 映射 到 区 域 D_, ,而 这 DD_1 是 由 DD 在 多 边 形 T 古 的 一 条 边 上 经 过 反射 得 到 
的 .完全 同样 方式 我 们 把 这 函数 延 拓 到 环 Ki :一 < |z1<yr 内 ,一 般 说 来 延 拓 到 环 Ki :7''<|z|< 
(1 =0, 土 1, 土 2,…; 环 Ko = KK) 内 .如 在 第 37 目 中 一 样 ,我 们 得 到 具有 分 支点 在 弧 的 端点 а, 和 
相对 于 环形 ; 的 边界 圆周 与 它们 对 称 的 点 ,并且 在 点 a 和 与 其 对 称 的 点 上 有 一 阶 极点 的 多 值 解 析 郑 
ЖК. 
在 平面 w 上 一 些 直 线 中 的 等 于 2& 的 偶数 次 反射 归结 为 线性 变换 W= Бо + с, ,而 在 平面 z 
中 与 它 对 应 的 变换 是 Z= 六 xz. 因此 多 值 函 数 F(z) 的 分 支 ,为 简单 起 见 我 们 用 同一 字母 表示 ,应 该 
满足 关系 式 f(x“*z)= bf(z)+ci .将 它 求 导 两 次 ,并 且 取 第 二 次 导数 对 第 一 次 导数 的 比 ,我 们 得 
出 
(тия) ке) _f(z) 
大 (rz) “z) 广 (z) 
(与 第 37 目 中 施 瓦 蒋 - 克里斯托弗 公式 的 推导 相 比较 ) .由 此 看 出 ,函数 B(z)= 2 НЕ 满足 关 
Br*z)= Bz), k=+1,+2,.… (30) 
与 图 数 f(z) 的 分 支 的 选择 无 关 , 亦 即 是 单 值 函数 . 
如 果 函 数 B(z) 的 自 变量 乘 x , 它 不 改变 .为 了 使 它 转变 为 周期 函数 ,我 们 固定 某 一 数 w >>0， 
并 且 令 
ф(х) = DB (er: ). (31) 
根据 B(xz) 的 单 值 性 和 指数 函数 的 周期 性 我 们 得 到 
p(z+2w)= Ф(е?= + ) = p(xz). 
如 果 选 虚数 w ,使 得 有 e™% =, ,那么 函数 B(z) 的 性 质 (30) 给 出 
ф(х +20') = Br ее") = ф(х). 
由 此 可 见 ,函数 p(z) 是 具有 周期 2w Ж 20 的 双 周 期 函数 . 
我 们 来 讲 清 楚 函 数 op(z) 在 其 周期 矩形 内 , 壁 如 说 ,在 矩形 Ве 2 < 20 + s,es 委 Im х < 
一 2iw + e 内 的 奇 点 的 特征 ,其 中 s>0 不 太 大 (我 们 取 稍 许 移动 的 和 矩形 ,为 了 在 它 的 边界 上 没有 奇 


点 ) .在 映射 = e%* 下 对 应 于 这 矩形 的 是 沿 射线 arg Z= ОАР |21 <А (其 中 = 
e “<1, 并 且 接近 于 1). 函 数 B(2Z) 在 此 环 中 的 奇 点 是 位 于 圆周 Co 和 Ci 上 的 点 we (k=1,2,…， 
п) ,还 有 点 a 和 二 .如 在 第 37 目 中 一 样 , 我 们 将 发 现 ,函数 УО) А а, 的 邻 域内 容 可 以 展开 成 形 
状 

f(2)=A+(Z-a)%* [со + с (2-а) +. 


而 在 点 а 和 二 的 邻 域内 


К2) 5А сс (2-а), Кое 6 6а2-1) +5 
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-1 -+ ...,Ф(7)= – „26. +... 


由 此 ,对 于 函数 6(Z)= 7 所 分 相应 应 地 我 们 得 到 @(Z) = а, 多 


Ф(7)=- …( 用 这 些 点 表示 展开 式 的 正则 部 分 ). 在 这 里 重新 令 Z=e?*,@(2Z)= Ф(=), 


71 ты 
我 们 用 24 = 元 а, 表示 对 应 Ға, 的 点 ， 并 且 我 们 注意 到 


Z— а = а, (ev 1) =а (ев) +. 


我 们 得 到 g(x) 在 点 z 的 邻 域内 的 展开 式 


ом... 
(2) = д; Ы 


$ 


w 
z—— Ша, 
лі 


完全 一 样 在 对 应 于 点 а 和 一 的 点 z= + 211 а 的 邻 域 内 我 们 得 到 


9(2)= 一 各 一 一 十， 9(z)= 一 名 一 和 一 十 … 
z——lna z+—lna 
71 ЛІ 


由 此 可 见 , 双 周期 函数 gp(z) 在 其 周期 矩形 内 所 有 奇 点 是 极点 ,因此 ,这 函数 是 椭圆 函数 .所 有 
这 些 极 点 是 单 的 ,并 且 它 们 的 留 数 之 和 ,根据 关系 式 (29)， 


= -1)-4|=0, 

对 椭圆 函数 来 说 应 该 如 此 .利用 第 103 目的 展开 式 (29) ,我 们 能 够 通过 © МОЕ ф(х) 

(=) == >) (а, = 1) (2-2 а) 296600 а) - 245 (=+ Ф та) +С, (32) 
其 中 С 为 常数 . 

现在 我 们 回忆 起 ,9 (各 In = ) = @(z)= = 1.059 ,并且 考 虑 到 按照 第 103 目 中 公式 (28) 
ЗЕ xz 一 ln а) | = п (52). 
把 它 代 入 (22) 式 ,我们 得 到 
(=) < а [29 & d w 

= 7 > (а, 一 2 (52) 2 元 器 (2) 2 2210 ‘(sh аг), 

由 此 ,经 过 积分 和 指数 化 ,我 们 求 得 f(z) 通 过 o 函数 的 表达 式 : 


用 9 函数 来 代 换 v 函数 ,根据 第 103 目 公 式 (37)( 在 公式 中 г=2%) ,我 们 有 

19, аа) 
其 中 Сс 是 常数 .我 们 略 去 可 以 证 明 с = 2 НИ 再 积分 次 ,我 们 得 到 把 环 г< |=| 
<1 映射 到 含有 无 穷 远 点 的 二 阶 连通 多 边 形 区 域 的 共 形 映射 的 最 后 公式 : 


Р(х) = Cx 


[104] $4 椭圆 函数 571. 


ла 1 2 
|19" (552) 42 
2 1 2 22 ` 
9} (5-2) (元 az ) 
完全 同样 证 明 ,把 环 映射 到 有 界 二 阶 连通 多 边 形 区 域 ,这 区 域 顶 点 A 处 的 内 角 ( 相 对 于 区 域 
讲 ) 等 于 wx 《k=1,2,…,n), 类 似 于 (33) 的 映射 公式 : 


f(z)= с (же 9 (34) 


我 们 注意 ,如 施 瓦 茨 - 克里斯托弗 公式 一 样 , 这 些 公 式 含有 未 知 参数 (C,a Я) ,它们 应 该 在 
解 题 过 程 中 确定 .确定 它们 的 难度 限制 了 这 些 公 式 的 实际 应 用 . 


(33) 
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奥 斯 特 洛 格拉 茨 基 公 式 227 


B 
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边界 导数 的 变 分 309 
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边界 唯一 性 定理 170 
边界 值 169 
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边 值 问题 205 

第 二 一 183 


黎 曼 一 希 尔 伯 特 一 ”250 
混合 一 ”209 


绕 行 ~ 第 48 目 (1) 一 第 49 Н(5) 


弹性 理论 ~ 227 
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表示 公式 ”256 
波动 方程 498 
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НЯНЯ 530 
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补 模 546 
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C 

场 的 环 量 191 

场 的 汇 。190 

场 的 旋 度 ( 涡 量 ) 191 
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超 几 何方 程 497 
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重 调和 图 数 223 
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达 朗 贝尔 一 欧 拉 条 件 11 
代数 学 的 基本 定理 363 


带 有 流 股 障碍 的 绕 流 
单 点 7,164 
单 源 层 势 能 195 
导数 的 辐 角 82 
导数 的 模 82 
等 值 线 164,288 
犹 利 克 雷 问题 171 
地 下 水 ”327 

点 的 重 数 7 

电 多 极 子 198 
电机 间 院 内 磁场 ”216 
电缆 ”450 

电流 磁场 204 

电 四 极 子 198 
И 186 

杜 阿 梅 尔 积 分 “404 
断 片 法 330 

对 称 原理 ”124,170 
对 数 21 

对 数 导数 62 

多 重点 7 


Е 

反常 积分 42 
反 三 角 函 数 27 
反 双 曲 函 数 27 
反 演 6,99 


引 


菲 涅 耳 积 分 ”357 

分 式 函 数 60 

分 式 线性 映射 ”97 

分 数 指数 法 则 416 

分 支 16,18,23 

辐 角 原理 63 

福 克 公 式 521 
浮力 的 计算 315 

复 变 函数 的 积分 28 
复合 函数 8 

复 平面 66 

复数 2 

复数 乘法 3 

复数 的 辐 角 4 

复数 几何 描述 4 

复数 开 根 3 

Я ЗС 3 

复数 模 4 

复数 指数 形式 ”20 

复 势 能 ”200 
Ани 一 贝 塞 尔 公 式 459 
健 里 叶 一 贝 塞 尔 级 数 ”508 
傅 里 叶 变换 ”454 

傅 里 叶 变换 , 反 演 公式 454 
傅 里 时 级 数 338 


С 
格林 函数 177 
ЖЯ 2 
НУР 160 
共 形 映射 78,81 
带 形 一 到 单位 圆 108 


带 有 水 平 割 痕 的 带 形 的 一 
单位 圆 一 到 星 ` 外 部 93 


单位 圆 一 到 自身 106 
第 二 类 一 。 81 
多 边 形 的 ~ 134,570 
二 次 曲线 所 围 区 域 的 一 
一 ,基本 问题 83 


146 


132 


一 , 角 保 持 性 质 81 

一 ,唯一 性 定理 126 

一 , 圆 性 质 81 

具有 制 痕 的 带 形 一 到 带 形 146 
偏心 圆 环 一 到 同心 圆 环 114 

去 掉 两 条 射线 的 平面 一 到 带 形 11 

去 掉 一 段 线段 的 半 平 面 一 到 半 平 面 109 
去 掉 一 段 半径 的 圆 一 到 单位 圆 110 
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去 掉 一 些 线段 的 平面 一 到 在 实 轴 上 去 掉 
一 些 线段 的 平面 132 

去 掉 一 些 线段 的 上 半 和 平面 一 到 上 半 和 平面 
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去 掉 一 些 线段 的 单位 圆 外 部 一 到 单位 圆 


外 部 110 
上 半 和 平面 一 到 单位 圆 105 
上 半 平 面 ~~ 到 和 矩形 114 
上 半 和 平面 一 到 自己 108 
十 字 外 部 一 到 圆 外 部 ”129 
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圆 一 到 去 掉 一 些 射线 的 平面 91 
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У 324 
关于 倾斜 直线 的 绕 流 216 
广义 乘法 定理 405 
广义 函数 的 载体 421 
广义 震级 数 72 
广义 像 原 函数 423 
广义 最 大 最 小 值 原理 169 
规范 函数 系 476 
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函数 的 基本 周期 537 

函数 的 留 数 60 
РАН 62 
РАТЕ со ДЕЙ) — 67 


函数 的 像 ( 按 拉 普 拉 斯 ) 393 
函数 的 周期 ”535 
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盟 数 的 自然 边界 70 

哺 数 序列 的 一 致 收敛 性 41 
汉 克 尔 变 换 。 459 

У А, БАВА, 459 
Хи 509 
赫 尔 德 条 件 86 

赫 尔 维 茨 准 则 364 

料 维 赛 德 方法 391 
混合 型 微分 方程 263 
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击 穿 理论 。279 
机 咽 上 升力 316 


积分 变换 388 
积分 的 一 致 收敛 性 ”43 
积分 余弦 336 

积分 正弦 335 

积分 指数 函数 ”377 
积分 周期 ”36,161 
积分 主 值 234 

奇 积 分 234 

积聚 效应 274 

基本 函数 ”420 

级 数 的 一 致 收敛 性 41 
级 数 收 敛 区 域 55 
极点 56,168 

极点 阶 数 57 

计算 电子 线路 算 子 方法 433 
ЛЕЯ 242 
渐 近 展开 式 375 

角 的 圆 化 152 

解析 函数 12 

解析 函数 存在 区 域 70 
解析 弧 128 

解析 延 拓 67 
解析 延 拓 原理 128,171 
静电 场 202 

局 部 变 分 308 
局 部 化 原理 311 
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卷 积 404 
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卡拉 泰 奥 多 里 定理 86 

卡 莱 曼 方程 组 255 
凯 洛 格 定理 86 

凯 尔 迪 什 一 谢 道夫 定理 ”246 
凯 尔 迪 什 一 谢 道夫 公式 ”247 
柯 西 -阿达 马公 式 50 
柯 西 不 等 式 55 

柯 西 定理 30,33,37,342 
柯 西 公式 ”37 

柯 西 - 黎 曼 条 件 6,12 

柯 西 留 数 定理 60 
柯 西 型 积分 232 

科 洛 索 夫 公式 225 

可 微 函 数 10 


L 

ВИН 473 

拉 格 朗 日 公式 ”322 

拉 普 拉 斯 交换 。 392,457 
拉 普 拉 斯 交换 极限 关系 式 ”412 
拉 普 拉 斯 反 演 公式 ”396 
拉 普 拉 斯 方程 159 

拉 普 拉 斯 方法 380 

拉 普 拉 斯 积分 394,353 
拉 什 一 赫 尔 维 芯 问 题 363 
勒 让 德 多 项 式 ”336,482,489 
勒 让 德 函 数 494 
勒 让 德 积 分 356 

黎 曼 定理 84 

黎 曼 一 格林 公式 ”192 

黎 曼 曲 面 73 

黎 曼 一 施 瓦 次 定 理 124 
李 雅 普 庄 夫 弧 86 

利 普 希 芯 积分 526 
例外 点 ”373 

连续 函数 10 


引 


连续 性 方程 269 
连续 延 拓 原 理 68 
邻 域 6 

林 德 勒 夫 原 理 288 
临界 点 ”198 
零点 的 阶 数 ”52 
刘 维 尔 定理 45 
流体 的 分 支点 “212 
流体 的 会 合 点 ”212 
流 的 临界 点 198 
流芳 数 190 
流体 的 流 度 场 ”197 
流 线 190 
留 数 定理 61 

鲁 歇 定理 362 

洛 朗 定理 54 

洛 朗 级 数 53 
滤波 器 ”438 
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脉冲 函数 418 
梅林 变换 388 
梅林 反 演 公式 ”459 
蒙 泰 尔 原理 291 
米 塔 - 列 夫 勒 定 理 344 
ЖЖ 48 
一 的 收敛 半径 50 
一 反 演 问题 340 
一 相 除 ”337 
模 角 545 
模 曲 面 25 
模 最 大 值 原理 38 
莫 莱 拉 定 理 45 
母 函 数 387 
ЗО 387 


М 


力克 维 斯 特 一 米 哈 依 洛 夫 准 则 369 


拟 共 形 映射 ”260 


诺 伊 曼 图 数 511 
诺 伊 曼 问题 183 


О 

欧 拉 В 函数 462 
欧 拉 和 常数 466 
欧 拉 公式 20 

欧 拉 积分 355 
欧 拉 问 题 532 


偶 极 子 195 

P 

帕拉丁 尼 公 式 182 

碰撞 问题 208 

频率 速 端 曲 线 368 

平衡 方程 221 

Q 

奇 点 56,71 
调和 消 数 的 一 167 
无 穷 远 处 一 66 
本 性 一 56,168 
可 去 一 56,167 


奇异 的 像 原 函数 413 
气流 绕 行 物体 269 

气体 动力 学 方程 269 
ВАЗ. 182 

恰 普 雷 金 方法 “272 
АВА». 199 

恰 普 雷 金条 件 ”213 

切 比 雪夫 - 埃 尔 米 特 函 数 498 
切 比 雪夫 多 项 式 336,482 
倾斜 导数 问题 251 

球 极 平面 投影 ”65 

球面 函数 ”495 

区 域 6 

区 域 边界 7 

全 纯 函 数 12 

全 椭圆 积分 “472 


引 


В 

绕 流 任意 截面 212 

统 流 茹 科 夫 斯 基 断 面 213 
绕 流 圆柱 体 211 
绕 行 正方 向 7 

热 场 199 

茹 科 夫 斯 基 定 理 210 

茹 科 夫 斯 基 断 面 116,213 
菇 科 夫 斯 基 函 数 13 
若 尔 当 引 理 351 


S 

三 角 函 数 23 

三 角 级 数 339 

散 度 190 

施 拉 夫 利 积分 503 
施 瓦 次 定理 ”424 

施 瓦 获 积 分 180 

施 瓦 茨 -克里斯托弗 定理 138 


施 瓦 茨 - 克里斯托弗 积分 138,140 


施 瓦 次 引 理 39 
势能 192,193 

双 曲 函数 27 

双 源 层 ”196 
双 源 层 势 能 196 
斯 特 林 公 式 ”470 
斯 托 道 勒 条 件 367 
速 端 曲 线 方程 273 
速 端 曲线 平面 272 
算 子 电压 ”433 

算 子 方程 427 
算 子 方程 组 430 
算 子 解 428 

索 霍 茨 基 定理 58 
索 宁 公式 528 
索 宁 积分 527,501 


Т 
泰勒 公式 ”47 
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泰勒 级 数 334 

弹性 ,基本 方程 ”222 
特 里 科 米 问题 263 
调和 函数 159 

调和 函数 的 混合 问题 254 
椭圆 函数 ”145,559 
椭圆 积分 145,535,544 
椭圆 积分 模 ”545 

椭圆 积分 振幅 ”545 
椭圆 性 条 件 ”259 

椭圆 正弦 146,544,545 


W 

网 格 法 ”185 

威 什 涅 格拉 菊 基 一 力克 维 斯 特 方法 
韦伯 函数 511 

唯一 性 定理 51,168 

伪 椭 圆 积分 544 

位 移 定理 ”403 

位 移 复 数 表 示 式 ”225 

位 移 分 量 221 

魏 尔 斯 特 拉 斯 с 函数 ”557 

魏 尔 斯 特 拉 斯 5 РАЖ 552 

魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 48 

魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 557 
稳定 性 准则 368 

无 环 量 绕 流 206 

无 穷 乘积 346 

无 穷 远 点 65,66 

无 穷 远 点 处 两 条 直线 之 间 的 角 102 
无 穷 远 点 的 邻 域 66 
误差 的 概率 函数 335,377 


X 

线性 函数 8 

线性 椭圆 方程 组 258 
相对 于 圆周 的 对 称 5,99 
相似 定理 ”400 

相似 方法 188 
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向 量 场 189 
无 旋涡 一 ”192 
平稳 平面 平行 ~ 189 
一 的 流量 189 
像 的 积分 法 401 
像 的 微分 法 400 
像 原 函数 ”392 
像 原 函数 的 积分 法 401 
像 原 函数 的 微分 法 ”400 
像 原 函 数 及 其 像 函 数 表 424 
星 形 区 域 288 
星 形 周 线 33 
虚 单 位 2 


Y 

雅 可 比 8 函数 559 
雅 可 比 多 项 式 482 
雅 可 比 椭圆 函数 ”145,560 
亚 纯 函数 60,341 
一 般 寡 函数 27 
一 致 连续 10 

应 力 的 复数 表示 ”226 
映射 8 
映射 乘积 (到 加) 8 
映射 的 变 分 308 
映射 主要 线性 部 分 78 
有 界 函 数 10 

有 限 阶 函数 ”350 

源 190 

Зра 32 

АЕРА 386,499 
圆柱 函数 方程 432 
越过 法 380 

运动 方程 269 


Z 

在 c 远 处 解析 性 66 
在 无 穷 远 处 共 形 性 88 
增长 指数 ”393 


往 穆 一 瑞 利 方法 271 
展开 成 级 数 的 唯一 性 定理 51 
展开 定理 407,410 
整 函数 59 
ТЕРА 12 

正 交 变换 80 
正 交 多 项 式 479 
1Е ЗС РАЖ 476 
正 交 化 定理 477 
正则 周 线 族 ”342 
支点 71 

指数 函数 19 

滞后 定理 ”402 

中 值 定理 38,163 


引 
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НАЛЕ ЯЕ Е ЯН 165 
重力 作用 下 液体 运动 ”455 
周期 带 538 

周期 平行 四 边 形 540 

周 线 积 分 的 反 演 公式 ”461 
周 线形 变 288 

逐次 映射 方法 331 

了 逐 段 光滑 曲线 7 
最 大 形变 点 ”288,295 
最 大 值 原理 ”163 
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本 书 的 俄 文 第 一 版 (1951 年 ) 由 施 祥 林 、 夏 定 中 两 位 先生 翻译 ,高 等 教育 出 版 社 
于 1956 年 和 1957 年 分 两 册 出 版 中 文 版 。 这 次 高 教 社 根据 俄 文 第 六 版 组 织 修 订 时 ， 
因 施 祥 林 先生 已 经 故 世 , 夏 定 中 先生 年 事 已 高 ,所 以 委托 我 来 完成 这 项 工作 。 

本 书 以 共 形 映射 为 基本 内 容 , 它 作为 工具 ,广泛 应 用 于 物理 学 流体 动力 学 、 气体 
动力 学 、 弹 性 力学 和 电气 技术 中 实际 问题 的 计算 以 及 数学 的 其 他 分 支 。 作 为 俄罗斯 
的 高 等 学 校 教材 , 它 不 仅 被 综合 性 大 学 采用 ,而 且 更 多 的 高 等 技术 学 校 当 作 “ 复 变 函 
数论 ”课程 的 教材 。 由 于 这 本 书 的 内 容 详尽 ,联系 实际 的 例子 丰富 ,一 般 安排 一 个 学 
年 的 课时 才能 授 完 。 

在 前 几 版 中 ,修改 幅度 最 大 的 要 数 第 五 版 。 本 版 在 此 基础 上 又 作 了 完善 。 与 第 
一 版 比 ,新 版 增加 了 拉夫 连 季 耶 夫 独创 的 聚 能 装 药流 体 动力 学 理论 的 有 关内 容 ;为 了 
更 完整 地 把 复 变 函数 论 用 到 数学 分 析 和 解 偏 微分 方程 问题 ,除了 原先 版 本 中 已 叙述 
的 变 分 法 、 特 殊 函 数 和 拉 普 拉 斯 等 变换 算 子 方法 的 基本 理论 外 ,还 通俗 地 介绍 了 广义 
函数 的 基本 理论 。 虽 然 在 结构 体系 方面 各 个 版 本 没有 本 质 差 异 ,但 经 过 几 次 修订 ,内 
容 的 增删 更 加 合理 ,应 用 实例 更 为 丰富 ,使 本 书 更 趋 完善 ,不 愧 为 复 变 函数 论 方法 的 
一 本 经 典 著作 。 

原 书 的 第 一 作者 拉夫 连 季 耶 夫 是 前 苏联 著名 的 数学 家 、 苏 联 科学 院 院士 , 曾 任 国 
际 数学 联盟 副 主 席 。 在 函数 论 、 常 微分 方程 、 变 分 法 、 复 变 函 数 、 连 续 介 质 力学 等 领域 
都 有 建树 。 他 为 高 等 学 校 编 著 了 一 系列 教科 书 和 教学 参考 书 ,如 《 变 分 法 教程 》《 数 
学 一 一 它 的 内 容 、 方 法 和 意义 ) 等 ,这 些 均 有 中 译本 ,在 我 国 较 有 影响 。 

对 本 书 的 修订 工作 ,一 方面 补 译 了 新 版 中 增加 的 章节 ,根据 第 六 版 又 核对 了 原先 


译 者 后 记 .587 . 


的 中 译本 ,订正 了 原 译 本 中 的 差错 ; 另 一 方面 ,根据 全 国 自 然 科学 名 词 审定 委员 会 公 
布 的 《数学 名 词 ), 对 数学 名 词 外 国 数学 家 中 译名 作 了 统一 的 订正 。 

在 本 书 的 翻译 出 版 过 程 中 ,我 要 感谢 两 位 前 辈 所 做 的 黄 基 工作 ;感谢 高 等 教育 出 
版 社 张 小 萍 女士 对 我 的 信任 以 及 为 顺利 出 版 所 做 的 很 多 努力 ;还 要 感谢 王 善 平 先生 
和 倪 明 先生 给 我 的 帮助 。 

虽然 历时 6 个 月 ,努力 做 好 修订 的 各 项 工作 ,但 精力 、 体 力 不 如 从 前 ,失误 、 玖 淖 
在 所 难免 ,欢迎 广大 读者 提出 批评 意见 。 
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